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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Òåðåìà Ãàíà-Áàíàõà â íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ

Òåîðåìà Ãàíà-Áàíàõà ïðî ïðîäîâæåííÿ. Íåõàé Y � ïiäïðîñòið

íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X , f ∈ Y ∗. Òîäi iñíó¹ òàêèé ôóíêöiîíàë
f̃ ∈ X ∗, ùî f̃ (y) = f (y) äëÿ âñiõ y ∈ Y i ‖f̃‖ = ‖f‖. Iíøèìè ñëî-
âàìè, áóäü-ÿêèé íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë, çàäàíèé

íà ïiäïðîñòîði íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó, ïðîäîâæó¹òüñÿ íà âåñü

ïðîñòið çi çáåðåæåííÿì íîðìè. 2

Íåõàé X � íîðìîâàíèé ïðîñòið, x0 ∈ X\{0}. Ôóíêöiîíàë f0 ∈
X ∗ íàçèâà¹òüñÿ îïîðíèì ôóíêöiîíàëîì ó òî÷öi x0, ÿêùî ‖f0‖ =
1 i f0(x0) = ‖x0‖.

Òåîðåìà. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x0 ∈ X\{0} iñíó¹ îïîðíèé â öié

òî÷öi ôóíêöiîíàë. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Çàñòîñóâàííÿ: îïåðàòîðè òà ôóíêöiîíàëè íà ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ.

Íàãàäà¹ìî äåÿêi ôàêòè ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè. ßêùî X � ñêií-

÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið, X ′ � ïðîñòið âñiõ ëiíiéíèõ

ôóíêöiîíàëiâ íà X , òî dim X ′ = dim X . ßêùî E ⊂ X ′ � ïiäïðî-
ñòið i E 6= X ′, òî iñíó¹ åëåìåíò x0 ∈ X\{0}, ÿêèé àíóëþ¹òüñÿ

âñiìà ôóíêöiîíàëàìè ç E : ∀f ∈ E f (x0) = 0 (ÿêùî â ñèñòåìi

ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü íåâiäîìèõ áiëüøå íiæ ðiâíÿíü,

òî ñèñòåìà ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê).

Ëåìà. Íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó íîðìîâàíîìó ïðîñòîði X áóäü-

ÿêèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íåïåðåðâíèé.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið X ∗ íåïåðåðâíèõ ëiíiéíèõ ôóí-
êöiîíàëiâ íà X ÿê ëiíiéíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó X ′ âñiõ ëiíié-
íèõ ôóíêöiîíàëiâ íà X . Ïðèïóñòèìî, ùî X ∗ 6= X ′. Òîäi iñíó¹
òàêèé x0 ∈ X\{0}, ùî f (x0) = 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî f ∈ X ∗. Îòæå,
äëÿ öüîãî åëåìåíòà x0 íå iñíó¹ îïîðíîãî ôóíêöiîíàëà. Ñóïå-

ðå÷íiñòü. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Çàñòîñóâàííÿ: îïåðàòîðè òà ôóíêöiîíàëè íà ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ.

Òåîðåìà. Íåõàé X , E � íîðìîâàíi ïðîñòîðè é X ñêií÷åííîâè-

ìiðíèé. Òîäi áóäü-ÿêèé ëiíiéíèé îïåðàòîð T , ÿêèé äi¹ ç X â

E , íåïåðåðâíèé.

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî â X áàçèñ {xk}nk=1. Äëÿ êîæíîãî x ∈ X
ïîçíà÷èìî ÷åðåç

{
x∗k (x)

}n
k=1 êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó åëåìåíòà

x çà áàçèñîì {xk}nk=1: x =
∑n

k=1 x∗k (x)xk . Ïåðåâiðèìî, ùî x∗k �

ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè. Ñïðàâäi, äëÿ áóäü-ÿêèõ x , y ∈ X i áóäü-

ÿêèõ ñêàëÿðiâ a,b ìà¹ìî:

n∑
k=1

(ax∗k (x) + bx∗k (y)) xk =a
n∑

k=1

x∗k (x)xk + b
n∑

k=1

x∗k (y)xk =

= ax + by =
n∑

k=1

x∗k (ax + by)xk .

Ç îãëÿäó íà ¹äèíiñòü ðîçêëàäó çà áàçèñîì öå îçíà÷à¹, ùî

ax∗k (x) + bx∗k (y) = x∗k (ax + by), òîáòî ëiíiéíiñòü äîâåäåíî.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Çàñòîñóâàííÿ: îïåðàòîðè òà ôóíêöiîíàëè íà ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ.

Çà ëåìîþ, x∗k ∈ X ∗, k = 1, 2, ..., n. Ñêîðèñòàâøèñü ëiíiéíiñòþ
îïåðàòîðà T i íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà, äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X
îòðèìà¹ìî îöiíêó:

‖Tx‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

x∗k (x)Txk

∥∥∥∥∥ 6
n∑

k=1

|x∗k (x)| · ‖Txk‖ 6
n∑

k=1

‖x∗k ‖ · ‖Txk‖ · ‖x‖ ,

òîáòî ‖T‖ 6
n∑

k=1

∥∥x∗k
∥∥ · ‖Txk‖ <∞. 2

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé X , Y �íîðìîâàíi ïðîñòîðè. Îïåðàòîð T :X → Y
íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì, ÿêùî âií íåïåðåðâíèé, ái¹êòèâíèé

i îáåðíåíèé äî íüîãî îïåðàòîð T−1 : Y → X òàêîæ íåïåðåðâ-

íèé. Íîðìîâàíi ïðîñòîðè X i Y íàçèâàþòüñÿ içîìîðôíèìè

(ïîçíà÷åííÿ: X ≈ Y ), ÿêùî iñíó¹ içîìîðôiçì T : X → Y öèõ

ïðîñòîðiâ.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Çàñòîñóâàííÿ: îïåðàòîðè òà ôóíêöiîíàëè íà ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ.

Âïðàâè.

7.1. ßêùî ñêií÷åííîâèìiðíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè X , Y íàä îäíèì

i òèì ñàìèì ïîëåì ìàþòü îäíàêîâó ðîçìiðíiñòü, òî âîíè içî-

ìîðôíi ìiæ ñîáîþ.

7.2. Íà áóäü-ÿêîìó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó íîðìîâàíîìó ïðî-

ñòîði iñíó¹ ðîçðèâíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë.

7.3. Ðîçãëÿíåìî `
(2)
1 � äâîâèìiðíèé àíàëîã ïðîñòîðó `1. Òîáòî

`
(2)
1 � öå ïðîñòið âåêòîðiâ x̄ = (x1, x2), íàäiëåíèé íîðìîþ ‖x̄‖ =
|x1|+|x2|. Äîâåäiòü, ùî îïîðíèé ôóíêöiîíàë ó òî÷öi x̄0 = (1,0)
íå ¹äèíèé. Îïèøiòü âñi îïîðíi ôóíêöiîíàëè â öié òî÷öi.

7.4. Âiçüìåìî çà íîðìîâàíèé ïðîñòið X ïðîñòið R2, íàäiëåíèé

äåÿêîþ íîðìîþ. Îäèíè÷íà ñôåðà â öié íîðìi � öå îïóêëà çà-

ìêíåíà êðèâà γ â R2. Äîâåäiòü åêâiâàëåíòíiñòü òàêèõ óìîâ:

1) ó êîæíié íåíóëüîâié òî÷öi ïðîñòîðó X iñíó¹ ¹äèíèé îïîð-

íèé ôóíêöiîíàë; 2) êðèâà γ â êîæíié ñâî¨é òî÷öi ìà¹ ¹äèíó

äîòè÷íó ïðÿìó.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Àíóëÿòîð ïiäïðîñòîðó.

Íåõàé A � ïiäìíîæèíà íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X . Àíóëÿòîðîì

ïiäìíîæèíè A íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà ôóíêöiîíàëiâ

A⊥ = {f ∈ X ∗ : f (y) = 0 äëÿ âñiõ y ∈ A}.

Òåîðåìà 1. A⊥ � çàìêíåíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó X ∗.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé f1, f2 ∈ A⊥. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî y ∈ A i

áóäü-ÿêèõ ñêàëÿðiâ λ1, λ2 ìà¹ìî (λ1f1 + λ2f2)(y) = λ1f1(y) +
λ2f2(y) = 0, òîáòî λ1f1 +λ2f2 ∈ A⊥. Ëiíiéíiñòü äîâåäåíî, ïåðå-
âiðèìî çàìêíåíiñòü. Íåõàé f1, f2, f3, ... ∈ A⊥, f = lim

n→∞
fn, y ∈ A.

Òîäi

|f (y)| = |f (y)− fn(y)| = |(f − fn)(y)| 6 ‖f − fn‖ · ‖y‖ −−−→n→∞
0,

i, îòæå, f ∈ A⊥. Îòæå, ãðàíèöÿ ôóíêöiîíàëiâ ç A⊥ çíîâó ëå-

æèòü â A⊥. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Àíóëÿòîð ïiäïðîñòîðó.

Òåîðåìà 2. 1) ßêùî A ⊂ B, òî A⊥ ⊃ B⊥. 2) A⊥ = (Lin A)⊥. 3)

Íåõàé B � çàìèêàííÿ ìíîæèíè B. Òîäi
(

B
)⊥

= B⊥.

4) A⊥ =
(
Lin A

)⊥
.

Äîâåäåííÿ. 1) ßêùî f ∈ B⊥, òî f àíóëþ¹ âñi åëåìåíòè ìíîæè-

íè B, à îòæå, i âñi åëåìåíòè ìíîæèíè A.
2) Âêëþ÷åííÿ A⊥ ⊃ (Lin A)⊥ âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi 1). Äîâå-

äåìî îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ. Íåõàé f ∈ A⊥, à x =
∑n

k=1 λkxk �

äîâiëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ åëåìåíòiâ ìíîæèíè A. Òîäi f (x) =∑n
k=1 λk f (xk ) = 0. Îòæå, f ∈ (Lin A)⊥.

3) ßêùî ôóíêöiîíàë f ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü íà âñié ìíîæèíi
B i íåïåðåðâíèé, òî f ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü i íà B. Òîáòî(

B
)⊥
⊃ B⊥. Îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi 1).

4) Öÿ âëàñòèâiñòü âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòåé 2) i 3). 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Àíóëÿòîð ïiäïðîñòîðó.

Òåîðåìà 3. Äëÿ çàìêíåíîãî ïiäïðîñòîðó Y íîðìîâàíîãî ïðî-

ñòîðó X òàêi âëàñòèâîñòi åêâiâàëåíòíi:

1. Y = X .

2. Y⊥ = {0}.
Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïîòðåáó¹ òiëüêè iìïëiêàöiÿ 2.⇒1. Ïðè-

ïóñòèìî, ùî ïåðøà óìîâà íå âèêîíó¹òüñÿ, òîáòî Y ñòðîãî ìi-

ñòèòüñÿ â X . Òîäi ôàêòîð-ïðîñòið X/Y ñêëàäà¹òüñÿ íå òiëüêè

ç íóëÿ, i íà X/Y iñíó¹ äåÿêèé íåíóëüîâèé íåïåðåðâíèé ëiíié-

íèé ôóíêöiîíàë g (ñêàæiìî, îïîðíèé ôóíêöiîíàë ÿêî¨ñü íå-

íóëüîâî¨ òî÷êè). Íåõàé q : X → X/Y � îïåðàòîð, ÿêèé äi¹ çà

ïðàâèëîì q(x) = [x ] (ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ). Îçíà÷èìî ôóí-

êöiîíàë f ÿê êîìïîçèöiþ: f (x) = g(q(x)). Îñêiëüêè îïåðàòîð

q ñþð'¹êòèâíèé i g � íå òîòîæíèé íóëü, òî é f íå äîðiâíþ¹

òîòîæíî íóëþ. Âîäíî÷àñ f ∈ Y⊥. Ñóïåðå÷íiñòü. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ïîâíi ñèñòåìè åëåìåíòiâ.

Ïiäìíîæèíà A íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ

ñèñòåìîþ åëåìåíòiâ íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X , ÿêùî çàìèêàí-

íÿ ëiíiéíî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè A çáiãà¹òüñÿ ç óñiì ïðîñòîðîì

X .

Ïîâíi ñèñòåìè åëåìåíòiâ âèíèêàþòü â ðiçíèõ çàäà÷àõ ìàòåìà-

òè÷íîãî àíàëiçó ïðè íàáëèæåííi îäíèõ ôóíêöié iíøèìè áiëüø

ïðîñòîãî âèãëÿäó. Òàê, òåîðåìó Âåé¹ðøòðàññà ïðî ùiëüíiñòü

ìíîæèíè ïîëiíîìiâ ó ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà âiäðiç-

êó ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê: ïîñëiäîâíiñòü ñòåïåíåâèõ ôóí-

êöié
{

1, t , t2, ...
}
ïîâíà â C[a,b]. Ó òåîði¨ òðèãîíîìåòðè÷íèõ

ðÿäiâ äîâîäèòüñÿ ïîâíîòà â (êîìïëåêñíîìó) ïðîñòîði C[0,2π]
ñèñòåì

{
eikt}∞

k=−∞ i {1, cos t , sin t , cos 2t , ...}. Âàæëèâi ïðèêëà-
äè ïîâíèõ ñèñòåì âèíèêàþòü â êóðñi ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ÿê

ñèñòåìè âëàñíèõ ôóíêöié ðiçíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ïîâíi ñèñòåìè åëåìåíòiâ.

Êðèòåðié ïîâíîòè ñèñòåìè. Íåõàé X � íîðìîâàíèé ïðîñòið.

Ìíîæèíà A ⊂ X ¹ ïîâíîþ ñèñòåìîþ åëåìåíòiâ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè A⊥ = {0}.

Äîâåäåííÿ.(
A⊥ = {0}

)
⇐⇒

((
Lin A

)⊥
= {0}

)
⇐⇒

(
Lin A = X

)
.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ïîâíi ñèñòåìè åëåìåíòiâ.

Ïðèêëàä. Íåõàé b > a > 0, λk ∈ C i ïîñëiäîâíiñòü (λk ),
k = 1,2, ... ìà¹ ãðàíè÷íó òî÷êó. Òîäi ñèñòåìà

{
fk (t) = tλk

}∞
k=1

ïîâíà â C[a,b].
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë x∗ ∈ (C[a,b])∗, ÿêèé àíó-

ëþ¹ âñi fk . Îçíà÷èìî ôóíêöiþ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ F (z) =
x∗(tz). Öÿ ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà ïðè âñiõ z ∈ C. Äîâåäåìî, ùî F
ãîëîìîðôíà. Ñïðàâäi,

F (z + ∆z)− F (z)

∆z
= x∗

( tz+∆z − tz

∆z

)
.

Îñêiëüêè ïðè ∆z → 0 ôóíêöiÿ tz+∆z−tz

∆z ðiâíîìiðíî íà [a,b]

ïðÿìó¹ äî ∂
∂z tz = tz ln t , à ôóíêöiîíàë x∗ íåïåðåðâíèé ñàìå

ùîäî ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi,

F (z + ∆z)− F (z)

∆z
→ x∗(tz ln t), ∆z → 0.

Ãîëîìîðôíiñòü äîâåäåíî.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ïîâíi ñèñòåìè åëåìåíòiâ.

Äàëi, çà ïîáóäîâîþ, F (λk ) = x∗(tλk ) = 0. Òîáòî ãîëîìîðôíà

ôóíêöiÿ F ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü íà ïîñëiäîâíîñòi, ÿêà ìà¹

ãðàíè÷íó òî÷êó â îáëàñòi ãîëîìîðôíîñòi. Çà òåîðåìîþ ¹äè-

íîñòi, F (z) ≡ 0. Çîêðåìà, F (n) = 0, n = 0, 1, 2, .... Öå îçíà-
÷à¹, ùî ôóíêöiîíàë x∗ àíóëþ¹ âñi åëåìåíòè ïîâíî¨ ñèñòåìè

ôóíêöié
{

1, t , t2, ...
}
. Òîáòî x∗ = 0. Ìè äîâåëè, ùî àíóëÿòîð

ñèñòåìè {fk}∞k=1 ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç íóëüîâîãî ôóíêöiîíàëà.

Îòæå, çà äîâåäåíèì âèùå êðèòåði¹ì, ñèñòåìà {fk}∞k=1 ïîâíà.

2

Âïðàâè.

7.5. Íîðìîâàíèé ïðîñòið ñåïàðàáåëüíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êî-

ëè âií ìiñòèòü çëi÷åííó ïîâíó ñèñòåìó åëåìåíòiâ.

7.6. Ñèñòåìà {fk}∞k=1 ⊂ C[a,b] ç âèùåíàâåäåíîãî ïðèêëàäó ìà¹
òàêó íåçâè÷íó âëàñòèâiñòü ïåðåïîâíåíîñòi: áóäü-ÿêà ¨¨ íåñêií-

÷åííà ïiäñèñòåìà òàêîæ ïîâíà.
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