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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Òåîðåìè ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëó � ïiäñóìîê

Íåõàé 1 6 p <∞. Òîäi (Lp)∗ = Lp′ , çîêðåìà (`p)∗ = `p′

C(K )∗ � öå ïðîñòið M(K ,B) ðåãóëÿðíèõ áîðåëåâñüêèõ çàðÿäiâ
íà K ç íîðìîþ ‖ν‖ = |ν|(K ).

Äîäàìî ùå îäèí ïðèêëàä: (c0)∗ = `1.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Çâ'ÿçîê ìiæ äiéñíèìè i êîìïëåêñíèìè ôóíêöiîíàëàìè

Íåõàé X � êîìïëåêñíèé ëiíiéíèé ïðîñòið, òîáòî â X âèçíà÷åíî

ìíîæåííÿ íà êîìïëåêñíi ñêàëÿðè. Òîäi, çîêðåìà, â X âèçíà-

÷åíî ìíîæåííÿ i íà äiéñíi ÷èñëà, òîáòî X ìîæíà ðîçãëÿäàòè

i ÿê äiéñíèé ïðîñòið. Âëàñíå, íà X ìîæíà ãîâîðèòè ïðî äâà

òèïè ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ. À ñàìå:

Ôóíêöiîíàë f íà X íàçèâà¹òüñÿ äiéñíèì ëiíiéíèì ôóíêöiîíà-

ëîì, ÿêùî f íàáóâà¹ äiéñíi çíà÷åííÿ, àäèòèâíèé (òîáòî f (x +
y) = f (x) + f (y) äëÿ áóäü-ÿêèõ x , y ∈ X ) i äiéñíî-îäíîðiäíèé
(f (λx) = λf (x) äëÿ áóäü-ÿêèõ x ∈ X , λ ∈ R).

Ôóíêöiîíàë f íà X íàçèâà¹òüñÿ êîìïëåêñíèì ëiíiéíèì ôóí-

êöiîíàëîì, ÿêùî f ìà¹ êîìïëåêñíi çíà÷åííÿ, àäèòèâíèé i

êîìïëåêñíî-îäíîðiäíèé (f (λx) = λf (x) äëÿ áóäü-ÿêèõ x ∈ X ,
λ ∈ C).
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Çâ'ÿçîê ìiæ äiéñíèìè i êîìïëåêñíèìè ôóíêöiîíàëàìè

Äëÿ áóäü-ÿêîãî êîìïëåêñíîãî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà f îçíà-

÷èìî ó ïðèðîäíèé ñïîñiá éîãî äiéñíó i óÿâíó ÷àñòèíè:

(Re f ) x = Re(f (x)), (Im f )x = Im(f (x)).

Ïðè òàêîìó îçíà÷åííi Ref i Imf � öå äiéñíi ôóíêöiîíàëè, i f =
Ref + iImf . Íàñòóïíi äâi òåîðåìè âè÷åðïíî îïèñóþòü çâ'ÿçîê

ìiæ äiéñíîþ é óÿâíîþ ÷àñòèíàìè êîìïëåêñíîãî ëiíiéíîãî ôóí-

êöiîíàëà.

Òåîðåìà 1. Íåõàé f � êîìïëåêñíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà X .
Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Imf (x) = −Ref (ix).

Äîâåäåííÿ. Ó ðiâíiñòü f (λx) = λf (x) ïiäñòàâèìî λ = i òà îá-

÷èñëèìî äiéñíi ÷àñòèíè. Ìà¹ìî

Ref (ix) = Re (if (x)) = −Imf (x). 2



5 / 10

Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Çâ'ÿçîê ìiæ äiéñíèìè i êîìïëåêñíèìè ôóíêöiîíàëàìè

Òåîðåìà 2. Íåõàé g � äiéñíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà X . Òîäi
ôóíêöiîíàë f , ÿêèé çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ f (x) = g(x) − ig(ix), ¹
êîìïëåêñíèì ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì.

Äîâåäåííÿ. Àäèòèâíiñòü ôóíêöiîíàëà f i éîãî äiéñíà îäíîði-

äíiñòü î÷åâèäíi. Ïåðåâiðèìî êîìïëåêñíó îäíîðiäíiñòü. Ñïî÷à-

òêó çàçíà÷èìî, ùî

f (ix) = g(ix)− ig(−x) = i (g(x)− ig(ix)) = if (x).

Íåõàé òåïåð λ = a + ib � äîâiëüíå êîìïëåêñíå ÷èñëî. Ìà¹ìî

f ((a + ib)x) = f (ax)+ f (ibx) = af (x)+ ibf (x) = (a+ ib)f (x). 2

Òåîðåìè 1 i 2 îçíà÷àþòü, ùî âiäïîâiäíiñòü f 7→ Ref ìiæ êîì-

ïëåêñíèìè i äiéñíèìè ôóíêöiîíàëàìè ái¹êòèâíà. Äëÿ íîðìî-

âàíîãî ïðîñòîðó X ìîæíà ñêàçàòè áiëüøå.
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Çâ'ÿçîê ìiæ äiéñíèìè i êîìïëåêñíèìè ôóíêöiîíàëàìè

Òåîðåìà 3. Íåõàé X � êîìïëåêñíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, f
� íåïåðåðâíèé êîìïëåêñíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà X . Òîäi
‖f‖ = ‖Ref‖.
Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ T = {λ ∈ C : |λ| = 1}. Ñêîðè-
ñòà¹ìîñü îçíà÷åííÿì íîðìè ôóíêöiîíàëà i òèì, ùî ìíîæèíà

äîáóòêiâ {λx : x ∈ SX , λ ∈ T} çáiãà¹òüñÿ ç SX :

‖Ref‖ = sup
x∈SX

|Ref (x)| = sup
x∈SX ,λ∈T

|Ref (λx)| =

= sup
x∈SX

(
sup
λ∈T
|Reλf (x)|

)
. (∗)

Ïðè ôiêñîâàíîìó x ìíîæèíà ÷èñåë âèãëÿäó {λf (x) : λ ∈ T}
óòâîðþ¹ êîëî ðàäióñà |f (x)| ç öåíòðîì ó íóëi. Äiéñíi ÷àñòèíè

öèõ ÷èñåë çàïîâíþþòü âiäðiçîê âiä − |f (x)| äî |f (x)|. Âiäïîâiä-
íî, supλ∈T |Reλf (x)| = |f (x)|. Ïiäñòàâèâøè öå ñïiââiäíîøåííÿ

â (∗), îòðèìó¹ìî: ‖Ref‖ = sup
x∈SX

|f (x)| = ‖f‖. 2



7 / 10

Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Òåðåìà Ãàíà-Áàíàõà â íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ

Òåîðåìà Ãàíà-Áàíàõà ïðî ïðîäîâæåííÿ. Íåõàé Y � ïiäïðîñòið

íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X , f ∈ Y ∗. Òîäi iñíó¹ òàêèé ôóíêöiîíàë
f̃ ∈ X ∗, ùî f̃ (y) = f (y) äëÿ âñiõ y ∈ Y i ‖f̃‖ = ‖f‖. Iíøèìè ñëî-
âàìè, áóäü-ÿêèé íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë, çàäàíèé

íà ïiäïðîñòîði íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó, ïðîäîâæó¹òüñÿ íà âåñü

ïðîñòið çi çáåðåæåííÿì íîðìè.

Äîâåäåííÿ. Ïî÷íåìî ç äiéñíîãî âèïàäêó. Îçíà÷èìî íà X îïó-

êëèé ôóíêöiîíàë p ôîðìóëîþ p(x) = ‖f‖ · ‖x‖. Ïðè òàêî-

ìó îçíà÷åííi ôóíêöiîíàë f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ìàæîðóâàí-

íÿ: f (y) 6 p(y) äëÿ áóäü-ÿêîãî y ∈ Y . Ñêîðèñòà¹ìîñü òåîðå-

ìîþ Ãàíà-Áàíàõà â àíàëiòè÷íié ôîðìi. Íåõàé f̃ � ïðîäîâæåííÿ
ôóíêöiîíàëà f íà âåñü X çi çáåðåæåííÿì óìîâè ìàæîðóâàííÿ.

Òîäi

‖f̃‖ = sup
x∈SX

f̃ (x) 6 sup
x∈SX

p(x) = sup
x∈SX

‖f‖ · ‖x‖ = ‖f‖,

i, âiäïîâiäíî, f̃ íåïåðåðâíèé.
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Òåðåìà Ãàíà-Áàíàõà â íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ

Îáåðíåíà íåðiâíiñòü ‖ f̃ ‖ > ‖ f ‖ âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ôóíêöiî-
íàë f̃ � öå ïðîäîâæåííÿ ôóíêöiîíàëà f :

‖f̃‖ = sup
x∈SX

|̃f (x)| > sup
x∈SY

|̃f (x)| = sup
x∈SY

|f (x)| = ‖f‖.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð êîìïëåêñíèé âèïàäîê. Íåõàé X � êîìïëå-

êñíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, f � íåïåðåðâíèé êîìïëåêñíèé ëi-

íiéíèé ôóíêöiîíàë íà Y . Òîäi g := Ref ¹ äiéñíèì ôóíêöiî-

íàëîì, i, çà ùîéíî äîâåäåíèì òâåðäæåííÿì, iñíó¹ òàêèé äié-

ñíèé ôóíêöiîíàë g̃ íà X , ùî g̃(y) = g(y) äëÿ âñiõ y ∈ Y i

‖ g̃‖ = ‖g‖.Øóêàíèé ôóíêöiîíàë f̃ îçíà÷èìî ðiâíiñòþ f̃ (x) =
g̃(x) − i g̃(ix). Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2, f̃ � êîìïëåêñíèé ëiíiéíèé

ôóíêöiîíàë. Äàëi, äëÿ áóäü-ÿêîãî y ∈ Y , çãiäíî ç òåîðåìîþ 1,

Imf (y) = −Ref (iy) = −g(iy). Îòæå,

f̃ (y) = g̃(y)− i g̃(iy) = g(y)− ig(iy) = f (y).

Íàðåøòi, çà òåîðåìîþ 3, ‖ f̃ ‖ = ‖ g̃‖ = ‖g‖ = ‖ f ‖. 2
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Òåðåìà Ãàíà-Áàíàõà â íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ

Âïðàâè.

6.1. Äîâåäiòü, ùî äëÿ ðîçðèâíîãî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëó f , çà-
äàíîãî íà íîðìîâàíîìó ïðîñòîði X , ÿäðî ôóíêöiîíàëà f ùiëü-
íå â X .
6.2. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X ïiäïðîñòið íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó L1[a,b],
ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà [a,b]. Íåõàé
t0 ∈ [a,b] � ôiêñîâàíà òî÷êà. Äîâåäiòü, ùî ëiíiéíèé ôóíêöiî-

íàë δt0 íà X , ÿêèé äi¹ çà ïðàâèëîì δt0(f ) = f (t0), ðîçðèâíèé.
Ïåðåâiðòå ùiëüíiñòü â X ïiäìíîæèíè ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâó f (0) = 0 (çà ïîïåðåäíüîþ âïðàâîþ öå ìà¹ áóòè

òàê).

6.3. Íåõàé X � ïðîñòið ç ïîïåðåäíüî¨ âïðàâè. Íàçâåìî ìíîæè-

íó ∆ ∈ [a,b] ¾äóæå ìàëåíüêîþ¿, ÿêùî ïiäïðîñòið V∆ ⊂ X ,
ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié, ÿêi ïåðåòâîðþþòüñÿ â òîòîæíèé

0 íà ∆, ùiëüíèé â X . Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà ∆ áóäå ¾äóæå

ìàëåíüêîþ¿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ çàìèêàííÿ ìà¹ ìiðó 0.
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Îïîðíèé ôóíêöiîíàë

Íåõàé X � íîðìîâàíèé ïðîñòið, x0 ∈ X\{0}. Ôóíêöiîíàë f0 ∈
X ∗ íàçèâà¹òüñÿ îïîðíèì ôóíêöiîíàëîì ó òî÷öi x0, ÿêùî ‖f0‖ =
1 i f0(x0) = ‖x0‖.

Òåîðåìà. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x0 ∈ X\{0} iñíó¹ îïîðíèé â öié
òî÷öi ôóíêöiîíàë.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïiäïðîñòið Y = Lin{x0}. Öå îäíîâè-

ìiðíèé ïðîñòið, i x0 � áàçèñ ïðîñòîðó Y . Çàäàìî íà Y ëiíié-

íèé ôóíêöiîíàë f òàê, ùî f (x0) = ‖x0‖. Iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ

áóäü-ÿêîãî y = λx0 ∈ Y ïîêëàäåìî f (y) = λ ‖x0‖. Îá÷èñëèìî
íîðìó ôóíêöiîíàëà f . ßêùî y = λx0 ∈ SY , òî |λ| ‖x0‖ = 1.
Âiäïîâiäíî,

‖f‖ = sup
λx0∈SY

|f (λx0)| = sup
λx0∈SY

|λ| ‖x0‖ = 1.

Ïðîäîâæèìî ôóíêöiîíàë f äî ôóíêöiîíàëà f0 ∈ X ∗ çi çáåðå-
æåííÿì íîðìè. Îäåðæàíå ïðîäîâæåííÿ i áóäå îïîðíèì ôóí-

êöiîíàëîì: ‖f0‖ = ‖f‖ = 1 i f0(x0) = f (x0) = ‖x0‖. 2
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