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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà òà ôóíêöiîíàë iíòåãðóâàííÿ ç âàãîþ â Lp

Íåõàé 1 6 p 6 ∞, f ∈ Lp (Ω,Σ, µ) i g ∈ Lp′ (Ω,Σ, µ). Òîäi
fg ∈ L1 (Ω,Σ, µ) i ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêà íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà:

‖fg‖1 6 ‖f‖p ‖g‖p′ ,

äå âåëè÷èíè p i p′ ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì 1
p + 1

p′ = 1.

Îçíà÷èìî íà Lp (Ω,Σ, µ) ôóíêöiîíàë iíòåãðóâàííÿ ç âàãîþ

Wg , ÿêèé äi¹ çà ïðàâèëîì

Wg(f ) =
∫

Ω fgdµ.
Çãiäíî ç íåðiâíiñòþ Ãåëüäåðà, äëÿ áóäü-ÿêîãî f ∈ Lp (Ω,Σ, µ)
äîáóòîê fg iíòåãðîâíèé, òîáòî ôóíêöiîíàë Wg êîðåêòíî âè-

çíà÷åíèé. Ëiíiéíiñòü öüîãî ôóíêöiîíàëà òàêîæ î÷åâèäíà.

Òåîðåìà. Ïðè g ∈ Lp′ ôóíêöiîíàë Wg íåïåðåðâíèé íà Lp, i∥∥Wg
∥∥ = ‖g‖p′ .
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà òà ôóíêöiîíàë iíòåãðóâàííÿ ç âàãîþ â Lp

Äîâåäåííÿ. Íåðiâíiñòü
∣∣Wg(f )

∣∣ 6 ‖f‖p ‖g‖p′ , à ç íåþ i îöiíêà∥∥Wg
∥∥ 6 ‖g‖p′ âèïëèâàþòü ç íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà. Äîâåäåìî

îáåðíåíó îöiíêó. Ç îãëÿäó íà îäíîðiäíiñòü äîñòàòíüî âèâ÷èòè

âèïàäîê ‖g‖p′ = 1. Íåõàé ñïî÷àòêó 1 < p < ∞. Ðîçãëÿíåìî

ôóíêöiþ f = |g|p
′/p sign g. Öÿ ôóíêöiÿ ëåæèòü â Lp, i ‖f‖p = 1.

Îòæå,∥∥Wg
∥∥ >

∣∣Wg(f )
∣∣ =

∫
Ω

|g|p
′/p + 1 dµ =

∫
Ω

|g|p
′
dµ = 1 = ‖g‖p′ .

Ïðè p = ∞ â ïîïåðåäíüîìó ìiðêóâàííi çà f ïîòðiáíî âçÿòè

sign g. Äåùî ñêëàäíiøèé âèïàäîê p = 1. Ó öüîìó âèïàäêó

ôóíêöiîíàë Wg , âçàãàëi êàæó÷è, íå äîñÿãà¹ ñâî¹¨ âåðõíüî¨ ìå-

æi íà îäèíè÷íié ñôåði ïðîñòîðó Lp = L1, i äëÿ îöiíêè íîðìè

çíèçó íåäîñòàòíüî ïiäñòàâèòè îäíó êîíêðåòíó âäàëî âèáðàíó

ôóíêöiþ.



4 / 15

Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà òà ôóíêöiîíàë iíòåãðóâàííÿ ç âàãîþ â Lp

Îòîæ, ðîçáåðåìî öåé îñòàííié âèïàäîê, ùî çàëèøèâñÿ. Îñêiëü-

êè p = 1, p′ = +∞, i, çãiäíî íàøîãî ïðèïóùåííÿ, ‖g‖∞ = 1.
Çàôiêñó¹ìî ε > 0. Ìíîæèíà |g|>1−ε = { t ∈ Ω : |g(t)| > 1− ε}
ìà¹ äîäàòíó ìiðó (iíàêøå ‖g‖∞ íå ïåðåâèùóâàëà á 1− ε). Âè-
áåðåìî â ìíîæèíi |g|>1−ε âèìiðíó ïiäìíîæèíó ∆ ñêií÷åííî¨

íåíóëüîâî¨ ìiðè. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f = 1
µ(∆)1∆ sign g ∈ L1.

Îñêiëüêè ‖f‖1 = 1, ìà¹ìî:

∥∥Wg
∥∥ >

∣∣Wg(f )
∣∣ =

1
µ(∆)

∫
Ω

1∆ |g|dµ

>
1− ε
µ(∆)

∫
∆

dµ = 1− ε = ‖g‖∞ − ε.

Çàëèøà¹òüñÿ ñïðÿìóâàòè â îòðèìàíié îöiíöi ε äî íóëÿ.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â Lp

Òåîðåìà. Íåõàé 1 6 p <∞. Òîäi áóäü-ÿêèé ëiíiéíié ôóíêöiî-

íàë G ∈ L∗p îäíîçíà÷íî çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi ôóíêöiîíà-

ëà Wg iíòåãðóâàííÿ ç âàãîþ, äå ôóíêöiÿ g ∈ Lp′ . Ïðè öüîìó

‖G‖ = ‖g‖p′ .

Äîâåäåííÿ. Ôîðìóëà äëÿ íîðìè ôóíêöiîíàëà Wg âæå äîâå-

äåíà â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi. Çàëèøèëîñü äîâåñòè iñíóâàííÿ i

¹äèíiñòü øóêàíî¨ ôóíêöi¨ g ∈ Lp′ . Ïî÷íåìî ç ¹äèíîñòi. Íåõàé

G = Wg1 = Wg2 . Òîäi Wg1−g2 = Wg1 −Wg2 = 0 i ‖g1 − g2‖p′ =∥∥Wg1−g2

∥∥ = 0, òîáòî åëåìåíòè g1 i g2 ïðîñòîðó Lp′ çáiãàþòüñÿ.

Äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ïîòðåáó¹ ïåâíèõ çóñèëü i áóäå ïîäiëåíå

íà êiëüêà ëåì. Ïðè öüîìó ñïî÷àòêó ìè ðîçãëÿíåìî ÷àñòêîâèé

âèïàäîê ñêií÷åííî¨ ìiðè.



6 / 15

Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â Lp

Ëåìà 1. Íåõàé 1 6 p < ∞, G ∈ L∗p i µ(Ω) < ∞. Òîäi iñíó¹

òàêà ôóíêöiÿ g ∈ L1, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ∆ ∈ Σ âèêîíó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ G(1∆) =
∫
Ω

1∆gdµ.

Äîâåäåííÿ. Çàäàìî íà σ-àëãåáði Σ ôóíêöiþ ìíîæèíè ν çà òà-
êèì ïðàâèëîì: ν(∆) = G(1∆). Íà ïiäñòàâi ëiíiéíîñòi ôóí-

êöiîíàëà G i ðiâíîñòi 1∆1 + 1∆2 = 1∆1∪∆2 , ùî âèêîíó¹òüñÿ

äëÿ áóäü-ÿêî¨ äèç'þíêòíî¨ ïàðè ∆1,∆2 ∈ Σ, ôóíêöiÿ ìíîæèíè
ν ñêií÷åííî-àäèòèâíà. Ïåðåâiðèìî çëi÷åííó àäèòèâíiñòü. Äëÿ
öüîãî äîñòâòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ A1,A2, ... ,An, ... ∈
Σ, ùî óòâîðþþòü ñïàäíèé ëàíöþæîê ìíîæèí ç ïîðîæíiì ïå-

ðåòèíîì, lim
k→∞

ν (Ak ) = 0. Ñïðàâäi, â öüîìó âèïàäêó∥∥1Ak

∥∥
p = (µ (Ak ))1/p −−−→

k→∞
0

îòæå, ç îãëÿäó íà íåïåðåðâíiñòü ôóíêöiîíàëà G

ν(Ak ) = G(1Ak ) −−−→
k→∞

0.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â Lp

Îòîæ ν � çàðÿä. Äàëi, íåðiâíiñòü

|ν(∆)| 6 ‖G‖ · ‖1∆‖p = ‖G‖ (µ (∆))1/p

îçíà÷à¹ àáñîëþòíó íåïåðåðâíiñòü çàðÿäó ν ùîäî ìiðè µ. Øó-

êàíó ôóíêöiþ g ∈ L1 (Ω,Σ, µ) îçíà÷èìî ÿê ïîõiäíó Ðàäîíà-

Íèêîäèìà çàðÿäó ν çà ìiðîþ µ. Òîäi

G(1∆) = ν(∆) =

∫
∆

gdµ =

∫
Ω

1∆gdµ. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â Lp

Ëåìà 2. Â óìîâàõ ïîïåðåäíüî¨ ëåìè ðiâíiñòü

G(f ) =

∫
Ω

fgdµ (1)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L∞ (Ω,Σ, µ).

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç F ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà L∞,
ÿêèé äi¹ çà ïðàâèëîì F (f ) = G(f )−

∫
Ω

fgdµ. Îñêiëüêè âñi ôóí-

êöi¨ âèãëÿäó 1∆, ∆ ∈ Σ ëåæàòü â KerF , òî, ÿê íàñëiäîê, KerF

ìiñòèòü i âñi ôóíêöi¨ âèãëÿäó
n∑

k=1
ak1∆k , ∆k ∈ Σ (âñi ñêií÷åí-

íîçíà÷íi ôóíêöi¨). Îòæå, ÿäðî ôóíêöiîíàëà F ùiëüíå â L∞
(òåîðåìà ïðî àïðîêñèìàöiþ).
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â Lp

Äàëi,

|F (f )| 6 ‖G‖ ‖f‖p + ‖f‖∞ ‖g‖1

6 ‖G‖ ‖f‖∞ (µ (Ω))1/p + ‖f‖∞ ‖g‖1

=
(
‖G‖ (µ (Ω))1/p + ‖g‖1

)
‖f‖∞ ,

òîáòî ‖F‖ 6 ‖G‖ · (µ (Ω))1/p + ‖g‖1 < ∞ i ôóíêöiîíàë F íå-

ïåðåðâíèé. Íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë, ùî ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà

íóëü íà ùiëüíié ìíîæèíi, äîðiâíþ¹ íóëþ íà âñüîìó ïðîñòîði.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â Lp

Ëåìà 3. Ïîáóäîâàíà ôóíêöiÿ g íàëåæèòü äî ïðîñòîðó Lp′ (Ω,Σ, µ).

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàâøèñü ïîïåðåäíüîþ ëåìîþ i íåïåðåðâíi-

ñòþ ôóíêöiîíàëà G â íîðìi ‖ ‖p, îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨
ôóíêöi¨ f ∈ L∞ ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà∣∣∣∣∫

Ω

fgdµ
∣∣∣∣ = |G(f )| 6 ‖G‖ · ‖f‖p . (2)

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê p > 1 i, âiäïîâiäíî, p′ 6= ∞.

Çàôiêñó¹ìî N > 0 i ïiäñòàâèìî â (2) ôóíêöiþ

f = |g|
p′−1

1|g|<N
sign g.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â Lp

Ìà¹ìî
∫
|g|<N

|g|p
′
dµ =

∣∣∣∣∫
Ω

fgdµ
∣∣∣∣ 6 ‖G‖ · ‖f‖p =

= ‖G‖ ·
( ∫
|g|<N

|g|(p′−1)p dµ
)1/p

= ‖G‖ ·
( ∫
|g|<N

|g|p
′
dµ
)1/p

.

Ïîäiëèâøè îáèäâi ÷àñòèíè íåðiâíîñòi íà( ∫
|g|<N

|g|p
′
dµ
)1/p

i ïiäíiñøè äî ñòåïåíÿ p′, îäåðæèìî íåðiâíiñòü∫
|g|<N

|g|p
′
dµ 6 ‖G‖p

′
.

Ïðè ïðÿìóâàííi ïàðàìåòðà N äî íåñêií÷åííîñòi îñòàííÿ îöií-

êà ïåðåõîäèòü â íåðiâíiñòü∫
Ω

|g|p
′
dµ 6 ‖G‖p

′
,

ÿêà îçíà÷à¹, çîêðåìà, ùî g ∈ Lp′ .
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â Lp

Ïåðåéäåìî äî âèïàäêó p = 1 i p′ = ∞. Ïðèïóñòèìî, ùî g /∈
L∞. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî N > 0 ìíîæèíà |g|>N ìà¹ íåíóëüîâó

ìiðó. Ïiäñòàâèìî â (2) ôóíêöiþ f = 1|g|>N
sign g:

Nµ
(
|g|>N

)
6
∫
|g|>N

|g|dµ =

∣∣∣∣∫
Ω

fgdµ
∣∣∣∣ 6 ‖G‖·‖f‖1 = ‖G‖·µ

(
|g|>N

)
.

Îòðèìó¹ìî, ùî áóäü-ÿêîãî N > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü N 6
‖G‖. Ñóïåðå÷íiñòü.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â Lp

Çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè. Îòæå, ó âèïàäêó ñêií÷åííî¨

ìiðè µ ìè äîâåëè iñíóâàííÿ òàêî¨ ôóíêöi¨ g ∈ Lp′ , ùî äëÿ âñiõ

f ∈ L∞ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (1), ÿêå ìîæíà çàïèñàòè ó

âèãëÿäi G(f ) = Wg(f ). Òîìó, G i Wg � íåïåðåðâíi ëiíiéíi ôóí-

êöiîíàëè íà Lp (Ω,Σ, µ), ÿêi çáiãàþòüñÿ íà ùiëüíié ïiäìíîæèíi
L∞ ⊂ Lp. Îòæå, G(f ) = Wg(f ) äëÿ âñiõ f ∈ Lp.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â Lp

Ïåðåéäåìî äî âèïàäêó σ-ñêií÷åííî¨ ìiðè µ. Çàôiêñó¹ìî äå-

ÿêå çîáðàæåííÿ ìíîæèíè Ω ó âèãëÿäi Ω =
⊔∞

n=1 Ωn, äå 0 <
µ (Ωn) <∞ i Ωn ∈ Σ. Îçíà÷èìî ÷èñëà an = 2nµ (Ωn). Ââåäåìî
íà (Ω,Σ) íîâó ìiðó µ1 ôîðìóëîþ

µ1 (B) =
∑∞

n=1 µ (B ∩ Ωn)/an.

Ïðè òàêîìó îçíà÷åííi òðiéêà (Ω,Σ, µ1) áóäå ïðîñòîðîì çi ñêií-

÷åííîþ ìiðîþ. Çàäàìî íà Ω ôóíêöiþ h =
∑∞

n=1 an1Ωn .

Ôóíêöiÿ f iíòåãðîâíà íà Ω çà ìiðîþ µ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

ôóíêöiÿ f · h iíòåãðîâíà íà Ω çà ìiðîþ µ1 i
∫

Ω fdµ =
∫

Ω fhdµ1.

Îçíà÷èìî ëiíiéíèé îïåðàòîð T : Lp (Ω,Σ, µ1) → Lp (Ω,Σ, µ)
ôîðìóëîþ Tf = f · h−1/p. Îïåðàòîð T çäiéñíþ¹ ái¹êòèâíó içî-

ìåòðiþ ïðîñòîðiâ Lp (Ω,Σ, µ1) i Lp (Ω,Σ, µ):

‖Tf‖p =

∫
Ω

|f |p h−1dµ =

∫
Ω

|f |p dµ1 = ‖f‖p .
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â Lp

Çà ôóíêöiîíàëîì G ∈ Lp (Ω,Σ, µ)∗ ïîáóäó¹ìî ôóíêöiîíàë T ∗G
ç ïðîñòîðó Lp (Ω,Σ, µ1)∗ çà ïðàâèëîì (T ∗G) (f ) = G(Tf ). Îñêiëü-
êè µ1 � ñêií÷åííà ìiðà, ôóíêöiîíàë T ∗G ïîòðàïëÿ¹ â óìîâè

âæå äîâåäåíîãî ÷àñòêîâîãî âèïàäêó òåîðåìè: iñíó¹ òàêà ôóí-

êöiÿ g1 ∈ Lp′ (Ω,Σ, µ1), ùî (T ∗G) (f ) =
∫

Ω fg1dµ1 äëÿ áóäü-

ÿêîãî f ∈ Lp (Ω,Σ, µ1). Ðîçøèôðó¹ìî öþ óìîâó: äëÿ áóäü-

ÿêîãî f ∈ Lp (Ω,Σ, µ1) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

G(Tf ) =

∫
Ω

fg1hdµ =

∫
Ω

(Tf ) · g1h1/p′dµ.

Ïåðåïîçíà÷èìî Tf ÷åðåç f̃ , à g1h1/p′ ÷åðåç g. Òîäi, ÿê íàì i

ïîòðiáíî, g ∈ Lp′ (Ω,Σ, µ), i ðiâíiñòü G(f̃ ) =
∫

Ω f̃ gdµ, ÿê ìè

òîãî i áàæà¹ìî, âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî f̃ ∈ Lp (Ω,Σ, µ).
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