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Ôóíêöiîíàë iíòåãðóâàííÿ ç âàãîþ íà C(K )

Íåõàé µ � áîðåëåâà ìiðà íà êîìïàêòi K , g ∈ L1(K ,B, µ). Îçíà-
÷èìî äëÿ f ∈ C(K ) iíòåãðàë ç âàãîþ Fg,µ:

Fg,µ(f ) =

∫
K

fgdµ.

Òåîðåìà 1. Fg,µ ∈ C(K )∗, ‖Fg,µ‖ 6
∫

K |g|dµ.

Äîâåäåííÿ. Íà äîøöi.
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Ôóíêöiîíàë iíòåãðóâàííÿ ç âàãîþ íà C(K )

Íåõàé µ � áîðåëåâà ìiðà íà êîìïàêòi K . Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïiä-

ìíîæèíè A ⊂ K îçíà÷èìî âíóòðiøíþ ìiðó µ∗(A) ÿê ñóïðå-

ìóì ìið âñiõ çàìêíåíèõ ìíîæèí, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â A. Ìiðà µ
íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî äëÿ âñiõ áîðåëåâèõ ïiäìíîæèí

µ∗(A) = µ(A). Iíøèìè ñëîâàìè, ìiðà µ ¹ ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî

äëÿ áóäü-ÿêî¨ áîðåëåâî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ K i áóäü-ÿêîãî ε > 0
iñíó¹ çàìêíåíà ïiäìíîæèíà B ⊂ A ç µ(B) > µ(A)− ε.

Òåîðåìà 2. ßêùî µ � ðåãóëÿðíà áîðåëåâà ìiðà, òî ‖Fg,µ‖ =∫
K |g|dµ.

Äîâåäåííÿ. Íà äîøöi.
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Iíòåãðàë ôóíêöi¨ çà çàðÿäîì i òåîðåìà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â C(K )

Òåîðåìà 3. Íåõàé (Ω,Σ) � ìíîæèíà iç çàäàíîþ íà íié σ-àëãåáðîþ,
∆ ∈ Σ, µ1, µ2 : Σ → [0,+∞) � çëi÷åííî-àäèòèâíi ìiðè i µ1 6
µ2. Òîäi ÿêùî ôóíêöiÿ f : ∆→ R iíòåãðîâíà çà µ2, òî öÿ ôóí-

êöiÿ iíòåãðîâíà i çà µ1.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç êðèòåði¹ì, ôóíêöiÿ f iíòåãðîâíà íà ìíî-
æèíi ∆ çà ìiðîþ µ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî

ε > 0 iñíó¹ òàêå ðîçáèòòÿ Dε ìíîæèíè ∆, ùî âiäïîâiäíi âåðõ-

íÿ i íèæíÿ iíòåãðàëüíi ñóìè S̄∆ (f ,Dε, µ) i S∆ (f ,Dε, µ) ôóí-

êöi¨ f çà ìiðîþ µ âèçíà÷åíi i âiäðiçíÿþòüñÿ ìåíøå íiæ íà ε.
Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi∣∣S̄∆ (f ,Dε, µ1)− S∆ (f ,Dε, µ1)

∣∣ 6 ∣∣S̄∆ (f ,Dε, µ2)− S∆ (f ,Dε, µ2)
∣∣ .

2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Iíòåãðàë ôóíêöi¨ çà çàðÿäîì i òåîðåìà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â C(K )

Íåõàé (Ω,Σ) � ìíîæèíà iç çàäàíîþ íà íié σ-àëãåáðîþ, ν �

çàðÿä íà Σ i f � âèìiðíà ôóíêöiÿ íà Ω. Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹-

òüñÿ iíòåãðîâíîþ íà ìíîæèíi ∆ ∈ Σ çà çàðÿäîì ν, ÿêùî f
iíòåãðîâíà çà âàðiàöi¹þ öüîãî çàðÿäó.

Ç òåîðåìè 3 i íåðiâíîñòi ν+ 6 |ν|, ν− 6 |ν| âèïëèâà¹, ùî ÿêùî
f iíòåãðîâíà çà ν, òî f iíòåãðîâíà ÿê çà ν+, òàê i çà ν−.

Íàçâåìî iíòåãðàëîì ôóíêöi¨ f çà çàðÿäîì ν íà ïiäìíîæèíi ∆
âåëè÷èíó ∫

∆

fdν =

∫
∆

fdν+ −
∫
∆

fdν−. (1)
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Iíòåãðàë ôóíêöi¨ çà çàðÿäîì i òåîðåìà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â C(K )

Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (1) íà iíòåãðàë çà çàðÿäîì ëåãêî ïå-

ðåíîñÿòüñÿ òàêi îñíîâíi âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà çà ìiðîþ, ÿê

ëiíiéíiñòü çà ôóíêöi¹þ, çëi÷åííà àäèòèâíiñòü çà ìíîæèíîþ i

íàâiòü òåîðåìà Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Äåùî ñêëà-

äíiøe ç îöiíêàìè iíòåãðàëiâ: iíòåãðàë çà çàðÿäîì âiä áiëüøî¨ ç

äâîõ ôóíêöié ìîæå âèÿâèòèñü ìåíøèì çà iíòåãðàë âiä ìåíøî¨

ç íèõ. Òîìó ó âèïàäêó iíòåãðóâàííÿ çà çàðÿäîì âèêîðèñòîâó-

þòü íåðiâíiñòü ∣∣∣∣∫
A

fdν
∣∣∣∣ 6 ∫

A

|f |d |ν|, (2)

ÿêà òàêîæ ëåãêî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ:∣∣∣∣∫
A

fdν
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
A

fdν+ −
∫
A

fdν−
∣∣∣∣ 6 ∫

A

|f |dν++

∫
A

|f |dν− =

∫
A

|f |d |ν|.
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Iíòåãðàë ôóíêöi¨ çà çàðÿäîì i òåîðåìà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â C(K )

Çàðÿä ν, çàäàíèé íà σ-àëãåáði B áîðåëåâèõ ïiäìíîæèí êîì-

ïàêòó K , íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíèì áîðåëåâèì çàðÿäîì íà K ,

ÿêùî ν+ i ν− � ðåãóëÿðíi áîðåëåâi ìiðè. Ïîçíà÷èìî

‖ν‖ = |ν|(K ).

Íåõàé ν � áîðåëiâ çàðÿä íà êîìïàêòi K . Ôóíêöiîíàëîì, ïîðî-

äæåíèì çàðÿäîì ν, íàçèâàòèìåìî âiäîáðàæåííÿ Fν : C(K ) →
R, ÿêå äi¹ çà ïðàâèëîì Fν(f ) =

∫
K

fdν.

Òåîðåìà Ðiñà�Ìàðêîâà�Êàêóòàíi (ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëi-

íiéíîãî ôóíêöiîíàëà â C(K )). Äëÿ áóäü-ÿêîãî íåïåðåðâíîãî

ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà F íà C(K ) iñíó¹ ¹äèíèé ðåãóëÿðíèé

áîðåëiâ çàðÿä ν íà K , ÿêèé ïîðîäæó¹ öåé ôóíêöiîíàë (òîáòî

äëÿ ÿêîãî F = Fν). Ïðè öüîìó ‖F‖ = ‖ν‖.
Äîâåäåííÿ. Ðîçäië 8 ïiäðó÷íèêà.
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Iíòåãðàë ôóíêöi¨ çà çàðÿäîì i òåîðåìà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â C(K )

Âïðàâè.

Äëÿ êîæíîãî ç ïåðåðàõîâàíèõ íèæ÷å ôóíêöiîíàëiâ íà C[0,1]:
(a) ïåðåâiðòå ëiíiéíiñòü i íåïåðåðâíiñòü; (b) îá÷èñëiòü íîðìó;

(c) çíàéäiòü çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi Fν , äå ν � ðåãóëÿðíèé áîðå-
ëiâ çàðÿä íà âiäðiçêó [0,1]; (d) çíàéäiòü âàðiàöiþ îòðèìàíîãî

çàðÿäó i ïåðåâiðòå íà öèõ ïðèêëàäàõ ôîðìóëó ‖Fν‖ = ‖ν‖; (e)
ç'ÿñóéòå, ÷è áóäå íîðìà ôóíêöiîíàëà ìàêñèìóìîì éîãî çíà-

÷åíü íà îäèíè÷íié ñôåði.

4.1. G(f ) = f (0).

4.2. G(f ) =
∫ 1

0 tf (t)dt .

4.3. G(f ) =
∫ 1

0 f (t)(t − 1
2)dt .



9 / 11
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Íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà

Äëÿ áóäü-ÿêîãî 1 < p < ∞ ñïðÿæåíèì ïîêàçíèêîì íàçèâà-

¹òüñÿ ÷èñëî p′ = p
p−1 . Äëÿ p = 1 çà ñïðÿæåíèé ïîêàçíèê p′

ïðèéìàþòü +∞, à äëÿ p = +∞ ïîêëàäàþòü p′ = 1.
Âåëè÷èíè p i p′ ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì 1

p + 1
p′ = 1. Çàçíà-

÷èìî, ùî (p′)′ = p, i ùî ÿêùî 1 6 p 6 2, òî 2 6 p′ 6 ∞, i,

íàðåøòi, 2′ = 2.
Ëåìà. áóäü-ÿêèõ ñêàëÿðiâ a,b > 0 i 1 < p < ∞ âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü ab 6 ap

p + bp′

p′ .

Äîâåäåííÿ. Ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi äîðiâíþ¹ ïëîùi ïðÿìîêó-

òíèêà [0,a] × [0,b], à äîäàíêè, ùî ñòîÿòü ó ïðàâié ÷àñòèíi,

äîðiâíþþòü âiäïîâiäíî ïëîùàì ôiãóð

S1 =
{

(x , y) : 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 xp−1} i S2 = {(x , y) : 0 6
y 6 b, 0 6 x 6 yp′−1}. Íà ïiäñòàâi ðiâíîñòi p′ − 1 = 1

p−1 ìåæi

y = xp−1 i x = yp′−1 öèõ ôiãóð ïðîõîäÿòü ïî îäíié i òié ñàìié

êðèâié. Çàëèøà¹òüñÿ çàçíà÷èòè, ùî [0,a]× [0,b] ⊂ S1 ∪ S2
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Íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà

Òåîðåìà. Íåõàé 1 6 p 6 ∞, f ∈ Lp (Ω,Σ, µ) i g ∈ Lp′ (Ω,Σ, µ).
Òîäi fg ∈ L1 (Ω,Σ, µ) i ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêà íåðiâíiñòü Ãåëüäå-

ðà: ‖fg‖1 6 ‖f‖p ‖g‖p′ . Äëÿ 1 < p < ∞ äåòàëüíiøèé çàïèñ -

öå ∫
Ω

|fg|dµ 6

(∫
Ω

|f |p dµ
)1/p (∫

Ω

|g|p
′
dµ
)1/p′

.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê 1 < p < ∞. Ïðîñòi âèïàä-

êè p = 1,∞ çàëèøèìî ÷èòà÷åâi. Ïiäñòàâèâøè â íåðiâíiñòü

ab 6 ap

p + bp′

p′ ÷èñëà |f (t)| çàìiñòü a i |g(t)| çàìiñòü b, îäåðæè-
ìî îöiíêó

|f (t)g(t)| 6 |f (t)|p

p
+
|g(t)|p

′

p′
. (2)
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Íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà

Òîáòî âèìiðíà ôóíêöiÿ fg ìà¹ iíòåãðîâíó ìàæîðàíòó i, îòæå,

ñàìà iíòåãðîâíà. Äàëi, íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà ñòiéêà ùîäî ìíî-

æåííÿ ôóíêöié f i g íà ñêàëÿðè. Òîìó ¨¨ äîñòàòíüî äîâîäèòè

äëÿ âèïàäêó ‖f‖p = ‖g‖p′ = 1. Ñêîðèñòà¹ìîñü íåðiâíiñòþ (2):

‖fg‖1 =

∫
Ω

|fg|dµ 6
∫
Ω

(
|f |p

p
+
|g|p

′

p′

)
dµ

=
1
p

+
1
p′

= 1 = ‖f‖p ‖g‖p′ . 2

×àñòêîâèé âèïàäîê íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà � öå íåðiâíiñòü Ãåëü-

äåðà äëÿ ðÿäiâ:
∞∑

k=1
|akbk | 6

( ∞∑
k=1
|ak |p

)1/p ( ∞∑
k=1
|bk |p

′
)1/p′

.
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