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Çìiñò ëåêöi¨

Îäèíè÷íà êóëÿ òà îäèíè÷íà ñôåðà

Âëàñòèâîñòi îäèíè÷íî¨ êóëi

Ôóíêöiîíàë Ìiíêîâñüêîãî òà éîãî âëàñòèâîñòi. Ïîáóäîâà íîð-
ìè ïî îäèíè÷íié êóëi

Ïðîñòîðè Lp. Ïåðåâiðêà ëiíiéíîñòi òà âèêîíàííÿ àêñiîì íîðìè
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Îäèíè÷íà êóëÿ òà îäèíè÷íà ñôåðà

Íåõàé X � íîðìîâàíèé ïðîñòið, x0 ∈ X , r > 0. Ñèìâîëîì
BX (x0, r) ïîçíà÷à¹òüñÿ, ÿê çâè÷àéíî, âiäêðèòà êóëÿ ðàäióñà r
ç öåíòðîì â x0:

BX (x0, r) = { x ∈ X : ‖x − x0‖ < r } .
Îäèíè÷íîþ êóëåþ BX ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòà êóëÿ
îäèíè÷íîãî ðàäióñà ç öåíòðîì â íóëi:

BX = { x ∈ X : ‖x‖ < 1 }.
Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ââîäÿòüñÿ îäèíè÷íà ñôåðà SX i çàìêíåíà
îäèíè÷íà êóëÿ BX :

SX = { x ∈ X : ‖x‖ = 1 } , BX = { x ∈ X : ‖x‖ 6 1 }.
Áóäü-ÿêó êóëþ ìîæíà âiäòâîðèòè ïî îäèíè÷íié êóëi çà äîïî-
ìîãîþ ôîðìóëè BX (x0, r) = x0 + rBX .
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Âëàñòèâîñòi îäèíè÷íî¨ êóëi

Îïóêëiñòü êóëi

Íåõàé X � ëiíiéíèé ïðîñòið, x , y ∈ X , x 6= y .
Ïðÿìîþ, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè x i y , íàçèâà¹òüñÿ ìíî-
æèíà âñiõ åëåìåíòiâ âèãëÿäó λx + (1− λ)y , äå λ ∈ R.
Âiäðiçêîì, ÿêèé ñïîëó÷à¹ x i y , íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà åëåìåí-
òiâ âèãëÿäó λx + (1− λ)y , äå λ ∈ [0,1].
Ïiäìíîæèíà A ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ îïóêëîþ, ÿêùî âîíà ðàçîì
ç áóäü-ÿêèìè ñâî¨ìè äâîìà òî÷êàìè ìiñòèòü óâåñü âiäðiçîê,
ÿêèé ¨õ ñïîëó÷à¹, òîáòî ∀x , y ∈ A, ∀λ ∈ [0,1]

λx + (1− λ)y ∈ A.
Òåîðåìà 1. BX � îïóêëà ìíîæèíà

Äîâåäåííÿ. ‖λx+(1−λ)y‖ 6 λ‖x‖+(1−λ)‖y‖ < λ+(1−λ) = 1.
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Âëàñòèâîñòi îäèíè÷íî¨ êóëi

Ïîãëèíàëüíiñòü êóëi

Ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ ïîãëèíàþ-
÷îþ (àáî ïîãëèíàëüíîþ), ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X iñíó¹
òàêå r > 0, ùî x ∈ tA äëÿ áóäü-ÿêîãî t > r . Çàçíà÷èìî, ùî
ïîãëèíàþ÷à ìíîæèíà A ïîâèííà ìiñòèòè íóëüîâèé åëåìåíò
ïðîñòîðó i

⋃∞
n=1 nA = X .

Òåîðåìà 2. BX � ïîãëèíàëüíà ìíîæèíà.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ x ∈ X âiçüìåìî r = ‖x‖ + 1. Ïåðåâiðèìî, ùî
x ∈ tBX äëÿ áóäü-ÿêîãî t > r , òîáòî, ùî 1

t x ∈ BX .∥∥∥∥1
t

x
∥∥∥∥ =

1
t
‖x‖ < 1

r
‖x‖ =

1
‖x‖+ 1

‖x‖ < 1.
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Âëàñòèâîñòi îäèíè÷íî¨ êóëi

Çáàëàíñîâàíiñòü êóëi

Ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ çáàëàíñî-
âàíîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ñêàëÿðà λ, |λ| 6 1, âèêîíó¹òüñÿ
âêëþ÷åííÿ λA ⊂ A.

Òåîðåìà 3. BX � çáàëàíñîâàíà ìíîæèíà.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ x ∈ BX i ñêàëÿðà λ, |λ| 6 1 ìà¹ìî

‖λx‖ = |λ| ‖x‖ < 1.
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Âëàñòèâîñòi îäèíè÷íî¨ êóëi

Àëãåáðà¨÷íà îáìåæåíiñòü i àëãåáðà¨÷íà âiäêðèòiñòü

êóëi

Ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íî
îáìåæåíîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X\{0} iñíó¹ òàêå a > 0,
ùî ax /∈ A. Ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ
àëãåáðà¨÷íî âiäêðèòîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ A iñíó¹ òàêå
ε > 0, ùî (1 + ε) x ∈ A.

Òåîðåìà 4. BX � àëãåáðà¨÷íî îáìåæåíà i àëãåáðà¨÷íî âiäêðèòà.

Äîâåäåííÿ. Íàñïðàâäi, âèêîíóþòüñÿ ñèëüíiøi âëàñòèâîñòi îáìå-
æåíîñòi i âiäêðèòîñòi. Ïåðåâiðêó çàëèøà¹ìî ñëóõà÷åâi.
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Ôóíêöiîíàë Ìiíêîâñüêîãî òà éîãî âëàñòèâîñòi. Ïîáóäîâà íîðìè ïî îäèíè÷íié êóëi

Íåõàé A � îïóêëà ïîãëèíàëüíà ìíîæèíà â X . Ôóíêöiîíàëîì
Ìiíêîâñüêîãî ìíîæèíè A íàçèâà¹òüñÿ äiéñíà ôóíêöiÿ, çàäàíà
íà X ôîðìóëîþ

ϕA(x) = inf

{
t > 0 :

1
t

x ∈ A
}
.

Ôóíêöiîíàë ϕA çâ'ÿçàíèé ç ìíîæèíîþ A òàêèìè î÷åâèäíèìè
ñïiââiäíîøåííÿìè:

� ÿêùî x ∈ A, òî ϕA(x) 6 1;
� ÿêùî ϕA(x) < 1, òî x ∈ A.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ôóíêöiîíàë Ìiíêîâñüêîãî òà éîãî âëàñòèâîñòi. Ïîáóäîâà íîðìè ïî îäèíè÷íié êóëi

Òåîðåìà 5. Íåõàé A � îïóêëà ïîãëèíàëüíà ìíîæèíà â X . Òîäi
ϕA � îïóêëèé ôóíêöiîíàë, ÿêèé íàáóâà¹ íåâiä'¹ìíi çíà÷åííÿ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó äîäàòíó îäíîðiäíiñòü ôóíêöiî-
íàëà. Íåõàé λ > 0, x ∈ X . Òîäi

ϕA(λx) = inf

{
t > 0 :

1
t
λx ∈ A

}
= inf

{
λs > 0 :

1
s

x ∈ A
}

=

= λ inf

{
s > 0 :

1
s

x ∈ A
}

= λϕA(x)

(â îñòàííüîìó ëàíöþæêó ðiâíîñòåé âèêîðèñòàíå ïåðåòâîðåííÿ
t 7→ λs).
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Ôóíêöiîíàë Ìiíêîâñüêîãî òà éîãî âëàñòèâîñòi. Ïîáóäîâà íîðìè ïî îäèíè÷íié êóëi

Òåïåð ïåðåâiðèìî íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà. Íåõàé x , y ∈ X . Äî-
âåäåìî, ùî ϕA(x + y) 6 ϕA(x) + ϕA(y). Î÷åâèäíî, äëÿ öüîãî
äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ a > ϕA(x), b > ϕA(y)
ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü ϕA(x + y) 6 a + b. Çàôiêñó¹ìî ÷èñëà
a > ϕA(x), b > ϕA(y). Òîäi ϕA

(x
a

)
< 1, ϕA

( y
b

)
< 1, òîáòî

x
a ∈ A, i y

b ∈ A. Íà ïiäñòàâi îïóêëîñòi ìíîæèíè A åëåìåíò

x + y
a + b

=
a

a + b
x
a

+
b

a + b
y
b

òàêîæ ëåæèòü â A. Îòæå, ϕA

(
x+y
a+b

)
6 1, i ïîòðiáíó íåðiâíiñòü

ϕA(x + y) 6 a + b äîâåäåíî. 2
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Ôóíêöiîíàë Ìiíêîâñüêîãî òà éîãî âëàñòèâîñòi. Ïîáóäîâà íîðìè ïî îäèíè÷íié êóëi

Òåîðåìà 6. Íåõàé B � îïóêëà, ïîãëèíàþ÷à, çáàëàíñîâàíà i àë-
ãåáðà¨÷íî îáìåæåíà ìíîæèíà â ëiíiéíîìó ïðîñòîði X . Òîäi
ôóíêöiîíàë Ìiíêîâñüêîãî ϕB çàäà¹ íîðìó íà X .

Äîâåäåííÿ. Òå, ùî ϕB � îïóêëèé ôóíêöiîíàë, âæå äîâåäåíî.
Îñêiëüêè B çáàëàíñîâàíà,

ϕB(λx) = ϕB(|λ |x) = |λ |ϕB(x)

äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X i áóäü-ÿêîãî ñêàëÿðà λ, òîáòî ϕB � íà-
ïiâíîðìà.
Íàðåøòi, ÿêùî x ∈ X\{0}, òî íà ïiäñòàâi àëãåáðà¨÷íî¨ îáìå-
æåíîñòi iñíó¹ òàêå a > 0, ùî ax /∈ B. Îòæå, ϕB(x) > 1

a > 0,
÷èì äîâåäåíî íåâèðîäæåíiñòü ôóíêöiîíàëà Ìiíêîâñüêîãî.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ôóíêöiîíàë Ìiíêîâñüêîãî òà éîãî âëàñòèâîñòi. Ïîáóäîâà íîðìè ïî îäèíè÷íié êóëi

Âïðàâè.
2.1. Ïåðåâiðèòè ôîðìóëó BX (x0, r) = x0 + rBX .
2.2. Â íîðìîâàíîìó ïðîñòîði ϕBX (x) = ‖x‖.
2.3. Íåõàé B � îïóêëà, ïîãëèíàþ÷à, çáàëàíñîâàíà, àëãåáðà¨÷íî
îáìåæåíà ìíîæèíà â ëiíiéíîìó ïðîñòîði X . Çàäàìî íîðìó íà
X ÿê ϕB. Äëÿ òîãî, ùîá îäèíè÷íà êóëÿ öi¹¨ íîðìè çáiãàëàñÿ ç
B íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá B áóëà àëãåáðà¨÷íî âiäêðèòîþ.
2.4. Íåõàé íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði X çàäàíî äâi íîðìè ‖ ‖1 i
‖ ‖2, B1 i B2 � îäèíè÷íi êóëi öèõ íîðì. Òîäi B1 ⊂ B2 òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè íà âñüîìó X âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ‖·‖1 >
‖·‖2.
2.5. Íåõàé íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði X çàäàíî íîðìè ‖ ‖1, ‖ ‖2 i
‖ ‖3, B1, B2 i B3 � îäèíè÷íi êóëi öèõ íîðì. Íåõàé ‖ ‖3 âèðà-
æà¹òüñÿ ÷åðåç ‖ ‖1 i ‖ ‖2 ôîðìóëîþ ‖x‖3 = max {‖x‖1 , ‖x‖2}.
Òîäi B3 = B1 ∩ B2.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ïðîñòîðè Lp . Ïåðåâiðêà ëiíiéíîñòi òà âèêîíàííÿ àêñiîì íîðìè

Òåîðåìà 7. Lp (Ω,Σ, µ) ïðè 1 6 p < ∞ � ëiíiéíèé ïðîñòið, à
‖ ‖p � íîðìà íà ïðîñòîði Lp (Ω,Σ, µ).

Äîâåäåííÿ.
ÍÅ ÂÑÒÈÃËÈ. ÁÓÄÅ ÍÀ ÍÀÑÒÓÏÍIÉ ËÅÊÖI�
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