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Ïðîñòîðè Lp . Ïåðåâiðêà ëiíiéíîñòi òà âèêîíàííÿ àêñiîì íîðìè

Òåîðåìà 6 ç ïîïåðåäíüî¨ ëåêöi¨. Íåõàé B � îïóêëà, ïîãëèíàþ-

÷à, çáàëàíñîâàíà i àëãåáðà¨÷íî îáìåæåíà ìíîæèíà â ëiíiéíîìó

ïðîñòîði X . Òîäi ôóíêöiîíàë Ìiíêîâñüêîãî ϕB çàäà¹ íîðìó íà

X .
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Ïðîñòîðè Lp . Ïåðåâiðêà ëiíiéíîñòi òà âèêîíàííÿ àêñiîì íîðìè

Íåõàé (Ω,Σ, µ) � ïðîñòið ç ìiðîþ (ñêií÷åííîþ àáî íåñêií÷åí-

íîþ), p ∈ [1,∞) � ôiêñîâàíå ÷èñëî. ×åðåç Lp (Ω,Σ, µ) ïîçíà-
÷à¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ âèìiðíèõ ñêàëÿðíèõ ôóíêöié íà Ω, äëÿ
ÿêèõ iñíó¹

∫
Ω |f |

pdµ. Ïðè öüîìó ôóíêöi¨, ÿêi äîðiâíþþòü îäíà
îäíié ìàéæå ñêðiçü, ââàæàþòüñÿ â Lp (Ω,Σ, µ), îäíèì i òèì

ñàìèì åëåìåíòîì. Äëÿ f ∈ Lp (Ω,Σ, µ) ïîêëàäåìî

‖f‖p =

∫
Ω

|f |pdµ

 1
p

.

ßêùî ïðîñòið ç ìiðîþ (Ω,Σ, µ) ôiêñîâàíèé, ïðîñòið Lp (Ω,Σ, µ)
ñêîðî÷åíî ïîçíà÷àþòü Lp.
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Ïðîñòîðè Lp . Ïåðåâiðêà ëiíiéíîñòi òà âèêîíàííÿ àêñiîì íîðìè

Òåîðåìà 7 ç ïîïåðåäíüî¨ ëåêöi¨. Lp (Ω,Σ, µ) ïðè 1 6 p < ∞ �

ëiíiéíèé ïðîñòið, à ‖ ‖p � íîðìà íà ïðîñòîði Lp.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî â ëiíiéíîìó ïðîñòîði âñiõ âèìiðíèõ

ôóíêöié íà Ω ìíîæèíó Bp ⊂ Lp, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié,

äëÿ ÿêèõ
∫

Ω |f |
pdµ < 1. Íåõàé f ,g ∈ Bp, λ ∈ [0,1]. Îñêiëüêè

ôóíêöiÿ |x |p îïóêëà íà R, äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ Ω ñïðàâäæó¹òüñÿ

÷èñëîâà íåðiâíiñòü

|λf (t) + (1− λ)g(t)|p 6 λ|f (t)|p + (1− λ)|g(t)|p.
Iíòåãðóþ÷è öþ íåðiâíiñòü, îòðèìó¹ìî, ùî∫

Ω |λf + (1− λ)g|p dµ 6 λ
∫

Ω |f |
pdµ+ (1− λ)

∫
Ω |g|

pdµ < 1,
òîáòî λf + (1 − λ)g ∈ Bp, ùî äîâîäèòü îïóêëiñòü ìíîæèíè

Bp. Ç îïóêëîñòi i òîãî, ùî 0 ∈ Bp âèïëèâà¹, ùî äëÿ t > 0
ìíîæèíà tBp çðîñòà¹ çi çðîñòàííÿì t . Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

Bp çáàëàíñîâàíà é àëãåáðà¨÷íî îáìåæåíà.
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Ïðîñòîðè Lp . Ïåðåâiðêà ëiíiéíîñòi òà âèêîíàííÿ àêñiîì íîðìè

Ç îïóêëîñòi òà çáàëàíñîâàíîñòi ìíîæèíè Bp i î÷åâèäíî¨ ðiâ-

íîñòi Lp =
⋃

t>0 tBp âèïëèâà¹, ùî Lp � ëiíiéíèé ïðîñòið i Bp �

ïîãëèíàëüíà ìíîæèíà â Lp. Îòæå, ôóíêöiîíàë Ìiíêîâñüêîãî

ϕBp âèçíà÷åíèé íà Lp i çàäà¹ íîðìó â öüîìó ëiíiéíîìó ïðîñòî-

ði. Çàëèøà¹òüñÿ òiëüêè çàçíà÷èòè, ùî ‖ ‖p çáiãà¹òüñÿ ç ϕBp .

Ñïðàâäi, äëÿ áóäü-ÿêîãî f ∈ Lp ìà¹ìî

ϕBp (f ) = inf

{
t > 0 :

1
t

f ∈ Bp

}
= inf

{
t > 0 :

∫
Ω

∣∣∣∣1t f
∣∣∣∣pdµ < 1

}
= inf

{
t > 0 :

∫
Ω
|f |pdµ < tp

}
= inf

{
t > 0 : ‖f‖p < t

}
= ‖f‖p .

Âïðàâè.

3.1. `p, ÿêèé ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà, çáiëüøó¹òüñÿ iç çðî-

ñòàííÿì p, à âåëè÷èíà ‖x‖p ïðè ôiêñîâàíîìó x ñïàäà¹ çi çðî-

ñòàííÿì p.
3.2. ßêùî 1 6 p1 < p <∞, òî ìíîæèíà `p1 ùiëüíà â ïðîñòîði

`p.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Íîðìà îïåðàòîðà. Ïðîñòîðè L(X , Y ), L(X) i X∗

Òåîðåìà. Íåõàé X , Y � íîðìîâàíi ïðîñòîðè. Äëÿ ëiíiéíîãî

îïåðàòîðà T : X → Y òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:
(1) T íåïåðåðâíèé;
(2) iñíó¹ òàêà ñòàëà C > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X

âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà ‖Tx‖ 6 C ‖x‖.
Íîðìîþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà T , ùî äi¹ ç íîðìîâàíîãî ïðîñòî-
ðó X â íîðìîâàíèé ïðîñòið Y , íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

‖T‖ = sup
x∈SX

‖Tx‖ .

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé ‖T‖ < ∞. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ‖Tx‖ 6 ‖T‖ ‖x‖.
Äîâåäåííÿ. Äëÿ x = 0 íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ. Ðîçãëÿíåìî âè-

ïàäîê x 6= 0. Îñêiëüêè x
‖x‖ ∈ SX , òî

∥∥∥T
(

x
‖x‖

)∥∥∥ 6 ‖T‖. Ìà¹ìî

‖Tx‖ = ‖x‖
∥∥∥∥T
(

x
‖x‖

)∥∥∥∥ 6 ‖T‖ ‖x‖ .
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Íîðìà îïåðàòîðà. Ïðîñòîðè L(X , Y ), L(X) i X∗

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé C > 0 � òàêà ñòàëà , ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

x ∈ X âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà ‖Tx‖ 6 C ‖x‖. Òîäi ‖T‖ 6 C.

Äîâåäåííÿ.

‖T‖ = sup
x∈SX

‖Tx‖ 6 sup
x∈SX

C ‖x‖ = C.

Ç ïîïåðåäíiõ äâîõ òâåðäæåíü òà êðèòåðiþ íåïåðåðâíîñòi âè-

ïëèâà¹ íàñòóïíå:

Òåîðåìà. Íåõàé X , Y � íîðìîâàíi ïðîñòîðè. Äëÿ ëiíiéíîãî

îïåðàòîðà T : X → Y òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) T íåïåðåðâíèé;

(2) ‖T‖ <∞. 2
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Íîðìà îïåðàòîðà. Ïðîñòîðè L(X , Y ), L(X) i X∗

Â ëiòåðàòóði ìîæíà ïðî÷èòàòè ùå íèçêó åêâiâàëåíòíèõ îçíà-

÷åíü íîðìè îïåðàòîðà:

� ‖T‖ = sup
x∈BX

‖Tx‖;

� ‖T‖ = sup
x∈BX

‖Tx‖;

� ‖T‖ = sup
x∈X\{0}

‖Tx‖
‖x‖ ;

� ‖T‖ � öå iíôiìóì âñiõ òàêèõ êîíñòàíò C > 0, ùî
íåðiâíiñòü ‖Tx‖ 6 C ‖x‖ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ

x ∈ X .

Ïåðåâiðêó åêâiâàëåíòíîñòi öèõ îçíà÷åíü ïî÷àòêîâîìó ìè çà-

ëèøà¹ìî ñëóõà÷åâi ÿê âïðàâó.
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Íîðìà îïåðàòîðà. Ïðîñòîðè L(X , Y ), L(X) i X∗

×åðåç L(X ,Y ) ïîçíà÷àòèìåìî ïðîñòið âñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâ-

íèõ îïåðàòîðiâ ç íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X â íîðìîâàíèé ïðî-

ñòið Y . Íà L(X ,Y ) ïðèðîäíèì ñïîñîáîì ââîäÿòüñÿ ëiíiéíi îïå-

ðàöi¨: ÿêùî T1,T2 ∈ L(X ,Y ) � îïåðàòîðè, λ1, λ2 � ñêàëÿðè, òî

îïåðàòîð λ1T1 + λ2T2 ∈ L(X ,Y ) äi¹ çà ïðàâèëîì

(λ1T1 + λ2T2) x = λ1T1x + λ2T2x .
Âèùå ìè îïèñàëè, ÿê ââîäèòüñÿ íîðìà íà L(X ,Y ) � íîðìà

îïåðàòîðà, àëå ùå íå ïåðåâiðèëè, ÷è öÿ íîðìà ñïðàâäi çàäî-

âîëüíÿ¹ àêñiîìè íîðìè.

Òåîðåìà. Ïðîñòið îïåðàòîðiâ L(X ,Y ) � öå íîðìîâàíèé ïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî àêñiîìè íîðìè.

1. Íåõàé ‖T‖ = 0. Òîäi äëÿ âñiõ x ∈ X

‖Tx‖ 6 ‖T‖ ‖x‖ = 0,

òîáòî T äîðiâíþ¹ 0 â óñiõ òî÷êàõ ïðîñòîðó X .
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Íîðìà îïåðàòîðà. Ïðîñòîðè L(X , Y ), L(X) i X∗

2. ‖λT‖ = sup
x∈SX

‖λTx‖ = |λ| sup
x∈SX

‖Tx‖ = |λ| ‖T‖ .

3. Íåõàé T1,T2 ∈ L(X ,Y ), x ∈ X . Ñêîðèñòà¹ìîñü òâåðäæåííÿì

1:

‖(T1 + T2) x‖ 6 ‖T1x‖+ ‖T2x‖ 6 ‖T1‖ · ‖x‖+ ‖T2‖ · ‖x‖

= (‖T1‖+ ‖T2‖) · ‖x‖ .

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2 çâiäñè âèïëèâà¹ ïîòðiáíà íåðiâíiñòü

òðèêóòíèêà:

‖T1 + T2‖ 6 ‖T1‖+ ‖T2‖ . 2
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Íîðìà îïåðàòîðà. Ïðîñòîðè L(X , Y ), L(X) i X∗

Òåîðåìà. Íåõàé X ,Y ,Z � íîðìîâàíi ïðîñòîðè, T1 ∈ L(X ,Y ),
T2 ∈ L(Y ,Z ). Òîäi ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ìóëüòèïëèêàòèâíà íå-

ðiâíiñòü òðèêóòíèêà äëÿ êîìïîçèöi¨ îïåðàòîðiâ:

‖T2 ◦ T1‖ 6 ‖T2‖ · ‖T1‖ .

Äîâåäåííÿ. Äëÿ âñiõ x ∈ X ìà¹ìî:

‖(T2 ◦ T1)(x)‖ = ‖T2(T1(x))‖ 6 ‖T2‖·‖T1(x)‖ 6 ‖T2‖·‖T1‖·‖x‖ .
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Íîðìà îïåðàòîðà. Ïðîñòîðè L(X , Y ), L(X) i X∗

Ñïðÿæåíèì ïðîñòîðîì äî íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹-

òüñÿ ïðîñòið X ∗ óñiõ íåïåðåðâíèõ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà X ,

íàäiëåíèé íîðìîþ ‖f‖ = sup
x∈SX

|f (x)|. Iíøèìè ñëîâàìè, ÿêùî X

� äiéñíèé ïðîñòið, òî X ∗ = L(X ;R), ÿêùî æ X � êîìïëåêñíèé

ïðîñòið, òî X ∗ = L(X ;C).

Ùå îäíå êîðèñíå ñêîðî÷åííÿ: L(X ) := L(X ,X ).
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Íîðìà îïåðàòîðà. Ïðîñòîðè L(X , Y ), L(X) i X∗

Òàê ñàìî, ÿê äëÿ íîðìè îïåðàòîðà, äëÿ íîðìè ôóíêöiîíàëà

¹ iíøi ñòàíäàðòíi îçíà÷åííÿ. Âèïèøåìî îäíå ç òèõ, äå âiäi-

ãðà¹ ðîëü òå, ùî ìîâà éäå ñàìå ïðî ôóíêöiîíàëè, à íå ïðî

îïåðàòîðè çàãàëüíîãî âèãëÿäó.

Çàóâàæåííÿ. Íåõàé X � äiéñíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, f ∈ X ∗.
Òîäi ‖f‖ = sup

x∈SX

f (x).

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñü ñèìåòðè÷íiñòþ ñôåðè: x ∈ SX òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè −x ∈ SX . Îòæå, sup
x∈SX

f (x) = sup
x∈SX

f (−x).

Âiäïîâiäíî,

‖f‖ = sup
x∈SX

|f (x)| = sup
x∈SX

max{f (x),−f (x)} =

= max

{
sup

x∈SX

f (x), sup
x∈SX

f (−x)

}
= sup

x∈SX

f (x). 2


	 Lp.      
	 .  L(X, Y), L(X)  X*

