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Ðîçäië 1. Êîìïàêòè â

ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

Íåõàé X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, A,C ⊂ X, ε > 0. Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíà
C íàçèâà¹òüñÿ ε-ñiòêîþ äëÿ A, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ A iñíó¹ x ∈ C ç
ρ(x, a) < ε. Iíøèìè ñëîâàìè, ìíîæèíà C ¹ ε-ñiòêîþ äëÿ A òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ A ρ(a, C) < ε. Ïiäìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X
íàçèâà¹òüñÿ ïåðåäêîìïàêòîì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ó A iñíó¹ ñêií÷åííà
ε-ñiòêà.

Íàãàäà¹ìî î÷åâèäíi âëàñòèâîñòi ïåðåäêîìïàêòiâ: ÿêùî A ⊃ B i A � ïåðåä-
êîìïàêò, òî i B � ïåðåäêîìïàêò; îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïåðåäêîìïàêòiâ
� ïåðåäêîìïàêò. Êîæåí ïåðåäêîìïàêò � îáìåæåíà ìíîæèíà, òîáòî ìiñòèòüñÿ â
äåÿêié êóëi ñêií÷åííîãî ðàäióñà (äëÿ öüîãî äîñèòü íàâiòü iñíóâàííÿ ñêií÷åííî¨
ε-ñiòêè ïðè äåÿêîìó îäíîìó ôiêñîâàíîìó çíà÷åííi ε). Ìíîæèíà â ñêií÷åííî-
âèìiðíîìó ïðîñòîði Rn àáî Cn ¹ ïåðåäêîìïàêòîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà
îáìåæåíà.

Òàê ñàìî, ÿê i â äîâiëüíîìó ïîâíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði, äëÿ çàìêíåíî¨
ïiäìíîæèíè A ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

� A � êîìïàêòíà ìíîæèíà;

� A � ïåðåäêîìïàêò;

� ç áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòiâ ìíîæèíè A ìîæíà âèäiëèòè çáiæíó ïiä-
ïîñëiäîâíiñòü.

Òàêîæ íàãàäà¹ìî íàñòóïíó çðó÷íó âëàñòèâiñòü [Kad, Ëåìà 2 ïóíêòó 1.4.1]:
Íåõàé äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ìíîæèíà A ìà¹ ïåðåäêîìïàêòíó ε-ñiòêó. Òîäi A �

ïåðåäêîìïàêò.

Òåîðåìà 1.1. Ïåðåäêîìïàêòíiñòü ñòiéêà ùîäî ëiíiéíèõ îïåðàöié:

(a) ÿêùî A,B � ïåðåäêîìïàêòè â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, òî A+ B � ïå-
ðåäêîìïàêò;

(b) ÿêùî A ⊂ H1 � ïåðåäêîìïàêò, T ∈ L(H1, H2), òî T (A) � ïåðåäêîìïàêò
â H2;

(c) çîêðåìà, ïåðåäêîìïàêòíiñòü çáåðiãà¹òüñÿ ïðè ìíîæåííi íà ñêàëÿð.
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Äîâåäåííÿ. (a) Íåõàé A1, B1 � ñêií÷åííi ε2 -ñiòêè ìíîæèí A i B âiäïîâiäíî. Òîäi
A1 +B1 � ñêií÷åííà ε-ñiòêà ìíîæèíè A+B.

(b) ßêùî A1 � ñêií÷åííà ε
‖T‖ -ñiòêà ìíîæèíè A, òî T (A1) � ñêií÷åííà ε-ñiòêà

ìíîæèíè T (A).
(c) Ìíîæåííÿ íà ôiêñîâàíèé ñêàëÿð � íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð.

Òåîðåìà 1.2. Íåõàé A � îáìåæåíà ïiäìíîæèíà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîðó
H i äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ ñêií÷åííîâèìiðíèé ïiäïðîñòið Y ⊂ H ÿêèé
óòâîðþ¹ ε-ñiòêó äëÿ A. Òîäi A � ïåðåäêîìïàêò.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0 Íåõàé ïiäïðîñòið Y ⊂ H ñêií÷åííî-
âèìiðíèé i ¹ ε-ñiòêîþ äëÿ A. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç r òàêå ÷èñëî, ùî A ⊂ rBH .
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó (r + ε)BY . Öå îáìåæåíà ïiäìíîæèíà ñêií÷åííîâèìiðíî-
ãî ïðîñòîðó Y , îòæå, âîíà � ïåðåäêîìïàêò. Îñêiëüêè Y � ε-ñiòêà äëÿ A, äëÿ
áóäü-ÿêîãî x ∈ A iñíó¹ y ∈ Y ç ‖x− y‖ < ε. Àëå y ëåæèòü â (r + ε)BY :

‖y‖ 6 ‖x‖+ ‖y − x‖ < r + ε.

Îòæå, ìíîæèíà (r+ ε)BY � öå òåæ ε-ñiòêà äëÿ A. Òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0
ìè çíàéøëè äëÿ A ïåðåäêîìïàêòíó ε-ñiòêó, ùî îçíà÷à¹ ïåðåäêîìïàêòíiñòü
ìíîæèíè A.

Äî íàñòóïíî¨ òåîðåìè ïîòðiáíî ïîñòàâèòèñü ÿê äî âàæëèâîãî ïîïåðåäæåí-
íÿ: ó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði çàìêíåíi îáìåæåíi ìíîæèíè íå îáîâ'ÿç-
êîâî ¹ êîìïàêòàìè!

Òåîðåìà 1.3. Çàìêíåíà îäèíè÷íà êóëÿ íåñêií÷åííîâèìiðíîãî ãiëüáåðòîâîãî
ïðîñòîðó H íå ¹ êîìïàêòîì.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, ùî BH íå ìà¹ ñêií÷åííèõ ε-ñiòîê ç ε ∈ (0, 1). Íåõàé A ⊂
H � ñêií÷åííà ìíîæèíà. Òîäi îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ A⊥ � öå íåíóëüîâèé
ïiäïðîñòið â H. Âiçüìåìî äîâiëüíèé x ∈ A⊥ ç ‖x‖ = 1. Òîäi x ∈ BH , àëå çà
òåîðåìîþ Ïiôàãîðà, äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ A ìà¹ìî ‖a−x‖2 = ‖a‖2+‖x‖2 > 1 > ε,
òîáòî A íå ¹ ε-ñiòêîþ äëÿ BH .

Íàñòóïíà òåîðåìà � öå ãîëîâíèé ðîáî÷èé iíñòðóìåíò äëÿ ïåðåâiðêè ïåðåä-
êîìïàêòíîñòi ìíîæèí ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði. Öåé iíñòðóìåíò âèêîðèñòîâó¹
ðîçêëàäè çà îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì.

Òåîðåìà 1.4. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ç îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì
{en}∞1 . Äëÿ òîãî, ùîá îáìåæåíà ïiäìíîæèíà D ⊂ H áóëà ïåðåäêîìïàêòîì,
íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíóâàâ òàêèé íîìåð n(ε),

ùî
∞∑

k=n(ε)

|x̂k|2 6 ε äëÿ âñiõ x =
∞∑
k=1

x̂kek ∈ D.
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Äîâåäåííÿ. Ïî÷íåìî ç äîñòàòíîñòi. Çàôiêñó¹ìî ε > 0 i îáåðåìî âiäïîâiäíèé
íîìåð m = n(ε2) ç óìîâ òåîðåìè. Ùîá äîâåñòè ïåðåäêîìïàêòíiñòü ìíîæèíè
D ñêîðèñòó¹ìîñÿ Òåîðåìîþ 1.2. Ïîçíà÷èìî Y = Lin{ek}mk=1. Y � öå ñêií÷åí-
íîâèìiðíèé ïðîñòið. Äîâåäåìî, ùî Y � öå ε-ñiòêà äëÿ D. Âiçüìåìî äîâiëüíèé

åëåìåíò x =
∞∑
k=1

x̂kek ∈ D. Òîäi x =
m∑
k=1

x̂kek ∈ Y i

ρ(x, Y ) 6 ‖x− y‖ =
∥∥∥ ∞∑
k=m

x̂kek

∥∥∥ =

√√√√ ∞∑
k=m

|x̂k|2 6
√
ε2 = ε.

Òîáòî â îäèí áiê äîâåäåííÿ çàâåðøåíå.
Òåïåð äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî D � ïåðåäêîìïàêò. Çàôi-

êñó¹ìî ε > 0 i îáåðåìî ñêií÷åíó δ-ñiòêó A ⊂ H äëÿ D ç íàñòiëüêè ìàëèì
δ > 0, ùî (3δ)2 < ε. Äëÿ êîæíîãî n ïîçíà÷èìî Pn îðòîïðîåêòîð ïðîñòîðó
H íà Lin{ek}nk=1. Îáåðåìî òàêå n ∈ N, ùîá äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a íàøî¨
ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè A âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

‖a− Pna‖ < δ.

Ïîêàæåìî, ùî öå n i ¹ òèì n(ε), ÿêå ìè ìà¹ìî çíàéòè. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé

x =
∞∑
k=1

x̂kek ∈ D i îáåðåìî òîé a ∈ A, ùî ‖x− a‖ < δ. Òîäi

‖x− Pnx‖ 6 ‖x− a‖+ ‖a− Pna‖+ ‖Pna− Pnx‖ 6 2‖x− a‖+ ‖a− Pna‖ 6 3δ,

òîáòî
∞∑
k=n

|x̂k|2 = ‖x− Pnx‖2 6 (3δ)2 < ε.

Âïðàâè

1. Äëÿ íàñòóïíèõ ìíîæèí â ïðîñòîði `2 ç'ÿñóâàòè ÷è ¹ âîíà 1) çàìêíåíîþ, 2)
îáìåæåíîþ, 3) ïåðåäêîìïàêòîì, 4) êîìïàêòîì?

A1 =

{
x = (xn)n∈N ∈ `2 : ∀k∈N 0 6 xk 6

1

k

}
.

(Ìíîæèíà A1 ìà¹ íàçâó �öåãëèíà Ãiëüáåðòà�).

A2 =

{
x = (xn)n∈N ∈ `2 : ∀k∈N 0 6 xk 6

1√
k

}
.
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A3 =

{
x = (xn)n∈N ∈ `2 : ∀k∈N xk > 0 òà

∑
k∈N

√
kxk 6 1

}
.

2. ßêùî äëÿ ìíîæèíè A â ïðîñòîði `2 iñíó¹ åëåìåíò y = (yn)n∈N ∈ `2, ùî
ìàæîðó¹ A ó òîìó ñåíñi, ùî |xk| 6 |yk| äëÿ áóäü-ÿêîãî x = (xn)n∈N ∈ A i âñiõ
k, òî A � ïåðåäêîìïàêò.

3. Íàâåäiòü ïðèêëàä ïåðåäêîìïàêòà A â ïðîñòîði `2, ÿêèé íå çàäîâîëüíÿ¹
äîñòàòíþ óìîâó ïåðåäêîìïàêòíîñòi ç ïîïåðåäíüî¨ âïðàâè.

4. Çàìèêàííÿ îïóêëî¨ îáîëîíêè êîìïàêòà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði � êîìïàêò.
5. Íàâåäiòü ïðèêëàä, ÿêèé ïîêàçó¹, ùî îïóêëà îáîëîíêà êîìïàêòà â ãiëüáåð-
òîâîìó ïðîñòîði íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ êîìïàêòîì.

6. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ïåðåäêîìïàêòà K â â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H iñíó¹ ïî-
ñëiäîâíiñòü {xn}n∈N ⊂ H, ÿêà ïðÿìó¹ äî íóëÿ, òàêà ùî K öiëêîì ìiñòèòüñÿ
â çàìèêàííi îïóêëî¨ îáîëîíêè ïîñëiäîâíîñòi{xn}n∈N.



Ðîçäië 2. Ñêií÷åííîâèìiðíi

îïåðàòîðè i êîìïàêòíi îïåðàòîðè

Îçíà÷åííÿ 2.1. Íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîâè-
ìiðíèì àáî îïåðàòîðîì ñêií÷åííîãî ðàíãó, ÿêùî éîãî îáðàç ñêií÷åííîâèìið-
íèé.

Íàì âiäîìi âæå ðiçíi ïðèêëàäè ñêií÷åííîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ: ëiíiéíi ôóí-
êöiîíàëè, îïåðàòîðè ÷àñòèííèõ ñóì ðÿäó Ôóð'¹ òà îðòîïðîåêòîðè íà ñêií÷åí-
íîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè. Âåëèêèé êëàñ ïðèêëàäiâ íàäà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé H1, H2 � ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè, T ∈ L(H1, H2) � ñêií÷åí-
íîâèìiðíèé îïåðàòîð. Òîäi iñíóþòü äâi ñêií÷åíi ïiäìíîæèíè {xk}nk=1 ⊂ H1,
{yk}nk=1 ⊂ H2, òàêi ùî äiÿ îïåðàòîðà T íà âñi åëåìåíòè h ïðîñòîðó H2 çàïè-
ñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Th =
n∑
k=1

〈h, xk〉 yk. (2.1)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çà îçíà÷åííÿì ñêií÷åííîâèìiðíîãî îïåðàòîðà ïiäïðîñòið
Y = T (H1) � ñêií÷åííîâèìiðíèé, â Y iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ {yk}nk=1.
Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ fk(h) = 〈Th, yk〉. Î÷åâèäíî, ùî öi fk ¹ íåïåðåðâíèìè
ëiíiéíèìè ôóíêöiîíàëàìè íà H1. Òîìó iñíóþòü åëåìåíòè xk ∈ H1 òàêi, ùî
fk(h) = 〈h, kk〉 äëÿ âñiõ h ∈ H1 (òåîðåìà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî
ôóíêöiîíàëà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, äèâ. äåòàëüíå äîâåäåííÿ ó äîäàòêó,
òåîðåìà 5.1). Ðîçãëÿíåìî ðîçêëàä åëåìåíòà Th ïî îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñó
{yk}nk=1:

Th =
n∑
k=1

〈Th, yk〉 yk =
n∑
k=1

fk(h) yk =
n∑
k=1

〈h, xk〉 yk,

òîáòî (2.1) äiéñíî ìà¹ ìiñöå.

Çàóâàæèìî, ùî áóäü-ÿêèé îïåðàòîð âèãëÿäó (2.1) ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì,
áî éîãî îáðàç T (H1) ìiñòèòüñÿ ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïiäïðîñòîði � ëiíiéíié
îáîëîíöi âåêòîðiâ {yk}nk=1. Òàêèì ÷èíîì, Òåîðåìà 2.2 íàäà¹ çàãàëüíèé âèãëÿä
ñêií÷åííîâèìiðíîãî îïåðàòîðà.

Îçíà÷åííÿ 2.3. Îïåðàòîð T ∈ L(H1, H2) íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíèì àáî öië-
êîì íåïåðåðâíèì, ÿêùî îáðàç T (BH1) îäèíè÷íî¨ êóëi ïðîñòîðó H1 ¹ ïåðåäêîì-
ïàêòîì ó ïðîñòîði H2. Ñiì'ÿ âñiõ êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi äiþòü ç ïðîñòîðó
H1 ó ïðîñòið H2, ïîçíà÷à¹òüñÿ K (H1, H2).
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Îñêiëüêè áóäü-ÿêà îáìåæåíà ìíîæèíà ìiñòèòüñÿ â äåÿêié êóëi, îáðàç áóäü-
ÿêî¨ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè ïiä äi¹þ êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà áóäå ìiñòèòèñü ó
ìíîæèíi âèãëÿäó rT (BH1) i, îòæå, áóäå ïåðåäêîìïàêòîì.

Ïðèêëàä 2.4. Áóäü-ÿêèé ñêií÷åííîâèìiðíèé îïåðàòîð T ∈ L(H1, H2) ¹ êîì-
ïàêòíèì, òîìó ùî T (BH1) � öå îáìåæåíà ìíîæèíà ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó
ïðîñòîði T (H1), òîáòî ¹ ïåðåäêîìïàêòîì.

Ïðèêëàä 2.5. ßêùî ïðîñòið H íåñêií÷åííîâèìiðíèé, òî îäèíè÷íèé îïåðà-
òîð â H � öå íå êîìïàêòíèé îïåðàòîð. Ñïðàâäi, I(BH) = BH , à îäèíè÷íà
êóëÿ íåñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó íå ¹ ïåðåäêîìïàêòîì.

Òåîðåìà 2.6. Ìíîæèíà êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ K (H1, H2) ìà¹ òàêi âëà-
ñòèâîñòi:

(1) K (H1, H2) � ëiíiéíèé ïiäïðîñòið â L (H1, H2).

(2) K (H1, H2) � îïåðàòîðíèé iäåàë, òîáòî ÿêùî T ∈ K (H1, H2), òî äîáó-
òêè AT i TA êîìïàêòíi äëÿ áóäü-ÿêîãî íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà A, äëÿ
ÿêîãî ìà¹ ñåíñ âiäïîâiäíà êîìïîçèöiÿ.

(3) Ìíîæèíà K (H1, H2) çàìêíåíà â L (H1, H2) â ñåíñi çáiæíîñòi çà íîð-
ìîþ1.

Äîâåäåííÿ. (1). Ñòiéêiñòü ùîäî ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð î÷åâèäíà, à ñòiéêiñòü ùî-
äî äîäàâàííÿ âèïëèâà¹ çi ñïiââiäíîøåííÿ (T1 + T2)(BH1) ⊂ T1(BH1) + T2(BH1)
i òîãî, ùî ñóìà ïåðåäêîìïàêòiâ � ïåðåäêîìïàêò.

(2). Íåõàé A ∈ L (Z,H1). Òîäi áóäü-ÿêà îáìåæåíà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó Z
ïiä äi¹þ îïåðàòîðà A ïåðåõîäèòü â îáìåæåíó ìíîæèíó, ÿêó, ó ñâîþ ÷åðãó, îïå-
ðàòîð T ïåðåâîäèòü ó ïåðåäêîìïàêò. Òîìó îïåðàòîð TA êîìïàêòíèé. Íåõàé
òåïåð A ∈ L (H2, Z). Òîäi áóäü-ÿêà îáìåæåíà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó H1 ïåðåõî-
äèòü ïiä äi¹þ îïåðàòîðà T â ïåðåäêîìïàêò, ÿêèé, ó ñâîþ ÷åðãó, ïåðåâîäèòüñÿ
îïåðàòîðîì A òàêîæ ó ïåðåäêîìïàêò.

(3). Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ Tn çáiãà¹òüñÿ çà íîðìîþ
äî îïåðàòîðà T : limn→∞ ‖T − Tn‖ = 0. Ïîòðiáíî äîâåñòè êîìïàêòíiñòü ãðàíè-
÷íîãî îïåðàòîðà. Äëÿ öüîãî çàôiêñó¹ìî ε > 0 i ïîáóäó¹ìî ïåðåäêîìïàêòíó
ε-ñiòêó äëÿ T (BH1). Âèáåðåìî òàêèé íîìåð n, ùî ‖T − Tn‖ < ε. Ðîçãëÿíåìî
ïåðåäêîìïàêò K = Tn (BH1). Äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ BH1 ìà¹ìî

‖Tx− Tnx‖ 6 ‖T − Tn‖ · ‖x‖ < ε.

Îòæå, K óòâîðþ¹ øóêàíó ε-ñiòêó.

1Çâåðòà¹ìî óâàãó ÷èòà÷à, ùî çàìêíåíîñòi â ñåíñi ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi òóò íåìà¹.
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Îñêiëüêè ñêií÷åííîâèìiðíi îïåðàòîðè ¹ êîìïàêòíèìè, ïîïåðåäíÿ òåîðåìà
çîêðåìà êàæå, ùî ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü ñêií÷åííîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ Tn çáiãà-
¹òüñÿ çà íîðìîþ äî îïåðàòîðà T , òî T êîìïàêòíèé. Íàñòóïíà òåîðåìà ïîêàçó¹,
ùî çâîðîòíå òâåðäæåííÿ òàêîæ ìà¹ ìiñöå, òîáòî íàáëèæóâàíiñòü ñêií÷åííî-
âèìiðíèìè � öå õàðàêòåðèñòè÷íà âëàñòèâiñòü êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ.

Òåîðåìà 2.7. Íåõàé H1, H2 � ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè, T ∈ K(H1, H2) � êîìïà-
êòíèé îïåðàòîð, ε > 0. Òîäi iñíó¹ ñêií÷åííîâèìiðíèé îïåðàòîð Tε ∈ K(H1, H2)
‖T − Tε‖ 6 ε.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè T (BH1) � ïåðåäêîìïàêò, öå ñåïàðàáåëüíà ìíîæèíà, òîá-
òî T (H1) òàêîæ ñåïàðàáåëüíèé. Çàìiíèâøè, ÿêùî ïîòðiáíî, H2 íà çàìèêàííÿ
îáðàçó îïåðàòîðà T , ìîæåìî çâåñòè çàäà÷ó äî âèïàäêó, êîëè H2 � ñåïàðàáåëü-
íèé ïðîñòið. ßêùî dimH2 < ∞, òî ñàì îïåðàòîð T áóäå ñêií÷åííîâèìiðíèì
i ïèòàííÿ âæå ðîçâ'ÿçàíå. Òîáòî çàëèøà¹òüñÿ ðîçãëÿíóòè îñíîâíèé âèïàäîê,
êîëè H2 � íåñêií÷åííîâèìiðíèé ñåïàðàáåëüíèé ïðîñòið. Ó öüîìó âèïàäêó â H2

iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ {en}∞1 . Äëÿ ïåðåäêîìïàêòà T (BH1) â H2 çàñòîñó-
¹ìî Òåîðåìó 3 ç ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó i çíàéäåìî òàêèé íîìåð n = n(ε), ùî
∞∑

k=n+1

|x̂k|2 < ε2 äëÿ âñiõ x =
∞∑
k=1

x̂kek ∈ T (BH1). Òîáòî,

∞∑
k=n+1

∣∣∣T̂ hk∣∣∣2 < ε2

äëÿ âñiõ h ∈ BH1 . Ïîçíà÷èìî Pn îðòîïðîåêòîð ïðîñòîðó H2 íà Lin{ek}nk=1.
Ïîêàæåìî, ùî ó ÿêîñòi øóêàíîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî îïåðàòîðà ìîæíà âçÿòè
Tε = PnT . Ïî-ïåðøå, Tε íàñïðàâäi ñêií÷åííîâèìiðíèé, áî éîãî îáðàç ëåæèòü
â Lin{ek}nk=1. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî h ∈ BH1 çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó ðîçêëàäó çà
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì i ôîðìóëó äëÿ îðòîïðîåêòîðà:

Th =
∞∑
k=1

T̂ hkek, Tεh = Pn(Th) =
n∑
k=1

T̂ hkek.

Âiäïîâiäíî, ìà¹ìî îöiíêó

‖(T − Tε)h‖2 =

∥∥∥∥∥
∞∑

k=n+1

T̂ hkek

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑

k=n+1

∣∣∣T̂ hk∣∣∣2 < ε2.

Òîáòî ‖T − Tε‖ = sup
h∈BH1

‖(T − Tε)h‖ 6 ε.
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Âïðàâè

Öÿ ÷àñòèíà íå âõîäèòü äî ïðîãðàìè åêçàìåíó, àëå âèêîíàâøè íàâåäåíi
âïðàâè ÷èòà÷ çðîçóìi¹ áàãàòî ðå÷åé, ùî ¹ êîðèñíèìè â çàñòîñóâàííÿõ.

Íàãàäà¹ìî, ùî çàâäÿêè òåîðåìi 5.1 ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóí-
êöiîíàëó â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði (äèâ. äîäàòîê), H∗1 îòîòîæíþ¹òüñÿ ç H1,
à H∗2 îòîòîæíþ¹òüñÿ ç H2, òîìó â òåîði¨ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ ñïðÿæåíèé
îïåðàòîð âèçíà÷àþòü ÿê îïåðàòîð T ∗, ùî äi¹ ç H2 â H1 i çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü
〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 äëÿ âñiõ x ∈ H1, y ∈ H2.

ÍåõàéH1, H2 � ñåïàðàáåëüíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè. Íàçâåìî ãiëüáåðò - øìiä-
òîâîþ íîðìîþ îïåðàòîðà T ∈ L(H1, H2) âåëè÷èíó

‖T‖
H-S

=

( ∑
n,m∈N

|〈Ten, gm〉|2
)1/2

,

äå {en}∞1 , {gn}
∞
1 � ôiêñîâàíà ïàðà îðòîíîðìîâàíèõ áàçèñiâ ãiëüáåðòîâèõ ïðî-

ñòîðiâ H1 i H2 âiäïîâiäíî. Îïåðàòîð íàçâåìî ãiëüáåðò-øìiäòîâèì, ÿêùî
‖T‖

H-S
<∞. Äîâåäiòü, ùî:

1. ‖T‖ 6 ‖T‖
H-S

.

2.

(∑
n∈N
‖T ∗gn‖2

)1/2

= ‖T‖
H-S

=

(∑
n∈N
‖Ten‖2

)1/2

.

3. Ãiëüáåðò-øìiäòåâiñòü îïåðàòîðà i çíà÷åííÿ ‖T‖
H-S

íå çàëåæàòü âiä âèáîðó
ïàðè îðòîíîðìîâàíèõ áàçèñiâ {en}∞1 , {gn}

∞
1 , i ‖T‖H-S = ‖T ∗‖H−S ..

4. Çàñòîñóéòå ïîïåðåäíþ âïðàâó äëÿ äîâåäåííÿ òàêîãî ôàêòó: íåõàé U �
ôiêñîâàíèé åëiïñî¨ä ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði. Òîäi âñi
ïðÿìîêóòíi ïàðàëåëåïiïåäè, îïèñàíi íàâêîëî U , ìàþòü îäíàêîâi äiàìåòðè.
Çàçíà÷èìî, ùî íàâiòü â òðèâèìiðíîìó âèïàäêó äîâåñòè öåé ôàêò ìåòîäàìè
àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨ çîâñiì íåïðîñòî.

5. Êîæåí ãiëüáåðò-øìiäòîâèé îïåðàòîð êîìïàêòíèé.
Íåõàé K ∈ L2 ([0, 1]× [0, 1]) � ôóíêöiÿ äâîõ çìiííèõ. Îçíà÷èìî îïåðàòîð

T iíòåãðóâàííÿ ç ÿäðîì K â L2 [0, 1] íàñòóïíèì ÷èíîì2 :

(Tf) (x) =

∫ 1

0

K (t, x)f (t) dt.

Òàêi îïåðàòîðè íàçèâàþòüñÿ ãiëüáåðò-øìiäòîâèì iíòåãðàëüíèìè îïåðàòîðà-
ìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàä ÿäðà K ó ïîäâiéíèé ðÿä Ôóð'¹, äîâåäiòü, ùî
ãiëüáåðò-øìiäòîâèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð áóäå ãiëüáåðò-øìiäòîâèì îïåðàòî-
ðîì â çàãàëüíîìó ðîçóìiííi, îïèñàíîìó ó ïîïåðåäíiõ âïðàâàõ.

2Äóæå íåâäàëà, àëå íà æàëü, âæå ñòàíäàðòíà òåðìiíîëîãiÿ. Òåðìií �ÿäðî iíòåãðàëüíîãî

îïåðàòîðà� íåìà¹ æîäíîãî çâ'ÿçêó ç òåðìiíîì �ÿäðî îïåðàòîðà�, òîáòî ìíîæèíîþ òî÷îê, äå

îïåðàòîð äîðiâíþ¹ íóëþ.



Ðîçäië 2. Ñêií÷åííîâèìiðíi îïåðàòîðè i êîìïàêòíi îïåðàòîðè 9

6. Íåõàé T � ãiëüáåðò-øìiäòîâèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð , ïðè÷îìó ÿäðî ìà¹

âèãëÿä K (t, τ) =
n∑
j=1

fj (t) gj (τ). Äîâåäiòü, ùî òàêèé îïåðàòîð ìà¹ ñêií÷åí-

íèé ðàíã.
7. Äîâåäiòü, ùî ãiëüáåðò-øìiäòîâèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð ìîæå áóòè íàáëè-
æåíèé ç áóäü-ÿêîþ òî÷íiñòþ ñêií÷åííîâèìiðíèìè îïåðàòîðàìè iíòåãðóâàí-
íÿ ç ÿäðîì.
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Ðîçäië 3. Ñàìîñïðÿæåíèé

îïåðàòîð i éîãî êâàäðàòè÷íà

ôîðìà

Ìàòåðiàë öüîãî ðîçäiëó âæå çíàéîìèé ÷èòà÷åâi ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè. �äèíà âiä-
ìiííiñòü â òîìó, ùî â íàñ çàðàç ðîçãëÿäà¹òüñÿ íåñêií÷åííîâèìiðíèé âèïàäîê,
ÿêèé ó ëiíiéíié àëãåáði íå ÷iïàëè. Âçàãàëi, íåñêií÷åííîâèìiðíèé âèïàäîê çíà-
÷íî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñêií÷åííîâèìiðíîãî (çãàäà¹ìî íåêîìïàêòíiñòü îäèíè÷íî¨
êóëi), àëå â öüîìó ðîçäiëi öÿ ðiçíèöÿ íå áóäå ïîìiòíîþ.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ: ïåðø íiæ ïî÷èíàòè öþ òåìó, ïîâòîðiòü âñå, ùî Âàì
ðîçïîâiäàëè â êóðñi ëiíiéíî¨ àëãåáðè ïðî ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè i åðìiòîâi
ìàòðèöi. Ãîëîâíå � ÷îìó äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà â ñêií÷åííîâèìiðíî-
ìó ïðîñòîði çàâæäè iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ
âåêòîðiâ îïåðàòîðà, çîêðåìà ìàòðèöÿ îïåðàòîðà ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ. Îñòàííi
ôàêòè âæå íå ìàþòü ìiñöÿ â íåñêèí÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði, i ó ïîäàëüøî-
ìó íàøîþ ãîëîâíîþ ìåòîþ áóäå çðîçóìiòè çà ÿêèõ äîäàòêîâèõ óìîâ ìîæíà
îòðèìàòè íåñêií÷åííîâèìiðíi óçàãàëüíåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Îïåðàòîð T ∈ L(H) íàçèâà¹-
òüñÿ ñàìîñïðÿæåíèì, ÿêùî 〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉 äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ x, y ∈
H.

Íàñòóïíà òåîðåìà ïîäà¹ íåòðèâiàëüíi ïðèêëàäè ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòî-
ðiâ.

Òåîðåìà 3.2. Äëÿ ïðîåêòîðà P ∈ L (H) òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) P � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð;

(2) P � îðòîïðîåêòîð.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè P � ïðîåêòîð, òî ïðîñòið H ðîçêëàäà¹òüñÿ ó ïðÿìó ñóìó
H = H1 ⊕ H2, äå H1 � ÿäðî ïðîåêòîðà, à H2 � îáðàç. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó
iìïëiêàöiþ (1)⇒(2), òîáòî, ÿêùî P � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð, òî H1 ⊥ H2.
Ñïðàâäi, íåõàé h1 ∈ H1 i h2 ∈ H2. Òîäi

〈h1, h2〉 = 〈h1, Ph2〉 = 〈Ph1, h2〉 = 0.
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Äîâåäåìî òåïåð îáåðíåíó iìïëiêàöiþ (2)⇒(1), òîáòî, ÿêùî H1 ⊥ H2, òî P
� ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð. Äëÿ öüîãî âiçüìåìî åëåìåíòè x, y ∈ H i çàïèøåìî
¨õíié ðîçêëàä x = x1 + x2, y = y1 + y2, äå x1, y1 ∈ H1, x2, y2 ∈ H2. Ìà¹ìî

〈Px, y〉 = 〈x2, y〉 = 〈x2, y2〉 = 〈x, y2〉 = 〈x, Py〉 . 2

Îçíà÷åííÿ 3.3. Íåõàé T � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð. Áiëiíiéíîþ ôîðìîþ îïå-
ðàòîðà T íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ F (x, y) = 〈Tx, y〉; ôóíêöiÿ g (x) = 〈Tx, x〉 íà-
çèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ îïåðàòîðà T .

Çàçíà÷èìî, ùî

g(x) = 〈Tx, x〉 = 〈x, Tx〉 = 〈Tx, x〉 = g(x),

òîìó êâàäðàòè÷íà ôîðìà ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà íàáóâà¹ òiëüêè äiéñíi
çíà÷åííÿ. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî

Re 〈Tx, y〉 = 1

4

(
〈T (x+ y), (x+ y)〉 − 〈T (x− y), (x− y)〉

)
=

1

4

(
g(x+y)−g(x−y)) .

Àíàëîãi÷íî ìîæíà çíàéòè é óÿâíó ÷àñòèíó ôîðìè 〈Tx, y〉, òîáòî áiëiíié-
íà ôîðìà îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ çà êâàäðàòè÷íîþ. Ó ñâîþ ÷åðãó, áiëiíiéíà
ôîðìà îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ ñàì îïåðàòîð (öå íåñêëàäíà, àëå êîðèñíà âïðà-
âà: ó ðàçi, ÿêùî äëÿ îïåðàòîðiâ T1 T2 êâàäðàòè÷íi ôîðìè äîðiâíþþòü îäíà
îäíié, òî ñàìi îïåðàòîðè òàêîæ ñïiâïàäàþòü: T1 = T2). Îòæå, âñþ iíôîðìà-
öiþ ïðî ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð ìîæíà îäåðæàòè, çíàþ÷è âëàñòèâîñòi éîãî
êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. ßê ïðèêëàä íàâåäåìî êîðèñíó ôîðìóëó äëÿ íîðìè ñà-
ìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 3.4. Íåõàé T � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð. Òîäi

‖T‖ = sup
x∈SH

|〈Tx, x〉| . (3.1)

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ q = supx∈SH
|〈Tx, x〉|. Äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ SH

ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà |〈Tz, z〉| 6 q ‖z‖2. Çà îäíîðiäíiñòþ, öÿ îöiíêà çáåðiãà¹-
òüñÿ i äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ H. Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî ‖T‖ = q. Ìà¹ìî:

‖T‖ = sup
x∈SH

‖Tx‖ 6 sup
x,y∈SH

Re 〈Tx, y〉 =

= sup
x,y∈SH

1

4
(〈T (x+ y), (x+ y)〉 − 〈T (x− y), (x− y)〉) 6

6 sup
x,y∈SH

q

4

(
‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2

)
= sup

x,y∈SH

2q

4

(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
= q,
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òîáòî ‖T‖ 6 q. Îáåðíåíå ñïiââiäíîøåííÿ âiäðàçó âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi Êî-
øi�Áóíÿêîâñüêîãî:

q = sup
x∈SH

|〈Tx, x〉| 6 sup
x∈SH

‖Tx‖ = ‖T‖ . 2

Â äîâåäåííi Òåîðåìè 3.4 ìè áåç ïîÿñíåííÿ âèêîðèñòàëè íåðiâíiñòü

‖Tx‖ 6 sup
y∈SH

Re 〈Tx, y〉 .

Öÿ íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ‖Tx‖ � öå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ 〈Tx, y〉 ó òî÷öi
y = Tx

‖Tx‖ ∈ SH , à ñóïðåìóìîì ìîæíà îöiíèòè çâåðõó âñi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨.

Âïðàâè

1. Ïðè ÿêèõ λ îïåðàòîð λI áóäå ñàìîñïðÿæåíèì?

2. Îá÷èñëèòè íîðìó îïåðàòîðà T , ùî çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ

(
0 0
1 0

)
â äâî-

ìiðíîìó êîîðäèíàòíîìó ïðîñòîði (ïðîñòið ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó ñòàíäàðòíié åâ-
êëiäîâié íîðìi). ×è áóäå äëÿ öüîãî îïåðàòîðà âèêîíóâàòèñü ôîðìóëà (3.1)
ç Òåîðåìè 2?

3. Äå â äîâåäåííi ôîðìóëè (3.1) áóëà âèêîðèñòàíà ñàìîñïðÿæåíiñòü îïåðà-
òîðà, áåç ÿêî¨ ôîðìóëà íå ñïðàâäæó¹òüñÿ?

4. ×è ìîæå äëÿ íåíóëüîâîãî îïåðàòîðà ôóíêöiÿ g (x) = 〈Tx, x〉 áóòè òîòî-
æíèì íóëåì? ×è çìiíèòüñÿ âiäïîâiäü, ÿêùî ðîçãëÿäàòè ãiëüáåðòîâi ïðî-
ñòîðè íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë?

5. Ïåðåâiðòå, ùî ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè óòâîðþþòü ëiíiéíèé ïiäïðîñòið
ÍÀÄ ÏÎËÅÌ ÄIÉÑÍÈÕ ×ÈÑÅË â L (H), òîáòî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ íà
äiéñíå ÷èñëî òà ñóìè íå âèâîäÿòü ç êëàñó ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ. ×è
çàìêíåíèé öåé ïiäïðîñòið? ×è çáåðiãà¹ ñàìîñïðÿæåíiñòü ìíîæåííÿ íà êîì-
ïëåêñíå ÷èñëî?

6. Ïåðåâiðòå, ùî äîáóòîê ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì îïå-
ðàòîðîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îïåðàòîðè êîìóòóþòü.

7. ßê ïîâèííi áóòè ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ïiäïðîñòîðè H1, H2 ⊂ H, ùîá îðòî-
ïðîåêòîðè P1, P2 íà öi ïiäïðîñòîðè êîìóòóâàëè?
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âåêòîðè êîìïàêòíèõ

ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ

Îçíà÷åííÿ 4.1. ×èñëî λ íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà T ∈ L(H),
ÿêùî iñíó¹ òàêèé íåíóëüîâèé åëåìåíò x ∈ H, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì âå-
êòîðîì, ùî âiäïîâiäà¹ ÷èñëó λ, ùî Tx = λx.

Ç êóðñó ëiíiéíî¨ àëãåáðè Âè çíà¹òå, ùî ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó êîìïëåêñíî-
ìó ïðîñòîði êîæåí ëiíiéíèé îïåðàòîð ìà¹ âëàñíi ÷èñëà i âåêòîðè. Ó íåñêií-
÷åííîâèìiðíîìó âèïàäêó öå âæå íå òàê.

Ïðèêëàä 4.2. Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð T ∈ L (L2 [0, 1]), ÿêèé äi¹ çà ïðàâèëîì
(Tx)(t) =

∫ t
0
x(τ)dτ . Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ âëàñíå ÷èñëî λ iç âëàñíèì âå-

êòîðîì x. Òîäi
∫ t
0
x(τ)dτ = λx(t) ìàéæå ñêðiçü. Ó âèïàäêó λ 6= 0 ç öüîãî

âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ x, ïîòiì ç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ ïiä iíòå-
ãðàëîì � äèôåðåíöiéîâíiñòü ôóíêöi¨ x â óñiõ òî÷êàõ, i, îòæå, x(t) = λx′(t) ,
x(0) = 0. Ó òàêî¨ çàäà÷i Êîøi ¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x ≡ 0, òîáòî â îïåðàòîðà
T íåìà¹ íåíóëüîâèõ âëàñíèõ ÷èñåë. Ó âèïàäêó λ = 0 óìîâà ïåðåïèøåòüñÿ
ó âèãëÿäi

∫ t
0
x(τ)dτ = 0 ìàéæå ñêðiçü. Ç òåîðåìè ïðî ïîõiäíó iíòåãðàëà ÿê

ôóíêöi¨ âåðõíüî¨ ìåæi iíòåãðóâàííÿ îòðèìó¹ìî, ùî x = 0 ìàéæå ñêðiçü,
òîáòî x çíîâó ¹ íóëüîâèì åëåìåíòîì ïðîñòîðó L2[0, 1]. Âiäìiòèìî, ùî T �
êîìïàêòíèé îïåðàòîð, òîáòî ó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó âèïàäêó íàâiòü êîì-
ïàêòíèé îïåðàòîð íå çàâæäè ìà¹ âëàñíi ÷èñëà.

Ïðèêëàä 4.3. Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð T ∈ L (L2 [0, 1]), ÿêèé äi¹ çà ïðàâèëîì
(Tx)(t) = tx(t). Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ âëàñíå ÷èñëî λ iç âëàñíèì âåêòîðîì
x. Òîäi tx(t) = λx(t) ìàéæå ñêðiçü. Òàêå ìîæå ñòàòèñÿ ëèøå ÿêùî x ¹ íó-
ëüîâèì åëåìåíòîì ïðîñòîðó L2[0, 1]. Ó öüîìó âèïàäêó T � ñàìîñïðÿæåíèé
îïåðàòîð, òîáòî ó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó âèïàäêó ñàìîñïðÿæåíiñòü òàêîæ
íå ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ âëàñíèõ ÷èñåë.

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè, çîêðåìà, äîâåäåìî, ùî ÿêùî îïåðàòîð âîäíî÷àñ ñàìî-
ñïðÿæåíèé i êîìïàêòíié, òî âëàñíi ÷èñëà iñíóþòü. Áiëüøå òîãî, âëàñíèõ âå-
êòîðiâ íàñòiëüêè áàãàòî, ùî ìîæíà ïîáóäóâàòè îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ óñüîãî
ïðîñòîðó ëèøå ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà T . Òàêèé áàçèñ çíà÷íî ñïðîùó¹
ðîáîòó ç îïåðàòîðîì, çîêðåìà, ïîëåãøó¹ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿíü òèïó Tx = b.

Ó êóðñi ëiíiéíî¨ àëãåáðè îïåðàòîðè ÷àñòî âèçíà÷àþòüñÿ ñâî¨ìè ìàòðèöÿìè.
Ïîíÿòòÿ ìàòðèöi îïåðàòîðà ìà¹ ñåíñ i äëÿ îïåðàòîðiâ ó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó
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ïðîñòîði (çðîçóìiëî, iç çàìiíîþ ñêií÷åíèõ ìàòðèöü íà íåñêií÷åííi). ÍåõàéX, Y
� ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè, îïåðàòîð T ∈ L(X, Y ), {en} i {gm} � îðòîíîðìîâàíi
áàçèñè â X i Y âiäïîâiäíî. Îïåðàòîð çàäàíî, ÿêùî âiäîìi îáðàçè Ten âñiõ
åëåìåíòiâ áàçèñó, îñêiëüêè ëiíiéíà îáîëîíêà áàçèñó � ùiëüíà ïiäìíîæèíà â
X, à îïåðàòîð T íåïåðåðâíèé. Êîæåí åëåìåíò ïðîñòîðó Y çîáðàæó¹òüñÿ ó
âèãëÿäi ðÿäó y =

∑∞
m=1 〈y, gm〉 gm, çîêðåìà, Ten =

∑∞
m=1 〈Ten, gm〉 gm. Îòæå,

÷èñëà tm,n = 〈Ten, gm〉 öiëêîì âèçíà÷àþòü îïåðàòîð T .

Îçíà÷åííÿ 4.4. Íàáið ÷èñåë tm,n = 〈Ten, gm〉, n,m ∈ N íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè-
öåþ îïåðàòîðà T â áàçèñàõ {en}, {gm}. Ó öèõ ïîçíà÷åííÿõ Ten =

∑∞
m=1 tm,ngm,

òîáòî, òàê ñàìî, ÿê i â êóðñi ëiíiéíî¨ àëãåáðè n-íèé ñòîâï÷èê ìàòðèöi îïåðà-
òîðà ñêëàäà¹òüñÿ ç êîåôiöi¹íòiâ ðîçêëàäó åëåìåíòà Ten çà áàçèñîì {gm}.

Ó âèïàäêó îäíîãî ïðîñòîðó H, òîáòî X = Y = H, çàçâè÷àé áåðóòü îäèí
áàçèñ {en} çàìiñòü äâîõ, i âèçíà÷àþòü ìàòðèöþ îïåðàòîðà T ∈ L(H) ôîðìóëîþ
tm,n = 〈Ten, em〉
Âïðàâà. Íåõàé â ÿêîìóñü îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi {en} ïðîñòîðó H ìàòðèöÿ
îïåðàòîðà T ∈ L(H) ìà¹ äiàãîíàëüíèé âèãëÿä. Òîäi en ¹ âëàñíèìè âåêòîðàìè, à
äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi � âëàñíèìè ÷èñëàìè îïåðàòîðà T . Ñôîðìóëþéòå
i äîâåäiòü çâîðîòíå òâåðäæåííÿ.

Áàãàòî ç ôàêòiâ, ùî ìè çàðàç áóäåìî íàâîäèòè, äîáðå âiäîìi ÷èòà÷åâi ç êóð-
ñó ëiíiéíî¨ àëãåáðè, äî òîãî æ ç òèì ñàìèì äîâåäåííÿì. Âiäìiííîñòi âèíèêíóòü
íà åòàïi ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ âëàñíèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 4.5. Íåõàé T � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði
H. Òîäi âñi âëàñíi ÷èñëà îïåðàòîðà T � öå äiéñíi ÷èñëà.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âëàñíå ÷èñëî λ iç âëàñíèì âåêòîðîì x. Ìà¹ìî λ‖x‖2 =
λ 〈x, x〉 = 〈Tx, x〉 ∈ R. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî λ ∈ R.

Îçíà÷åííÿ 4.6. Íåõàé λ � âëàñíå ÷èñëî îïåðàòîðà T ∈ L(H). Âëàñíèì ïiä-
ïðîñòîðîì, âiäïîâiäíèì âëàñíîìó ÷èñëó λ, íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà Ker (T−λI).
Iíøèìè ñëîâàìè, âëàñíèé ïiäïðîñòið, âiäïîâiäíèé âëàñíîìó ÷èñëó λ, ñêëàäà¹-
òüñÿ âåêòîðiâ, ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ Tx = λx, òîáòî ç âëàñíèõ âåêòîðiâ,
ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó ÷èñëó λ, i íóëüîâîãî âåêòîðà.

Îçíà÷åííÿ 4.7. Ïiäïðîñòið Y ⊂ H íàçèâà¹òüñÿ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì
îïåðàòîðà T ∈ L(H), ÿêùî T (Y ) ⊂ Y .

Âëàñíèé ïiäïðîñòið � öå î÷åâèäíèé ïðèêëàä iíâàðiàíòíîãî ïiäïðîñòîðó.
Íàâïàêè, çíàííÿ iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ ìîæå äîïîìîãòè ïðè ïîøóêó âëà-
ñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ ÷èñåë. Íàïðèêëàä, ÿêùî â îïåðàòîðà T ∈ L(X) ¹
ñêií÷åííîâèìiðíèé iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið Y , òî îáìåæåííÿ îïåðàòîðà T íà
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öåé ïiäïðîñòið � öå âæå îïåðàòîð ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði, i â öüîìó
ïiäïðîñòîði â îïåðàòîðà ¹ âëàñíi âåêòîðè.

Òåîðåìà 4.8. ßêùî X � iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà
A, òî îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ X⊥ öüîãî ïiäïðîñòîðó òàêîæ áóäå iíâàðiàí-
òíèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà y ∈ X⊥ éîãî îáðàç
Ay òàêîæ ëåæèòü â X⊥. Äëÿ öüîãî òðåáà ïåðåâiðèòè, ùî 〈x,Ay〉 = 0 äëÿ
áóäü-ÿêîãî x ∈ X. Àëå 〈x,Ay〉 = 〈Ax, y〉, à 〈Ax, y〉 = 0, îñêiëüêè Ax ∈ X
(iíâàðiàíòíiñòü ïiäïðîñòîðó X), à y ∈ X⊥.

Òåîðåìà 4.9. Íåõàé X1 = Ker (A− λ1I), X2 = Ker (A− λ2I) � âëàñíi ïiäïðî-
ñòîðè ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà A, âiäïîâiäíi äâîì ðiçíèì âëàñíèì ÷èñëàì
λ1 6= λ2. Òîäi X1⊥X2.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ áóäü-ÿêèõ x1 ∈ X1, x2 ∈ X2 ìà¹ìî

λ1 〈x1, x2〉 = 〈Ax1, x2〉 = 〈x1, Ax2〉 = λ2 〈x1, x2〉 ,

ùî ìîæëèâî òiëüêè ïðè 〈x1, x2〉 = 0.

Òåîðåìà 4.10. Íåõàé λ � âëàñíå ÷èñëî îïåðàòîðà T ∈ L(H). Òîäi |λ| 6 ‖T‖.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âëàñíèé âåêòîð x ∈ H \{0}, âiäïîâiäíèé ÷èñëó λ. Òîäi
|λ| = ‖λx‖

‖x‖ = ‖Tx‖
‖x‖ 6 ‖T‖.

Òåîðåìà 4.11. Íåõàé T � êîìïàêòíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð â ãiëüáåð-
òîâîìó ïðîñòîði H. Òîäi iñíó¹ âëàñíå ÷èñëî λ îïåðàòîðà T ç |λ| = ‖T‖. Òîáòî
‖T‖ äîðiâíþ¹ ìàêñèìàëüíîìó ìîæëèâîìó çíà÷åííþ ìîäóëÿ âëàñíèõ ÷èñåë.

Äîâåäåííÿ. Ó âèïàäêó ‖T‖ = 0 íåìà ÷îãî äîâîäèòè: îïåðàòîð äîðiâíþ¹ íóëþ
â óñiõ òî÷êàõ, òîáòî óñi íåíóëüîâi åëåìåíòè ïðîñòîðó � öå âëàñíi âåêòîðè ç
âëàñíèì ÷èñëîì 0. Òîìó ó ïîäàëüøîìó ‖T‖ 6= 0. Íàãàäà¹ìî, ùî

‖T‖ = sup
x∈SH

|〈Tx, x〉| ,

Îáåðåìî òàêó ïîñëiäîâíiñòü xn ∈ SH , ùî∣∣∣ lim
n→∞

〈Txn, xn〉
∣∣∣ = ‖T‖.

Îñêiëüêè âñi çíà÷åííÿ 〈Tx, x〉 � öå äiéñíi ÷èñëà, ìà¹ìî äâà ìîæëèâi âèïàäêè:
limn→∞ 〈Txn, xn〉 = ‖T‖, àáî æ limn→∞ 〈Txn, xn〉 = −‖T‖. Äðóãèé âèïàäîê
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ìîæíà çâåñòè äî ïåðøîãî çàìiíîþ îïåðàòîðà T íà −T . Òîìó áåç îáìåæåííÿ
çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî

lim
n→∞

〈Txn, xn〉 = ‖T‖.

Çà îçíà÷åííÿì êîìïàêòíîãî îïåðàòîðó, ïîñëiäîâíiñòü âåêòîðiâ Txn ìiñòèòüñÿ
ó ïåðåäêîìïàêòi T (SH), òîáòî â ïîñëiäîâíîñòi xn ìîæíà çíàéòè òàêó ïiäïî-
ñëiäîâíiñòü yn, ùî çíà÷åííÿ Tyn ìàþòü ãðàíèöþ. Ïîçíà÷èìî y = limn→∞ Tyn.
Ìà¹ìî

‖T‖ > ‖Tyn‖ > 〈Tyn, yn〉 −−−→
n→∞

‖T‖,

òîáòî ‖T‖ = limn→∞ ‖Tyn‖ = ‖y‖. Äàëi,

‖Tyn − ‖T‖yn‖2 = ‖Tyn‖2 − 2‖T‖ 〈Tyn, yn〉+ ‖T‖2 ‖yn‖2 −−−→
n→∞

0. (4.1)

Îñêiëüêè
Tyn −−−→

n→∞
y, (4.2)

Ç (4.1) âèïëèâà¹, ùî

yn −−−→
n→∞

y

‖T‖
.

Âiäïîâiäíî,

Tyn −−−→
n→∞

Ty

‖T‖
.

Ïîðiâíÿâøè ç (4.2), îòðèìó¹ìî Ty = ‖T‖y, òîáòî y � âëàñíèé âåêòîð, à ‖T‖ �
âëàñíå ÷èñëî.

Òåîðåìà 4.12. Íåõàé T ∈ L(H) � êîìïàêòíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð ó
ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H. Òîäi àáî T ìà¹ ñêií÷åííó êiëüêiñòü âëàñíèõ ÷èñåë,
àáî æ âëàñíi ÷èñëà óòâîðþþòü ïîñëiäîâíiñòü, ùî ïðÿìó¹ äî íóëÿ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ íåâiðíå. Òîäi iñíó¹ ε > 0 òà äåÿêà ïî-
ñëiäîâíiñòü ïîïàðíî ðiçíèõ âëàñíèõ ÷èñåë λn ∈ R, n = 1, 2, . . ., ç |λn| > ε. Îáå-
ðåìî äëÿ êîæíîãî λn âiäïîâiäíèé âëàñíèé âåêòîð xn ∈ SH . Òîäi, ç îäíîãî áîêó,
â ïîñëiäîâíîñòi Txn ìiñòèòüñÿ ÿêàñü çáiæíà ïiäïîñëiäîâíiñòü, à ç iíøîãî áîêó
ïîïàðíi âiäñòàíi ìiæ âåêòîðàìè Txn âiäîêðåìëåíi âiä íóëÿ: ‖Txn − Txm‖ =
‖λnxn − λmxm‖ =

√
λ2n + λ2m >

√
2ε. Ïðîòèði÷÷ÿ.

Òåîðåìà 4.13. Íåõàé T ∈ L(H) � êîìïàêòíèé îïåðàòîð â ãiëüáåðòîâîìó
ïðîñòîði H. Òîäi âëàñíi ïiäïðîñòîðè, âiäïîâiäíi íåíóëüîâèì âëàñíèì ÷èñëàì,
ñêií÷åííîâèìiðíi.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé Y � âëàñíèé ïiäïðîñòið, âiäïîâiäíèé ÷èñëó λ. Ç îãëÿäó íà
òå, ùî îáìåæåííÿ îïåðàòîðà T íà ïiäïðîñòið Y äîðiâíþ¹ îïåðàòîðó λIY , îòðè-
ìó¹ìî êîìïàêòíiñòü îäèíè÷íîãî îïåðàòîðó IY íà ïðîñòîði Y . Ïðèêëàä 2.5 êà-
æå, ùî îäèíè÷íèé îïåðàòîð â íåñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði íå êîìïàêòíèé,
òîáòî Y ìà¹ áóòè ñêií÷åííîâèìiðíèì.

Òåîðåìà 4.14. Íåõàé H � ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, T ∈ L(H) �
êîìïàêòíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð. Âèáåðåìî â êîæíîìó ç âëàñíèõ ïiä-
ïðîñòîðiâ îïåðàòîðà T ïî îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñó i âèïèøåìî âñi öi áàçèñè
â ¹äèíó ïîñëiäîâíiñòü {en}∞n=1. Òîäi {en}

∞
n=1 � îðòîíîìîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðó

H. Òîáòî iñíó¹ îðòîíîìîâàíèé áàçèñ, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ
îïåðàòîðà T .

Äîâåäåííÿ. Âñi en � öå âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà T , ïðè÷îìó ç îãëÿäó íà òå-
îðåìó 4.9 âîíè óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíó ñèñòåìó. Íàì çàëèøèëîñü äîâåñòè
ïîâíîòó öi¹¨ ñèñòåìè. Ïîçíà÷èìî Lin {en}∞n=1 ÷åðåç X. Ïiäïðîñòið X iíâàði-
àíòíèé äëÿ îïåðàòîðà T i ìiñòèòü âñi éîãî âëàñíi âåêòîðè. Îòæå, ïiäïðîñòið
X⊥ òàêîæ áóäå iíâàðiàíòíèì. ßêáè X⊥ áóâ íåíóëüîâèì iíâàðiàíòíèì ïiäïðî-
ñòîðîì, çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 4.11 äî îáìåæåííÿ îïåðàòîðà T íà X⊥ ìè á
îòðèìàëè iñíóâàííÿ ÿêîãîñü âëàñíîãî âåêòîðà â X⊥, àëå æ âñi âëàñíi âåêòîðè
ìiñòÿòüñÿ â X! Öå îçíà÷à¹, ùî ïiäïðîñòið X⊥ ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç íóëÿ, òîáòî
X = H.

Íàðåøòi, çáåðåìî äëÿ çðó÷íîñòi ùîéíî äîâåäåíi îñíîâíi âëàñòèâîñòi â îäíó
òåîðåìó, ÿêó çàçâè÷àé íàçèâàþòü ñïåêòðàëüíîþ òåîðåìîþ äëÿ êîìïàêòíîãî
ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 4.15. Íåõàé H � ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, T ∈ L(H) �
êîìïàêòíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð. Òîäi

1. Âñi âëàñíi ÷èñëà îïåðàòîðà T � öå äiéñíi ÷èñëà, ùî ìiñòÿòüñÿ íà âiä-
ðiçêó [−‖T‖, ‖T‖].

2. Ïðèíàéìíi îäíî ç ÷èñåë −‖T‖, ‖T‖ ¹ âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà T .

3. Âëàñíèõ ÷èñåë àáî ñêií÷åíà êiëüêiñòü, àáî æ âîíè óòâîðþþòü ïîñëi-
äîâíiñòü, ùî ïðÿìó¹ äî íóëÿ.

4. Iñíó¹ îðòîíîìîâàíèé áàçèñ, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïå-
ðàòîðà T .
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Âïðàâè

1. Íåõàé îïåðàòîð T ∈ L(H) çàäàíèé ñâî¹þ ìàòðèöåþ â îðòîíîðìîâàíîìó
áàçèñi. Çà ÿêî¨ óìîâè íà åëåìåíòè ìàòðèöi T áóäå ñàìîñïðÿæåíèì?

2. Çà ÿêî¨ óìîâè íà ÿäðî K ãiëüáåðò�øìiäòîâèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð áóäå
ñàìîñîïðÿæåíèì?

Çàôiêñó¹ìî ôóíêöiþ g ∈ L1 [0, 1] i îçíà÷èìî íà L2 [0, 1] îïåðàòîð Ag, ÿêèé
äi¹ çà ïðàâèëîì (Agf) (t) = g (t) f (t).

3. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî îáðàç îïåðàòîðà Ag çíîâó ëåæèòü â L2 [0, 1], òî Ag ∈
L (L2 [0, 1]). (Ïîðàäà: íàéáiëüø åêîíîìíèé ñïîñiá äîâåäåííÿ íåïåðåðâíîñòi â
ïîäiáíèõ âèïàäêàõ � öå âèêîðèñòàííÿ òåîðåìè ïðî çàìêíåíèé ãðàôiê).

4. Â óìîâàõ ïîïåðåäíüî¨ âïðàâè îá÷èñëèòè íîðìó îïåðàòîðà Ag. Âèêîðèñòî-
âóþ÷è öåé ðåçóëüòàò, äàòè îïèñ òèõ g, äëÿ ÿêèõ Ag ∈ L (L2 [0, 1]).

5. Çà ÿêî¨ óìîâè îïåðàòîð Ag áóäå ñàìîñïðÿæåíèì?
6. Îõàðàêòåðèçóâàòè òi g, äëÿ ÿêèõ îïåðàòîð Ag ìàòèìå âëàñíi ÷èñëà i âåêòî-
ðè.

7. Íåõàé g íå ¹ òîòîæíîþ ñòàëîþ. ×è ìîæå îïåðàòîð Ag ìàòè ïîâíó ñèñòåìó
âëàñíèõ âåêòîðiâ? Òå ñàìå ïèòàííÿ äëÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ g.



Ðîçäië 5. Äîäàòîê. Òåîðåìà ïðî

çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî

ôóíêöiîíàëà â ãiëüáåðòîâîìó

ïðîñòîði

Öÿ òåîðåìà ó ïàðàãðàôi 12.2.3 ïiäðó÷íèêó ÷àñòêîâî ñïèðà¹òüñÿ íà ìàòåðiàë
ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè (ðîçäië 5) ïðî ÿäðà ôóíêöiîíàëiâ i ãiïåðïëîùèíè, ÿêèé ìè
íå âèâ÷àëè. Òîìó äëÿ çðó÷íîñòi íàâåäåìî ìîäèôiêîâàíå äîâåäåííÿ.

Òåîðåìà 5.1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëà F , çàäàíîãî
íà ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò h ∈ H, ùî

F (x) = 〈x, h〉 (5.1)

äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ H. Òàêèé åëåìåíò h âèçíà÷åíèé îäíîçíà÷íî, i ‖F‖ = ‖h‖.

Äîâåäåííÿ. Ó âèïàäêó ôóíêöiîíàëà F , ùî òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ, òâåðäæå-
ííÿ î÷åâèäíå. Íåõàé F 6= 0. Ïîçíà÷èìî ÿäðî ôóíêöiîíàëà F ÷åðåç X. Òîäi
iñíó¹ åëåìåíò e îäèíè÷íî¨ íîðìè, îðòîãîíàëüíèé äî X. Çà øóêàíèé åëåìåíò
âiçüìåìî h = F (e)e. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé x ∈ H i äîâåäåìî âèêîíàííÿ (5.1).
Ïîçíà÷èìî

y = x− F (x)

F (e)
e.

Òîäi F (y) = 0, òîáòî y ∈ X i òîìó 〈y, h〉 = 0 Çàïèøåìî x ó âèãëÿäi

x =
F (x)

F (e)
e+

(
x− F (x)

F (e)
e

)
=
F (x)

F (e)
e+ y.

Òîäi

〈x, h〉 =
〈
F (x)

F (e)
e, h

〉
=
F (x)

F (e)

〈
e, F (e)e

〉
=
F (x)

F (e)
F (e) 〈e, e〉 = F (x),

ùî äîâîäèòü ðiâíiñòü (5.1). Ðiâíiñòü ‖F‖ = ‖h‖ áóëî äîâåäåíî ðàíiøå [Kad,
�12.1.3] ÿê íàñëiäîê íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî. Çàëèøèëîñü ïåðåâiðè-
òè ¹äèíiñòü åëåìåíòà h. Íåõàé h1 ∈ H � òàêèé åëåìåíò, ùî F (x) = 〈x, h1〉
äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ H. Òîäi 〈x, h− h1〉 = 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ H, çîêðåìà
〈h− h1, h− h1〉 = 0. Òîáòî h− h1 = 0 i h = h1. Òåîðåìó äîâåäåíî.
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Çàóâàæåííÿ 1. Çàâäÿêè öié òåîðåìi, ñïðÿæåíèé ïðîñòið H∗ îòîòîæíþ¹-
òüñÿ ç ñàìèì ïðîñòîðîì H: êîæíîìó åëåìåíòó h ∈ H âiäïîâiäà¹ ôóíêöiîíàë
〈·, h〉, òàêèé ùî äi¹ íà x ∈ H çà ôîðìóëîþ 〈x, h〉. Çàóâàæèìî, ùî ïðè òàêîìó
îòîòîæíåííi ¹ òîíêîùi: õî÷à öå îòîòîæíåííÿ � öå ái¹êòèâíà içîìåðiÿ, i ñóìi
åëåìåíòiâ âiäïîâiäà¹ ñóìà ôóíêöiîíàëiâ, àëå ïðè ìíîæåííi åëåìåíòà h íà ñêà-
ëÿð λ âiäïîâiäíèé ôóíêöiîíàë äîìíîæó¹òüñÿ íå íà λ, à íà λ: 〈·, λh〉 = λ〈·, h〉.
Îòîòîæíåííÿ H∗ ç H çàçâè÷àé çàïèñóþòü ÿê H∗ = H. Òðåáà ïàì'ÿòàòè ó
ÿêîìó ñåíñi âèêîðèñòîâóþòü öå ðiâíÿííÿ.

Çàóâàæåííÿ 2. Ìiðêóâàííÿ, âèêîðèñòàíå â êiíöi äîâåäåííÿ, ìîæíà ïîäà-
òè îêðåìèì òâåðäæåííÿì: ÿêùî 〈x, h1〉 = 〈x, h2〉 äëÿ âñiõ x ∈ H, òî h1 = h2.
Öå êîðèñíå çàóâàæåííÿ ìà¹ ñåíñ çàïàì'ÿòàòè.
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