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Ëîêàëüíî îïóêëi ïðîñòîðè

Òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî îïó-

êëèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó íóëÿ U iñíó¹ îïóêëèé îêië

íóëÿ V , ÿêèé ìiñòèòüñÿ â U. Iíøèìè ñëîâàìè, ïðîñòið X ëî-

êàëüíî îïóêëèé, ÿêùî ñèñòåìà N0 îêîëiâ íóëÿ ìà¹ áàçó, ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç îïóêëèõ ìíîæèí.

Òåîðåìà 1. Êîæåí îïóêëèé îêië íóëÿ U ìiñòèòü îïóêëèé çáà-

ëàíñîâàíèé âiäêðèòèé îêië íóëÿ. Çîêðåìà, â ëîêàëüíî îïóêëî-

ìó ïðîñòîði iñíó¹ áàçà îêîëiâ íóëÿ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îïóêëèõ

çáàëàíñîâàíèõ âiäêðèòèõ ìíîæèí.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé V ⊂ U � âiäêðèòèé çáàëàíñîâàíèé îêië íó-

ëÿ. Òîäi conv V ⊂ U. Äîâåäåìî, ùî conv V � îïóêëèé çáàëàí-

ñîâàíèé âiäêðèòèé îêië íóëÿ.
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Îïóêëiñòü ¹ î÷åâèäíîþ. Äàëi, conv V ⊃ V , îòæå, conv V �

îêië íóëÿ. Ïåðåâiðèìî çáàëàíñîâàíiñòü. Íåõàé λ ∈ C1, òîá-

òî |λ| 6 1. Òîäi λV ⊂ V (ç îãëÿäó íà çáàëàíñîâàíiñòü V ) i

λ conv V = conv(λV ) ⊂ conv V . Íàðåøòi, ïåðåâiðèìî âiäêðè-

òiñòü. Îñêiëüêè V � âiäêðèòà ìíîæèíà, à îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ

íà ñêàëÿð i ñóìè ìíîæèí íå âèâîäÿòü çà ìåæi êëàñó âiäêðèòèõ

ìíîæèí, âñi ìíîæèíè âèãëÿäó
∑n

k=1 λkV , äå n ∈ N, λk > 0 i∑n
k=1 λk = 1, âiäêðèòi. Âîäíî÷àñ conv V � öå îá'¹äíàííÿ ìíî-

æèí âèãëÿäó
∑n

k=1 λkV . 2



4 / 9

Äîäàòêîâi ðîçäiëè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó

Ëîêàëüíî îïóêëi ïðîñòîðè

Ôóíêöiÿ p : X → R íàçèâà¹òüñÿ íàïiâíîðìîþ, ÿêùî

p(x) > 0,p(λx) = |λ|p(x) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X i äîâiëüíîãî

ñêàëÿðà λ i p(x + y) 6 p(x) + p(y) äëÿ äîâiëüíèõ x , y ∈ X .

Âiäìiííiñòü íàïiâíîðìè âiä íîðìè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî p(x)
ìîæå äîðiâíþâàòè íóëþ i äëÿ äåÿêèõ íåíóëüîâèõ x ∈ X .

Òàê ñàìî, ÿê i äëÿ íîðìè, îäèíè÷íîþ êóëåþ íàïiâíîðìè p íà-

çèâà¹òüñÿ ìíîæèíà Bp = {x ∈ X : p(x) < 1}. Bp � öå îïóêëà

çáàëàíñîâàíà ìíîæèíà. Íàïiâíîðìà p ìîæå áóòè âiäíîâëåíà

çà ¨¨ îäèíè÷íîþ êóëåþ çà äîïîìîãîþ ôóíêöiîíàëà Ìiíêîâ-

ñüêîãî: p(x) = ϕBp(x) = inf {t > 0 : x ∈ tBp}.
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Òåîðåìà 2. Íàïiâíîðìà p íà òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðî-

ñòîði X ¹ íåïåðåðâíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Bp � îêië íóëÿ.

Äîâåäåííÿ. Bp = p−1(−1,1) � ïðîîáðàç âiäêðèòî¨ ìíîæèíè.

ßêùî p íåïåðåðâíà, òî öåé ïðîîáðàç âiäêðèòèé. Íàâïàêè, íå-

õàé Bp � îêië íóëÿ, äîâåäåìî íåïåðåðâíiñòü íàïiâíîðìè. Äëÿ

áóäü-ÿêîãî x ∈ X i äîâiëüíîãî ε > 0 íàì ïîòðiáíî çíàéòè òà-

êèé îêië U òî÷êè x , ùî p(U) ⊂ (p(x) − ε,p(x) + ε). Òàêèì
îêîëîì ¹ U = x + εBp. Ñïðàâäi, áóäü-ÿêà òî÷êà y ∈ U ìà¹ âè-

ãëÿä y = x +εz, äå p(z) < 1. Îòæå, çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà,

p(x)− ε < p(y) < p(x) + ε. 2
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Íåõàé G � ñiì'ÿ íàïiâíîðì íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði X . ×åðåç

DG ïîçíà÷èìî ñèñòåìó âñiõ ñêií÷åíèõ ïåðåòèíiâ ìíîæèí âè-

ãëÿäó rBp, äå p ∈ G i r > 0. Ëîêàëüíî îïóêëîþ òîïîëîãi¹þ,

ïîðîäæåíîþ ñiì'¹þ íàïiâíîðì G, íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãiÿ τG íà

X , äå áàçîþ îêîëiâ íóëÿ ¹ DG, à áàçîþ îêîëiâ òî÷êè x ∈ X ¹,

âiäïîâiäíî, ñiì'ÿ ìíîæèí âèãëÿäó x + U, äå U ∈ DG.

Ñiì'ÿ íàïiâíîðì G íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíîþ, ÿêùî äëÿ äî-

âiëüíîãî x ∈ X\{0} iñíó¹ p ∈ G ç p(x) 6= 0.

Äóæå çðó÷íèé ÷àñòêîâèé âèïàäîê � öå òîïîëîãiÿ, ùî ïîðî-

äæåíà çðîñòàþ÷îþ ïîñëiäîâíiñòþ íàïiâíîðì p1 6 p2 6 . . ..

Ïîñëiäîâíiñòü xn ∈ X çáiãà¹òüñÿ äî x ∈ X â òîïîëîãii¨, ïîðî-

äæåíié ñiì'¹þ íàïiâíîðì G, ÿêùî p(xn − x) −−−→
n→∞

0 äëÿ âñiõ

p ∈ G.
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Òåîðåìà 3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið, f �

ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà X . Äëÿ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöiîíàëà f
íåîáõiäíî i äîñèòü iñíóâàííÿ òàêî¨ íåïåðåðâíî¨ íàïiâíîðìè p
íà X , ùî |f (x)| 6 p(x) äëÿ âñiõ x ∈ X .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f íåïåðåðâíèé. Òîäi p(x) = |f (x)| ¹ øóêàíîþ
íàïiâíîðìîþ. Íàâïàêè, íåõàé |f (x)| 6 p(x), i p � íåïåðåðâíà

íàïiâíîðìà. Òîäi f îáìåæåíèé â îêîëi íóëÿ Bp. 2

Òåîðåìà 4 (òåîðåìà Ãàíà-Áàíàõà â ëîêàëüíî îïóêëèõ ïðîñòî-

ðàõ). Íåõàé f � ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë, çàäàíèé íà
ïiäïðîñòîði Y ëîêàëüíî îïóêëîãî ïðîñòîðó X . Òîäi f ìîæíà

ïðîäîâæèòè íà âåñü X çi çáåðåæåííÿì ëiíiéíîñòi i íåïåðåðâ-

íîñòi.
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Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ, ìíîæèíà U = {y ∈ Y : |f (y)| < 1} � öå
âiäêðèòèé îêië íóëÿ â Y . Çà îçíà÷åííÿì iíäóêîâàíî¨ òîïîëîãi¨

íà ïiäïðîñòîði, iñíó¹ V � îêië íóëÿ â X , äëÿ ÿêîãî U ⊃ V ∩Y .

Îñêiëüêè ïðîñòið X ëîêàëüíî îïóêëèé, îêië V ìîæíà âèáðàòè

ó âèãëÿäi îäèíè÷íî¨ êóëi äåÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ íàïiâíîðìè p, ÿêà
çàäàíà íà X . Çà ïîáóäîâîþ äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ Y , ÿêùî p(y) <
1, òî y ∈ U i |f (y)| < 1. Òîáòî |f (y)| 6 p(y) ñêðiçü íà Y .

Äàëi òðåáà ðîçìiðêîâóâàòè òàê ñàìî, ÿê i äëÿ íîðìîâàíèõ ïðî-

ñòîðiâ, òiëüêè çàìiñòü íîðìè âèêîðèñòîâóâàòè íàïiâíîðìó p.
2
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Ïðèêëàä 1. Ïðîñòið H(D) ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié ó âiäêðèòié

îáëàñòi D ⊂ C ç ëîêàëüíî îïóêëîþ òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ

ñiì'¹þ âñiõ íàïiâíîðì âèãëÿäó

pK (f ) = max
z∈K
|f (z)| ,

äå K � êîìïàêò â D.

Ïðèêëàä 2. Ïðîñòið C∞[0,1] âñiõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâ-

íèõ ôóíêöié íà [0,1], íà ÿêîìó âèçíà÷åíî ëîêàëüíî îïóêëó

òîïîëîãiþ, ÿêà ïîðîäæåíà ñiì'¹þ íàïiâíîðì

pn(f ) = max
t∈[0,1]

∣∣∣f (n)(t)∣∣∣ , n = 0,1,2, . . .

Ïðèêëàä 3. RN ( CN) � ïðîñòið âñiõ íåñêií÷åíèõ âåêòîðiâ x =
(x1, x2, x3, . . .) íà ÿêîìó âèçíà÷åíî ëîêàëüíî îïóêëó òîïîëîãiþ,
ÿêà ïîðîäæåíà ñiì'¹þ íàïiâíîðì

pn(x) = max
16k6n

|xk | , n = 0,1,2, . . .


	  
	

