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Äîäàòêîâi ðîçäiëè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó

Îáìåæåíi ìíîæèíè

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið. Áóäåìî ãîâîðèòè,

ùî îêië íóëÿ U ∈ N0 ïîãëèíà¹ ìíîæèíó A ⊂ X , ÿêùî iñíó¹

òàêå ÷èñëî t > 0, ùî A ⊂ tU. Ìíîæèíà A ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ

îáìåæåíîþ, ÿêùî âîíà ïîãëèíà¹òüñÿ êîæíèì îêîëîì íóëÿ.

Òåîðåìà. Ñèñòåìà îáìåæåíèõ ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî âå-

êòîðíîãî ïðîñòîðó X ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

(a) Íåõàé A ⊂ X � îáìåæåíà ìíîæèíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî

îêîëó U ∈ N0 iñíó¹ òàêå ÷èñëî N > 0, ùî A ⊂ tU äëÿ

äîâiëüíîãî t > N.

(b) Îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi îáìåæåíèõ ìíîæèí �

çíîâó ìíîæèíà îáìåæåíà.

(c) Äîâiëüíèé êîìïàêò K â X îáìåæåíèé.
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Îáìåæåíi ìíîæèíè

Äîâåäåííÿ. (a) Íåõàé V ∈ N0 � çáàëàíñîâàíèé îêië, ÿêèé ìi-

ñòèòüñÿ â U. Âèáåðåìî òàêå N > 0, ùî A ⊂ NV . Òîäi äëÿ

äîâiëüíîãî t > N ìà¹ìî

A ⊂ NV = t
(

N
t

V
)
⊂ tV ⊂ tU.

(b) Íåõàé A1,A2, . . . ,An � îáìåæåíi ìíîæèíè, U � îêië íóëÿ.

Çãiäíî ç (a), äëÿ êîæíîãî ç Ak iñíó¹ òàêå Nk , ùî Ak ⊂ tU äëÿ

âñiõ t > Nk . Ïîêëàäåìî N = max
16k6n

Nk . Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî

t > N âñi âêëþ÷åííÿ Ak ⊂ tU âèêîíóþòüñÿ îäíî÷àñíî, òîáòî⋃n
k=1 Ak ⊂ tU.

(c) Äëÿ çáàëàíñîâàíîãî âiäêðèòîãî îêîëó íóëÿ U ñêîðèñòàòèñÿ

ôîðìóëîþ

K ⊂ X =
⋃∞

n=1 nU
òà îáðàòè ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ. 2
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Ëiíiéíi îïåðàòîðè i ôóíêöiîíàëè

Ó öüîìó ðîçäiëi X ,E � òîïîëîãi÷íi âåêòîðíi ïðîñòîðè.

Òåîðåìà 1. Ëiíiéíèé îïåðàòîð T : X → E íåïåðåðâíèé òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè âií íåïåðåðâíèé â òî÷öi x = 0.

Äîâåäåííÿ. Íåïåðåðâíèé îïåðàòîð ¹ íåïåðåðâíèì â óñiõ òî-

÷êàõ, çîêðåìà, â íóëi. Ç iíøîãî áîêó, íåõàé îïåðàòîð T íåïå-

ðåðâíèé â íóëi, äîâåäåìî, ùî T íåïåðåðâíèé ó áóäü-ÿêié òî÷öi

x0 ∈ X . Íåõàé V � äîâiëüíèé îêië òî÷êè Tx0 â E . Òîäi V −Tx0
� îêië íóëÿ â E . Çà óìîâîþ, T−1(V − Tx0) � îêië íóëÿ â X .

Âðàõîâóþ÷è ëiíiéíiñòü îïåðàòîðà ìà¹ìî:

T−1(V ) = T−1(V − Tx0) + x0,

òîáòî T−1(V ) � öå îêië òî÷êè x0. 2
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Ëiíiéíi îïåðàòîðè i ôóíêöiîíàëè

Ëiíiéíèé îïåðàòîð T : X → E íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíèì îïåðà-

òîðîì, ÿêùî îáðàç ïiä äi¹þ T äîâiëüíî¨ îáìåæåíî¨ ïiäìíîæè-

íè ïðîñòîðó X ¹ îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ â E .

Òåîðåìà 2. Êîæåí íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð T : X → E
îáìåæåíèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � îáìåæåíà ìíîæèíà â X . Äîâåäåìî îáìå-

æåíiñòü ìíîæèíè T (A). Íåõàé V � äîâiëüíèé îêië íóëÿ â E i

U � òàêèé îêië íóëÿ â X , ùî T (U) ⊂ V . Ñêîðèñòàâøèñü îáìå-

æåíiñòþ ìíîæèíè A, âèáåðåìî òàêå N > 0, ùî A ⊂ tU äëÿ âñiõ

t > N. Òîäi T (A) ⊂ tT (U) ⊂ tV ïðè t > N. 2
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Ëiíiéíi îïåðàòîðè i ôóíêöiîíàëè

Òåîðåìà 3. Íåõàé îïåðàòîð T : X → E ïåðåâîäèòü äåÿêèé îêië

íóëÿ U ïðîñòîðó X â îáìåæåíó ìíîæèíó. Òîäi T íåïåðåðâíèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé T (U) � îáìåæåíà ìíîæèíà Äëÿ äîâiëüíîãî

V � îêîëó íóëÿ â E iñíó¹ òàêå t > 0, ùî T (U) ⊂ tV . Òîäi
1
t

U ⊂ T−1(V ), òîáòî T−1(V ) � îêië íóëÿ â X . 2
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Ëiíiéíi îïåðàòîðè i ôóíêöiîíàëè

Òåîðåìà 4. Äëÿ íåíóëüîâîãî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà f , çàäàíî-
ãî íà òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði X , òàêi óìîâè åêâi-

âàëåíòíi:

(i) ôóíêöiîíàë f íåïåðåðâíèé;
(ii) ÿäðî ôóíêöiîíàëà f çàìêíåíå;
(iii) ÿäðî ôóíêöiîíàëà f íåùiëüíå â X ;

(iv) iñíó¹ îêië íóëÿ U, äëÿ ÿêîãî f (U) � îáìåæåíà ìíîæèíà.

Äîâåäåííÿ. (i) ⇒ (ii). Ïðîîáðàç çàìêíåíî¨ ìíîæèíè çàìêíå-

íèé, çîêðåìà, Kerf = f−1(0) � çàìêíåíà ìíîæèíà.

(ii) ⇒ (iii). ßêùî ÿäðî çàìêíåíå i ùiëüíå â X , òî Kerf = X ,

òîáòî f ≡ 0.
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Ëiíiéíi îïåðàòîðè i ôóíêöiîíàëè

(iii) ⇒ (iv). Íåõàé ÿäðî íåùiëüíå. Òîäi iñíó¹ òî÷êà x ∈ X i

òàêèé çáàëàíñîâàíèé îêië íóëÿ U, ùî (U + x) ∩ Kerf = ∅.
Öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiîíàë f íå ìîæå â æîäíié òî÷öi y ∈ U
ïðèéìàòè çíà÷åííÿ −f (x). Îòæå, f (U) � çáàëàíñîâàíà ìíîæè-
íà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ÿêà íå çáiãà¹òüñÿ ç óñi¹þ êîìïëåêñíîþ

ïëîùèíîþ (−f (x) /∈ f (U)). Òîìó, f (U) � êðóã iç öåíòðîì ó íó-

ëi (â äiéñíîìó âèïàäêó öå áóâ áè âiäðiçîê â R, ñèìåòðè÷íèé
âiäíîñíî íóëÿ).

Iìïëiêàöiþ (iv) ⇒ (i) âæå äîâåäåíî â òåîðåìi 3. 2
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Ëiíiéíi îïåðàòîðè i ôóíêöiîíàëè

Òàê ñàìî, ÿê i ó âèïàäêó íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ, äëÿ òîïîëîãi-

÷íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó X ÷åðåç X ∗ áóäåìî ïîçíà÷àòè ìíî-
æèíó âñiõ íåïåðåðâíèõ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà X . Íà òîïî-

ëîãi÷íi âåêòîðíi ïðîñòîðè ïåðåíîñèòüñÿ òåîðåìà Ãàíà-Áàíàõà

â ãåîìåòðè÷íié ôîðìi.

Òåîðåìà 5. Íåõàé A i B � íåïåðåòèííi íåïîðîæíi îïóêëi ïiä-

ìíîæèíè äiéñíîãî òîïîëîãi÷íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó X i ìíî-

æèíà A âiäêðèòà. Òîäi iñíó¹ òàêèé ôóíêöiîíàë f ∈ X ∗\{0} i
òàêèé ñêàëÿð θ ∈ R, ùî f (a) < θ äëÿ âñiõ a ∈ A i f (b) > θ äëÿ
âñiõ b ∈ B.

Âðàõîâóþ÷è çâ'ÿçîê ìiæ ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì i éîãî äié-

ñíîþ ÷àñòèíîþ, ìîæíà òàêîæ îòðèìàòè âàðiàíò òåîðåìè äëÿ

êîìïëåêñíîãî ïðîñòîðó, çàìiíèâøè îñòàííi óìîâè íà Ref (a) <
θ äëÿ âñiõ a ∈ A i Ref (b) > θ äëÿ âñiõ b ∈ B.
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Ñêií÷åííîâèìiðíi òîïîëîãi÷íi âåêòîðíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 6. Íåõàé X � ãàóñäîðôiâ òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðî-

ñòið, dimX = n. Òîäi:
(a) Äîâiëüíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà X íåïåðåðâíèé.

(b) Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó E
äîâiëüíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð T : X → E íåïåðåðâíèé.

(c) X içîìîðôíèé n-âèìiðíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîðó `n2.

(d) X ïîâíèé.

Äîâåäåííÿ. Íà ïî÷àòêó âiäìiòèìî, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó n ìà-

þòü ìiñöå iìïëiêàöi¨ (a) ⇒ (b) ⇒ (c) ⇒ (d).
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Ñêií÷åííîâèìiðíi òîïîëîãi÷íi âåêòîðíi ïðîñòîðè

Ñïðàâäi, (a) ⇒ (b), îñêiëüêè, âèáèðàþ÷è â X áàçèñ {xk}nk=1
ç êîîðäèíàòíèìè ôóíêöiîíàëàìè {fk}nk=1, îïåðàòîð T ìîæíà

çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

T (x) = T

(
n∑

k=1

fk (x)xk

)
=

n∑
k=1

fk (x)Txk .

Òîáòî îá÷èñëåííÿ T (x) çâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ ñêàëÿðiâ fk (x)
(öÿ äiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ çà ïðèïóùåííÿì (a)), ìíîæåííÿ ¨õ íà

ôiêñîâàíi âåêòîðè Txk i äîäàâàííÿ îòðèìàíèõ äîáóòêiâ. Àëå,

çà àêñiîìàìè òîïîëîãi÷íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó, ìíîæåííÿ

íà ñêàëÿð i ñóìà � íåïåðåðâíi îïåðàöi¨.

(b) ⇒ (c). Îáèäâà ïðîñòîðè X i `n2 ìàþòü âèìiðíiñòü n, îòæå,
iñíó¹ ëiíiéíà ái¹êöiÿ T : X → `n2. Îòæå, i T , i T−1 íåïåðåðâíi

çà óìîâîþ (b).
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Ñêií÷åííîâèìiðíi òîïîëîãi÷íi âåêòîðíi ïðîñòîðè

Íà çàâåðøåííÿ, iìïëiêàöiþ (c) ⇒ (d) îòðèìó¹ìî, âèêîðèñòî-

âóþ÷è ïîâíîòó ïðîñòîðó `n2.

Îñíîâíå òâåðäæåííÿ (a) äîâåäåìî iíäóêöi¹þ çà n. Ïðè n = 0
ïðîñòið X ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç íóëüîâîãî åëåìåíòà, i òâåð-

äæåííÿ ¹ òðèâiàëüíèì. Çäiéñíèìî ïåðåõiä n → n + 1. Íåõàé
dimX = n+1 i f � íåíóëüîâèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà X . Òîäi

Kerf � n-âèìiðíèé ïðîñòið. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ç óðàõó-

âàííÿì äîâåäåíèõ iìïëiêàöié (a) ⇒ (b) ⇒ (c) ⇒ (d), Kerf �

ïîâíèé ïðîñòið. Îòæå, Kerf çàìêíåíå â X , i, çà òåîðåìîþ 4,

ôóíêöiîíàë f íåïåðåðâíèé. 2


	 
	   
	   

