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Ëiíiéíèé ïðîñòið X (äiéñíèé àáî êîìïëåêñíèé) iç çàäàíîþ íà

íüîìó òîïîëîãi¹þ τ íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íèì âåêòîðíèì ïðî-

ñòîðîì, ÿêùî òîïîëîãiÿ τ òàê óçãîäæåíà ç ëiíiéíîþ ñòðóêòó-

ðîþ, ùî âiäîáðàæåííÿ ñóìè åëåìåíòiâ i ìíîæåííÿ ñêàëÿðà íà

åëåìåíò íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ.

Ùîá íå çóïèíÿòèñÿ êîæíîãî ðàçó îêðåìî íà äiéñíîìó i êîì-

ïëåêñíîìó âèïàäêàõ, áóäåìî ïðèïóñêàòè âñi ïðîñòîðè êîìïëå-

êñíèìè, çàëèøàþ÷è ïðîñòiøèé äiéñíèé âèïàäîê ÷èòà÷åâi äëÿ

ñàìîñòiéíîãî âèâ÷åííÿ.

Ðîçïèøåìî îçíà÷åííÿ äåòàëüíiøå. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé

âåêòîðíèé ïðîñòið. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ F : X×X → X i G : C×
X → X , ÿêi äiþòü çà ïðàâèëîì F (x1, x2) = x1 + x2; G(λ, x) =
λx . Óçãîäæåííÿ òîïîëîãi¨ ç ëiíiéíîþ ñòðóêòóðîþ îçíà÷à¹, ùî

ôóíêöi¨ F i G íåïåðåðâíi ÿê ôóíêöi¨ âiä äâîõ çìiííèõ.
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Òåîðåìà 1. Íåõàé U � âiäêðèòà ìíîæèíà â X . Òîäi

� äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X ìíîæèíà U + x ¹ âiäêðèòîþ;

� äëÿ äîâiëüíîãî λ ∈ C\{0} ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíà λU.

Ç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî îêîëè äîâiëüíîãî åëåìåíòà x ∈ X �

öå ìíîæèíè âèãëÿäó U +x , äå U � îêîëè íóëÿ. Âiäïîâiäíî, òî-

ïîëîãiÿ τ îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñèñòåìîþ N0 îêîëiâ íóëÿ.

Òîìó ðåøòà âëàñòèâîñòåé òîïîëîãi¨ τ áóäóòü ôîðìóëþâàòèñÿ

ìîâîþ îêîëiâ íóëÿ. Íèæ÷å ÷åðåç Cr áóäå ïîçíà÷àòèñÿ êðóã â

C ðàäióñà r ç öåíòðîì ó íóëi: Cr = {λ ∈ C : |λ| 6 r}.
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Ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ ïîãëèíàþ-

÷îþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X iñíó¹ òàêå n ∈ N, ùî x ∈ tA
äëÿ äîâiëüíîãî t > n. Ïiäìíîæèíà A ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ çáàëàí-

ñîâàíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ñêàëÿðà λ ∈ C1 âèêîíó¹òüñÿ

âêëþ÷åííÿ λA ⊂ A.

Òåîðåìà 2.Ñèñòåìà N0 îêîëiâ íóëÿ òîïîëîãi÷íîãî âåêòîðíîãî

ïðîñòîðó X ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

(i) Äîâiëüíèé îêië íóëÿ � ïîãëèíàþ÷à ìíîæèíà.

(ii) Êîæåí îêië íóëÿ ìiñòèòü çáàëàíñîâàíèé îêië íóëÿ.

(iii) Äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U ∈ N0 iñíó¹ çáàëàíñîâàíèé îêië

V ∈ N0 ç V + V ⊂ U.
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Äîâåäåííÿ. (i) Çàôiêñó¹ìî x ∈ X i ñêîðèñòà¹ìîñÿ íåïåðåðâ-

íiñòþ ôóíêöi¨ f (λ) = λx . Îñêiëüêè f (0) = 0, íåïåðåðâíiñòü â

òî÷öi λ = 0 îçíà÷à¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî U ∈ N0 iñíó¹ òàêå

ε > 0, ùî λx ∈ U äëÿ äîâiëüíîãî λ ∈ Cε. Ââiâøè ïîçíà÷åííÿ

t = 1
λ , îòðèìà¹ìî, ùî x ∈ tU äëÿ äîâiëüíîãî t > 1

ε .

(ii) Íåõàé U ∈ N0. Çâàæàþ÷è íà íåïåðåðâíiñòü ó òî÷öi (0,0)
ôóíêöi¨ G(λ, x) = λx iñíó¹ òàêå ε > 0 i òàêèé îêië W ∈ N0, ùî

λx ∈ U äëÿ äîâiëüíîãî λ ∈ Cε i áóäü-ÿêîãî x ∈W . Ïîêëàäåìî

V =
⋃
λ∈Cε

λW . Ïîêàæåìî, ùî öÿ ìíîæèíà V ⊂ U i ¹ íåîá-

õiäíèì çáàëàíñîâàíèì îêîëîì íóëÿ. Ç îäíîãî áîêó, V ⊃ εW ,

îòæå, V ∈ N0. Ç iíøîãî áîêó, äëÿ äîâiëüíîãî λ0 ∈ C1 ìà¹ìî

λ0Cε ⊂ Cε, îòæå,

λ0V =
⋃
λ∈Cε

λ0λW =
⋃

µ∈λ0Cε

µW ⊂
⋃
µ∈Cε

µW = V ;

ùî äîâîäèòü çáàëàíñîâàíiñòü îêîëó V .
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(iii) Çâàæàþ÷è íà íåïåðåðâíiñòü ó òî÷öi (0,0) ôóíêöi¨ F (x1, x2) =
x1 + x2 äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U ∈ N0 iñíóþòü îêîëè V1,V2 ∈
N0 ç V1 + V2 ⊂ U. Íåîáõiäíó çáàëàíñîâàíiñòü îêîëó íóëÿ V
âèáåðåìî íà îñíîâi ï. (ii) òàê, ùîá V ìiñòèëàñü â îêîëi V1∩V2.

2

Òåîðåìà 3. Äëÿ âiäîêðåìëþâàíîñòi çà Ãàóñäîðôîì òîïîëîãi-

÷íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó X íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá ñèñòå-

ìà N0 îêîëiâ íóëÿ çàäîâîëüíÿëà òàêó óìîâó: äëÿ äîâiëüíîãî

x 6= 0 iñíó¹ îêië U ∈ N0, ÿêèé íå ìiñòèòü òî÷êè x .
Äîâåäåííÿ. Íåõàé x 6= y . Òîäi x − y 6= 0 é iñíó¹ îêië U ∈ N0,

ÿêèé íå ìiñòèòü x − y . Âèáåðåìî òàêèé îêië V ∈ N0, ùîá

V − V ⊂ U. Òîäi îêîëè x + V i y + V íå ïåðåòèíàþòüñÿ:

ÿêùî iñíó¹ òî÷êà z, ÿêà íàëåæèòü îäíî÷àñíî x + V i y + V , òî

z − x ∈ V , z − y ∈ V i

x − y = (z − y)− (z − x) ∈ V − V ⊂ U. 2
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Ïåðåâiðòå, ùî íèæ÷åíàâåäåíi ïðîñòîðè ¹ òîïîëîãi÷íèìè âå-

êòîðíèìè ïðîñòîðàìè.

18.1. Ïðîñòið L0(Ω,Σ, µ) âèìiðíèõ ôóíêöié íà ïðîñòîði çi ñêií-
÷åííîþ ìiðîþ, íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ çáiæíîñòi çà ìiðîþ. Áàçó

îêîëiâ ôóíêöi¨ f óòâîðþþòü ìíîæèíè ôóíêöié

{g ∈ L0(Ω,Σ, µ) : µ {t : |g(t)− f (t)| > δ} < ε} , δ, ε > 0.

Ó öüîìó ïðîñòîði, çàçâè÷àé, ôóíêöi¨, ÿêi äîðiâíþþòü îäíà

îäíié ìàéæå ñêðiçü, îòîòîæíþþòüñÿ: áåç öi¹¨ äîìîâëåíîñòi

ïðîñòið íå áóâ áè âiäîêðåìëþâàíèì.

18.2. Áóäü-ÿêèé íîðìîâàíèé ïðîñòið â òîïîëîãi¨, ùî çàäà¹òüñÿ

íîðìîþ.

18.3. Äîáóòîê Òèõîíîâà òîïîëîãi÷íèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ, ç

ëiíiéíèìè îïåðàöiÿìè, ÿêi çàäàþòüñÿ ïîêîîðäèíàòíî:

a{xγ}γ∈Γ + b{yγ}γ∈Γ = {axγ + byγ}γ∈Γ.
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18.4. Âíóòðiøíiñòü òà çàìèêàííÿ îïóêëî¨ ìíîæèíè ¹ îïóêëîþ.

18.5. Çàìèêàííÿ ëiíiéíîãî ïiäïðîñòîðó ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòî-

ðîì.

18.6. Êîæåí îêië íóëÿ ìiñòèòü çáàëàíñîâàíèé âiäêðèòèé îêië

íóëÿ.

18.7. Êîæåí îêië íóëÿ ìiñòèòü çáàëàíñîâàíèé çàìêíåíèé îêië

íóëÿ.
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Ùîá óñïiøíî ïðàöþâàòè ç òîïîëîãi÷íèìè âåêòîðíèìè ïðîñòî-

ðàìè, ïîòðiáíî âèçíà÷èòè àíàëîãè îñíîâíèõ ïîíÿòü, ÿêi âèêî-

ðèñòîâóþòüñÿ ïðè ðîáîòi ç íîðìîâàíèìè ïðîñòîðàìè. Îñêiëü-

êè òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið, âçàãàëi êàæó÷è, íåìåòðè-

çîâíèé, òîìó ïîòðiáíî âiäìîâèòèñÿ âiä ìîâè ïîñëiäîâíîñòåé i

âèêîðèñòîâóâàòè âiäïîâiäíó öié çàãàëüíié ñèòóàöi¨ ìîâó îêî-

ëiâ i ôiëüòðiâ.

Îçíà÷åííÿ. Ôiëüòð F ó òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði X
íàçèâà¹òüñÿ ôiëüòðîì Êîøi, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó íóëÿ

U iñíó¹ òàêèé åëåìåíò A ∈ F, ùî A−A ⊂ U. Òàêèé åëåìåíò A
íàçèâà¹òüñÿ ìàëèì ïîðÿäêó U.
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Òåîðåìà 4. ßêùî ôiëüòð F ìà¹ ãðàíèöþ, òî F � ôiëüòð Êîøi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé limF = x i U ∈ N0. Âèáåðåìî V ∈ N0 ç

V−V ⊂ U. Çà îçíà÷åííÿì ãðàíèöi, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò A ∈ F,
ùî A ⊂ x + V . Âiäïîâiäíî,

A− A ⊂ (x + V )− (x + V ) ⊂ V − V ⊂ U. 2
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Òåîðåìà 5. Íåõàé F � ôiëüòð Êîøi íà òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíî-

ìó ïðîñòîði X i x � ãðàíè÷íà òî÷êà ôiëüòðà F. Òîäi limF = x .
Äîâåäåííÿ. Íåõàé x + U � äîâiëüíèé îêië òî÷êè x ,U ∈ N0.

Âèáåðåìî îêië V ∈ N0 ç V + V ⊂ U i ìíîæèíó A ∈ F, ìàëîãî
ïîðÿäêó V : A− A ⊂ V . Çà îçíà÷åííÿì ãðàíè÷íî¨ òî÷êè, ìíî-

æèíè A i x + V ïåðåòèíàþòüñÿ, òîáòî iñíó¹ y ∈ A ∩ (x + V ).
Òîäi

x + U ⊃ x + V + V ⊃ y + V ⊃ y + A− A ⊃ y + A− y = A.

Îòæå, îêië x + U ìiñòèòü åëåìåíò ôiëüòðà F, òîìó x + U ∈ F.
2
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Ìíîæèíà A â òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹-

òüñÿ ïîâíîþ, ÿêùî áóäü-ÿêèé ôiëüòð Êîøi íà X , ùî ìiñòèòü

A ÿê åëåìåíò, ìà¹ ãðàíèöþ, ÿêà íàëåæèòü äî A. Çîêðåìà, òî-
ïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì, ÿêùî

áóäü-ÿêèé ôiëüòð Êîøi â X ìà¹ ãðàíèöþ.

Òåîðåìà 6. Íåõàé X � ïiäïðîñòið òîïîëîãi÷íîãî âåêòîðíîãî

ïðîñòîðó E i A ⊂ X � ïîâíà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó X . Òîäi A
¹ ïîâíîþ ÿê ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó E .
Äîâåäåííÿ. Íåõàé F � ôiëüòð Êîøi íà E , ÿêèé ìiñòèòü A ÿê

åëåìåíò. Òîäi, çîêðåìà X ∈ F, òîáòî ñëiä FX íà X ôiëüòðà

F ¹ ôiëüòðîì. FX � ôiëüòð Êîøi íà X , ÿêèé ìiñòèòü A ÿê

åëåìåíò. Îòæå, çâàæàþ÷è íà ïîâíîòó A â X , ôiëüòð FX ìà¹ â

X ãðàíèöþ a ∈ A. Öÿ æ òî÷êà a ¹ ãðàíèöåþ ôiëüòðà F â E . 2
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Òåîðåìà 7. Ïîâíà ïiäìíîæèíà A ãàóñäîðôîâîãî òîïîëîãi÷íîãî

âåêòîðíîãî ïðîñòîðó X çàìêíåíà. Çîêðåìà, ÿêùî ïiäïðîñòið

ãàóñäîðôîâîãî òîïîëîãi÷íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó ïîâíèé â

iíäóêîâàíié òîïîëîãi¨, òî öåé ïiäïðîñòið çàìêíåíèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé òî÷êà x ∈ X íàëåæèòü äî çàìèêàííÿ ìíî-

æèíè A. Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî x ∈ A. Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ D âñiõ

ïåðåòèíiâ âèãëÿäó (x +U)∩A, äå U ∈ N0. Âñi òàêi ïåðåòèíè íå

ïîðîæíi, i D çàäîâîëüíÿ¹ âñi àêñiîìè áàçè ôiëüòðà. Ôiëüòð F,
ïîðîäæåíèé áàçîþ D, ìàæîðó¹ ôiëüòð Nx âñiõ îêîëiâ òî÷êè

x , îòæå, limF = x . Çîêðåìà, F � öå ôiëüòð Êîøi. Çà ïîáóäîâîþ

íàøà ïîâíà ìíîæèíà A ¹ åëåìåíòîì ôiëüòðà F; îòæå, çãiäíî
ç îçíà÷åííÿì, ó ôiëüòðà F ïîâèííà áóòè ãðàíèöÿ â A. Çâàæà-
þ÷è íà ¹äèíiñòü ãðàíèöi, x ∈ A, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

2


	      
	

