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Êðèòåði¨ êîìïàêòíîñòi â òåðìiíàõ ôiëüòðiâ i óëüòðàôiëüòðiâ

Êðèòåðié êîìïàêòíîñòi â òåðìiíàõ ôiëüòðiâ. Äëÿ ãàóñäîðôî-

âîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) X � êîìïàêò;

(2) êîæåí ôiëüòð íà X ìà¹ ãðàíè÷íó òî÷êó;

(3) êîæåí óëüòðàôiëüòð íà X ìà¹ ãðàíèöþ.

Íàñëiäîê Íåõàé A � óëüòðàôiëüòð íà E ,X � òîïîëîãi÷íèé ïðî-

ñòið i îáðàç ôóíêöi¨ f : E → X ëåæèòü ó äåÿêîìó êîìïàêòi

K ⊂ X . Òîäi iñíó¹ lim
A

f .

Ïðèêëàä ñêií÷åííî-àäèòèâíî¨ ìiðè íà 2N, ÿêà íå ¹ çëi÷åííî-

àäèòèâíîþ.
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Òîïîëîãiÿ, ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü.

Íåõàé íà ìíîæèíi X çàäàíî ñiì'þ âiäîáðàæåíü F , äå âiäîáðà-
æåííÿ f ∈ F äiþòü âiäïîâiäíî â (ìîæëèâî ðiçíi) òîïîëîãi÷íi

ïðîñòîðè f (X ). Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X , äîâiëüíî¨ ñêií÷åí-

íî¨ ñiì'¨ âiäîáðàæåíü {fk}nk=1 ⊂ F i âiäêðèòèõ îêîëiâ Vk òî÷îê

fk (x) ó ïðîñòîði fk (X ) âèçíà÷èìî ìíîæèíè

Un,{fk}n
k=1,{Vk}n

k=1
(x) =

n⋂
k=1

f−1
k (Vk ).

Íàãàäà¹ìî, ùî ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X çàäàíà íåïîðî-

æíÿ ñiì'ÿ ïiäìíîæèí Ux , ÿêà ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

� ÿêùî U ∈ Ux , òî x ∈ U;

� ÿêùî U1,U2 ∈ Ux , òî iñíó¹ òàêå U3 ∈ Ux , ùî

U3 ⊂ U1 ∩ U2;

� ÿêùî U ∈ Ux i y ∈ U, òî iñíó¹ òàêå V ∈ Uy , ùî V ⊂ U,

òî iñíó¹ òîïîëîãiÿ τ íà X , äëÿ ÿêî¨ ñiì'¨ Ux ¹ áàçàìè îêîëiâ

âiäïîâiäíèõ òî÷îê.
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Òîïîëîãiÿ, ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü.

Òîìó íà X iñíó¹ òîïîëîãiÿ (ìîæëèâî, íåâiäîêðåìëþâàíà), äëÿ

ÿêî¨ ìíîæèíè Un,{fk}n
k=1,{Vk}n

k=1
(x) óòâîðþþòü áàçó îêîëiâ òî-

÷êè x äëÿ âñiõ x ∈ X . Ïîçíà÷èìî öþ òîïîëîãiþ ñèìâîëîì

σ(X ,F ). Çîêðåìà, îêîëàìè òî÷êè x ∈ X â òîïîëîãi¨ σ(X ,F )
áóäóòü âñi ìíîæèíè âèãëÿäó f−1(V ), äå f ∈ F , à V � îêië òî÷êè

f (x) ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði f (X ). Îòæå, âñi âiäîáðàæåííÿ
ñiì'¨ F íåïåðåðâíi â σ(X ,F ).

Òåîðåìà 1. σ(X ,F ) � öå íàéñëàáøà ç òîïîëîãié íà X , â ÿêèõ

íåïåðåðâíi âñi âiäîáðàæåííÿ ñiì'¨ F .
Äîâåäåííÿ. Íåõàé τ � äåÿêà òîïîëîãiÿ, â ÿêié âñi âiäîáðàæåííÿ
ñiì'¨ F íåïåðåðâíi. Äîâåäåìî, ùî äîâiëüíà ìíîæèíà âèãëÿäó

Un,{fk}n
k=1,{Vk}n

k=1
(x) áóäå îêîëîì òî÷êè x â òîïîëîãi¨ τ . Öèì

áóäå äîâåäåíî, ùî τ � σ(X ,F ). Çà óìîâîþ, âñi âiäîáðàæåííÿ

fk : X → fk (X ) íåïåðåðâíi â òîïîëîãi¨ τ . Îòæå, f−1
k (Vk ) � öå

âiäêðèòi îêîëè â τ òî÷êè x ; âiäêðèòèì îêîëîì ¹ i ñêií÷åííèé

ïåðåòèí Un,{fk}n
k=1,{Vk}n

k=1
(x) òàêèõ ìíîæèí. 2
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Òîïîëîãiÿ, ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü.

Òîïîëîãiÿ σ(X ,F ) íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ñiì'¹þ

âiäîáðàæåíü F . Iíøà íàçâà (âèíèêëà ç äîâåäåííÿ òåîðåìè) �

íàéñëàáøà òîïîëîãiÿ, â ÿêié íåïåðåðâíi âñi âiäîáðàæåííÿ ñiì'¨

F .

Ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü F âiäîêðåìëþ¹ òî÷êè ìíîæèíè X , ÿêùî

äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2 ∈ X , x1 6= x2 iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ f ∈ F ç

f (x1) 6= f (x2).

Òåîðåìà 2. Íåõàé âñi ïðîñòîðè f (X ), f ∈ F ãàóñäîðôîâi. Äëÿ

òîãî, ùîá òîïîëîãiÿ σ(X ,F ) áóëà âiäîêðåìëþâàíîþ çà Ãàóñ-

äîðôîì, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü F âiä-

îêðåìëþâàëà òî÷êè ìíîæèíè X .
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Òîïîëîãiÿ, ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü.

Äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî F âiäîêðåìëþ¹ òî÷êè ìíîæè-

íè X . Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2 ∈ X , x1 6= x2 iñíó¹ f ∈ F
ç f (x1) 6= f (x2). Îñêiëüêè f (X ) � ãàóñäîðôiâ ïðîñòið, iñíóþòü

íåïåðåòèííi îêîëè V1,V2 òî÷îê f (x1) i f (x2) âiäïîâiäíî. Ìíî-

æèíè f−1(V1) i f−1(V2) ¹ øóêàíèìè σ(X ,F )-îêîëàìè, ùî âiä-

îêðåìëþþòü òî÷êè x1 i x2.

Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé F íå âiäîêðåìëþ¹ òî÷êè ìíîæèíè X . Òîäi

iñíóþòü òàêi x1, x2 ∈ X , x1 6= x2, ùî f (x1) = f (x2) äëÿ äîâiëü-
íîãî f ∈ F . Âiçüìåìî äîâiëüíèé σ(X ,F )-îêië Un,{fk}n

k=1,{Vk}n
k=1

(x1)

òî÷êè x1. Îñêiëüêè fk (x1) = fk (x2) äëÿ âñiõ k = 1,2, . . . ,n, òî-
ìó i x2 òàêîæ ëåæàòèìå â Un,{fk}n

k=1,{Vk}n
k=1

(x1). 2
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Òîïîëîãiÿ, ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü.

Òåîðåìà 3. Äëÿ òîãî, ùîá ôiëüòð F íà X çáiãàâñÿ â òîïîëîãi¨

σ(X ,F ) äî åëåìåíòà x , íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá óìîâà
lim
F

f = f (x)

âèêîíóâàëàñü äëÿ âñiõ f ∈ F .
Äîâåäåííÿ. Ç îãëÿäó íà íåïåðåðâíiñòü âñiõ f ∈ F â σ(X ,F ) íå-
îáõiäíiñòü âèïëèâà¹ ç òåîðåìè, ùî áóëà íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé lim
F

f = f (x) äëÿ âñiõ f ∈ F . Íàì

ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî äîâiëüíèé îêië âèãëÿäó Un,{fk}n
k=1,{Vk}n

k=1
(x)

áóäå åëåìåíòîì ôiëüòðà F. Çà óìîâîþ, lim
F

fk = fk (x), îòæå,

f−1
k (Vk ) ∈ F äëÿ âñiõ k = 1,2, . . . ,n. Îñêiëüêè ôiëüòð ñòiéêèé

âiäíîñíî ñêií÷åíèõ ïåðåòèíiâ åëåìåíòiâ, òî

Un,{fk}n
k=1,{Vk}n

k=1
(x) =

n⋂
k=1

f−1
k (Vk ) ∈ F. 2
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Äîáóòîê Òèõîíîâà

Íåõàé Γ � iíäåêñíà ìíîæèíà (òîáòî ìíîæèíà, åëåìåíòè ÿêî¨

íàäàëi íàçèâàòèìóòüñÿ iíäåêñàìè). Äàëi, íåõàé êîæíîìó iíäå-

êñó γ ∈ Γ ïîñòàâëåíî ó âiäïîâiäíiñòü äåÿêó ìíîæèíó Xγ .
Äåêàðòîâèì äîáóòêîì ìíîæèí Xγ ïî γ ∈ Γ íàçèâà¹òüñÿ ìíî-

æèíà
∏
γ∈Γ Xγ , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç âñiõ ôóíêöié x : Γ→

⋃
γ∈Γ Xγ ,

ùî çàäîâîëüíÿþòü äëÿ äîâiëüíîãî γ ∈ Γ óìîâó x(γ) ∈ Xγ . Â
îêðåìîìó âèïàäêó, êîëè âñi Xγ äîðiâíþþòü îäíié i òié ñàìié

ìíîæèíi X , äîáóòîê ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ôóíêöié x : Γ → X .

Â öüîìó âèïàäêó äåêàðòiâ äîáóòîê íàçèâà¹òüñÿ äåêàðòîâèì

ñòåïåíåì i ïîçíà÷à¹òüñÿ X Γ.

Çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ x ∈
∏
γ∈Γ Xγ ÷àñòî ïîçíà÷àþòü íå x(γ), à xγ

i ñàì åëåìåíò x ∈
∏
γ∈Γ Xγ çàïèñóþòü ó âèãëÿäi x = {xγ}γ∈Γ

ïðîiíäåêñîâàíî¨ ìíîæèíè çíà÷åíü.

Äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ Γ âiäîáðàæåííÿ Pα :
∏
γ∈Γ Xγ → Xα, ÿêå

äi¹ çà ïðàâèëîì Pα(x) = xα, íàçèâàþòü êîîðäèíàòíèì ïðîå-

êòîðîì.
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Äîáóòîê Òèõîíîâà

Íåõàé âñi Xγ , γ ∈ Γ � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Òîïîëîãi¹þ Òèõî-

íîâà íà
∏
γ∈Γ Xγ íàçèâà¹òüñÿ íàéñëàáøà ç òîïîëîãié, â ÿêèõ

íåïåðåðâíi âñi êîîðäèíàòíi ïðîåêòîðè Pα, α ∈ Γ. Äåêàðòiâ
äîáóòîê

∏
γ∈Γ

Xγ , íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ Òèõîíîâà, íàçèâà¹òüñÿ

äîáóòêîì Òèõîíîâà.

Çàçíà÷èìî, ùî êîîðäèíàòíi ïðîåêòîðè î÷åâèäíèì ÷èíîì âiä-

îêðåìëþþòü òî÷êè äîáóòêó, îòæå, çà òåîðåìîþ 2, äîáóòîê Òè-

õîíîâà ãàóñäîðôîâèõ ïðîñòîðiâ âiäîêðåìëþâàíèé çà Ãàóñäîð-

ôîì. Äàëi, çà òåîðåìîþ 3, ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ.

Êðèòåðié çáiæíîñòi â äîáóòêó Òèõîíîâà. Ôiëüòð F íà
∏
γ∈Γ

Xγ

çáiãà¹òüñÿ â òîïîëîãi¨ Òèõîíîâà äî åëåìåíòà x = {xγ}γ∈Γ òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè xγ = lim
F

Pγ äëÿ âñiõ γ ∈ Γ.


	      
	,  ' .
	 

