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Óëüòðàôiëüòðè

Óëüòðàôiëüòðîì íà X íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèé çà âêëþ÷å-

ííÿì ôiëüòð íà X . Äåòàëüíiøå: ôiëüòð A íà X íàçèâà¹òüñÿ

óëüòðàôiëüòðîì, ÿêùî äîâiëüíèé ôiëüòð F íà X , ùî ìàæîðó¹
A, çáiãà¹òüñÿ ç A.

Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíîãî ôiëüòðà F íà X iñíó¹ óëüòðàôiëüòð,

ùî éîãî ìàæîðó¹.

Ëåìà 1. Íåõàé A � óëüòðàôiëüòð, A ⊂ X i âñi åëåìåíòè óëü-

òðàôiëüòðà ïåðåòèíàþòüñÿ ç A. Òîäi A ∈ A.
Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî, äîäàâøè äî ñiì'¨ ìíîæèí A ÿê

åëåìåíò ùå ìíîæèíó A, ìè îòðèìà¹ìî öåíòðîâàíó ñiì'þ ìíî-

æèí. Òîìó iñíó¹ ôiëüòð F, ùî ìiñòèòü âñi åëåìåíòè öi¹¨ öåí-

òðîâàíî¨ ñiì'¨. Ìà¹ìî: F ⊃ A, A � óëüòðàôiëüòð, òîáòî F = A.
Ç iíøîãî áîêó, çà ïîáóäîâîþ, A ∈ F. Òîìó, A ∈ A. 2
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Óëüòðàôiëüòðè

Êðèòåðié óëüòðàôiëüòðà. Ùîá ôiëüòð A íà X áóâ óëüòðàôiëü-

òðîì, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊂ X
àáî A, àáî X\A íàëåæàëî äî ôiëüòðà A.
Äîâåäåííÿ.

Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé A � óëüòðàôiëüòð i X\A /∈ A. Òîäi æîäíà
ìíîæèíà B ∈ A íå ìiñòèòüñÿ ïîâíiñòþ â X\A, òîáòî äîâiëüíà
B ∈ A ïåðåòèíà¹òüñÿ ç A. Òîìó, çà ëåìîþ 1, A ∈ A.
Äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî A � íå óëüòðàôiëüòð. Òîäi iñíó¹

ôiëüòð F ⊃ A i ìíîæèíà A ∈ F\A. Çà ïîáóäîâîþ, A /∈ A. Ç
iíøîãî áîêó, X\A íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç A, A ∈ F, òîìó, X\A íå

ìîæå íàëåæàòè äî ôiëüòðà F, à òèì áiëüøå äî ìåíøîãî, íiæ

F ôiëüòðà A. 2
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Íàñëiäîê 1. Îáðàç óëüòðàôiëüòðà � óëüòðàôiëüòð.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f : X → Y ,A � óëüòðàôiëüòð íà X . Ðîç-
ãëÿíåìî äîâiëüíó A ⊂ Y . Òîäi àáî f−1(A), àáî f−1(Y\A) =
X\f−1(A) íàëåæèòü äî A. Âiäïîâiäíî àáî A, àáî Y\A íàëå-

æèòü äî f [A]. 2

Ëåìà 2. Íåõàé A � óëüòðàôiëüòð íà ãàóñäîðôîâîìó òîïîëîãi-

÷íîìó ïðîñòîði X i x ∈ LIM(A). Òîäi x = limA. Çîêðåìà, â
óëüòðàôiëüòðà ìîæå áóòè íå áiëüøå îäíi¹¨ ãðàíè÷íî¨ òî÷êè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé U � äîâiëüíèé îêië òî÷êè x . Òîäi, çà îçíà÷å-
ííÿì ãðàíè÷íî¨ òî÷êè, U ïåðåòèíà¹òüñÿ çi âñiìà åëåìåíòàìè

óëüòðàôiëüòðà A. Çà ëåìîþ, U ∈ A. 2
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Òåîðåìà 1. Ãàóñäîðôiâ òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið K ¹ êîìïàêòîì

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äîâiëüíà öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ

ïiäìíîæèí ïðîñòîðó K ìà¹ ñïiëüíó òî÷êó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé K � êîìïàêò, W � öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíå-

íèõ ïiäìíîæèí K . Ïðèïóñòèìî, ùî â åëåìåíòiâ öi¹¨ ñiì'¨ íåìà¹

ñïiëüíî¨ òî÷êè, òîáòî
⋂

W∈W W ïîðîæíié.

Ïåðåõîäÿ÷è äî äîïîâíåíü, îäåðæó¹ìî, ùî
⋃

W∈W (K\W ) = K .

Îòæå, âiäêðèòi ìíîæèíè âèãëÿäó K\W óòâîðþþòü ïîêðèòòÿ

êîìïàêòó K . Âèáåðåìî ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ:

K\W1, ... ,K\Wn, Wi ∈W,
⋃n

i=1 (K\Wi) = K .

Àëå îñòàííÿ óìîâà îçíà÷à¹, ùî
⋂n

i=1 Wi ïîðîæíié. Ïðîòèði÷÷ÿ

iç öåíòðîâàíiñòþ ñiì'¨ W.
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Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî áóäü-ÿêà öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíå-

íèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó K ìà¹ ñïiëüíó òî÷êó, i äîâåäåìî, ùî

K � êîìïàêò. Íåõàé ñiì'ÿ U âiäêðèòèõ ìíîæèí óòâîðþ¹ ïî-

êðèòòÿ ïðîñòîðó K . Òîäi äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòiâ ñiì'¨ U �

öå ñèñòåìà W çàìêíåíèõ ìíîæèí iç ïîðîæíiì ïåðåòèíîì. Çà

óìîâîþ W íå ìîæå áóòè öåíòðîâàíîþ ñiì'¹þ ìíîæèí, îòæå,

iñíó¹ ñêií÷åííèé íàáið W1, ... ,Wn ∈ W, ÿêèé ìà¹ ïîðîæíié

ïåðåòèí. Òîäi ⋃n
i=1 (K\Wi) = K , K\Wi ∈ U,

òîáòî ç ïîêðèòòÿ U ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ.

Òåîðåìó äîâåäåíî. 2
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Êðèòåðié êîìïàêòíîñòi â òåðìiíàõ ôiëüòðiâ. Äëÿ ãàóñäîðôî-

âîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) X � êîìïàêò;

(2) êîæåí ôiëüòð íà X ìà¹ ãðàíè÷íó òî÷êó;

(3) êîæåí óëüòðàôiëüòð íà X ìà¹ ãðàíèöþ.

Äîâåäåííÿ.

(1) ⇒ (2). Ôiëüòð F � öåíòðîâàíà ñiì'ÿ ìíîæèí. Òèì ïà÷å,

öåíòðîâàíîþ áóäå ñiì'ÿ çàìèêàíü åëåìåíòiâ ôiëüòðà. Òîìó, ïå-

ðåòèí LIM(F) öèõ çàìèêàíü íå ïîðîæíié.
(2) ⇒ (1). Íåõàé C � äîâiëüíà öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ

ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X . Òîäi iñíó¹ ôiëüòð F ⊃ C. Ìà¹ìî⋂
A∈C

A ⊃
⋂
A∈F

A = LIM(F) 6= ∅.
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(2) ⇒ (3). Çà óìîâîþ (2) êîæåí óëüòðàôiëüòð ìà¹ ãðàíè÷íó

òî÷êó, à çà ëåìîþ 2 öÿ òî÷êà áóäå ãðàíèöåþ óëüòðàôiëüòðà.

(3) ⇒ (2). Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé ôiëüòð F íà X i âèáåðåìî

(òåîðåìà 1) óëüòðàôiëüòð A ⊃ F. Çà óìîâîþ (3), óëüòðàôiëüòð

A ìà¹ ãðàíèöþ x ∈ X . Öåé x áóäå ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ôiëüòðà

F.
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Íàñëiäîê 2. Íåõàé A � óëüòðàôiëüòð íà E ,X � òîïîëîãi÷íèé

ïðîñòið i îáðàç ôóíêöi¨ f : E → X ëåæèòü ó äåÿêîìó êîìïàêòi

K ⊂ X . Òîäi iñíó¹ lim
A

f .

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî f ÿê ôóíêöiþ, ùî äi¹ ç E â K . Îñêiëü-

êè (íàñëiäîê 1) f [A] � óëüòðàôiëüòð íà êîìïàêòi K , òî iñíó¹

lim f [A]. À, çà îçíà÷åííÿì, lim
A

f = lim f [A]. 2

Ïðèêëàä. Íåõàé E � ìíîæèíà, e ∈ E � ôiêñîâàíà òî÷êà. Ïåðå-

âiðòå, ùî ñiì'ÿ Ae ⊂ 2E âñiõ ìíîæèí, ÿêà ìiñòèòü e ÿê åëåìåíò,

óòâîðþ¹ óëüòðàôiëüòð íà E . Óëüòðàôiëüòð òàêîãî âèãëÿäó íà-
çèâà¹òüñÿ òðèâiàëüíèì óëüòðàôiëüòðîì.

Iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíèõ óëüòðàôiëüòðiâ íà N.


	
	      

