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Ãðàíèöi, ãðàíè÷íi òî÷êè i ïîðiâíÿííÿ ôiëüòðiâ

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, F � ôiëüòð íà X .

Òî÷êà x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ôiëüòðà F (ïîçíà÷åííÿ �

x = limF), ÿêùî F ìàæîðó¹ ôiëüòð îêîëiâ òî÷êè x . Iíøèìè
ñëîâàìè, x = limF, ÿêùî êîæåí îêië òî÷êè x íàëåæèòü äî

ôiëüòðà F.

Òî÷êà x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ôiëüòðà F, ÿêùî
êîæåí îêië òî÷êè x ïåðåòèíà¹òüñÿ çi âñiìà åëåìåíòàìè ôiëü-

òðà F. Ìíîæèíà âñiõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê ôiëüòðà F ïîçíà÷à¹òüñÿ

LIM(F).
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Ãðàíèöi, ãðàíè÷íi òî÷êè i ïîðiâíÿííÿ ôiëüòðiâ

Òåîðåìà 1. Íåõàé F � ôiëüòð íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X , D
� äåÿêà áàçà ôiëüòðà F. Òîäi

(a) x = limF òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U
òî÷êè x iñíó¹ òàêèé åëåìåíò A ∈ D, ùî A ⊂ U.

(b) ßêùî x = limF, òî x � ãðàíè÷íà òî÷êà ôiëüòðà F. ßêùî,
êðiì òîãî, X � ãàóñäîðôiâ ïðîñòið, òî ôiëüòð F íå ìà¹

iíøèõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê. Çîêðåìà, ÿêùî ôiëüòð ó

ãàóñäîðôîâîìó ïðîñòîði ìà¹ ãðàíèöþ, òî öÿ ãðàíèöÿ

¹äèíà.

(c) Ìíîæèíà LIM(F) çáiãà¹òüñÿ ç ïåðåòèíîì çàìèêàíü âñiõ

åëåìåíòiâ ôiëüòðà F.
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Äîâåäåííÿ

(a) Çà îçíà÷åííÿì, x = limF, ÿêùî êîæåí îêië U òî÷êè x
íàëåæèòü äî ôiëüòðà F. Ó ñâîþ ÷åðãó, U ∈ F òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè U ìiñòèòü äåÿêó ïiäìíîæèíó A ∈ D.
(b) Íåõàé x = limF, U � îêië òî÷êè x . Òîäi U ∈ F i, ÿê íà-

ñëiäîê, äîâiëüíà ìíîæèíà A ∈ F ïåðåòèíà¹òüñÿ ç U. Òîáòî

x ∈ LIM(F).
Äàëi, íåõàé x = limF, y ∈ LIM(F), U i V � äîâiëüíi îêîëè

òî÷îê x i y âiäïîâiäíî. Òîäi U ∈ F i, îñêiëüêè äîâiëüíèé îêië

ãðàíè÷íî¨ òî÷êè ïåðåòèíà¹òüñÿ çi âñiìà åëåìåíòàìè ôiëüòðà

F, òî U∩V 6= ∅. Ç îãëÿäó íà âiäîêðåìëþâàíiñòü çà Ãàóñäîðôîì

îñòàííÿ óìîâà ìîæå âèêîíóâàòèñÿ, ëèøå ÿêùî x = y .
(c) Çà îçíà÷åííÿì, x ∈ LIM(F) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äîâiëü-

íèé åëåìåíò A ∈ F ïåðåòèíà¹òüñÿ çi âñiìà îêîëàìè òî÷êè x .
Öå åêâiâàëåíòíå òîìó, ùî x íàëåæèòü äî çàìèêàííÿ êîæíîãî

åëåìåíòà A ∈ F. 2
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Òåîðåìà 2. Íåõàé F1, F2 � ôiëüòðè íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði

X i F1 ⊂ F2. Òîäi:

(i) ÿêùî x = limF1, òî x = limF2;

(ii) ÿêùî x ∈ LIM(F2), òî x ∈ LIM(F1). Çîêðåìà,

(iii) ÿêùî x = limF2, òî x ∈ LIM(F1).

Äîâåäåííÿ. (i) F1 ìàæîðó¹ ôiëüòð Nx îêîëiâ òî÷êè x , F1 ⊂ F2,

îòæå, Nx ⊂ F2.

(ii) Îñêiëüêè ïðè çáiëüøåíi êiëüêîñòi ìíîæèí ¨õ ïåðåòèí çìåí-

øó¹òüñÿ, ìà¹ìî

LIM(F2) =
⋂

A∈F2

A ⊂
⋂

A∈F1

A = LIM(F1). 2
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Îçíà÷åííÿ. Íåõàé X � ìíîæèíà, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,

F � ôiëüòð íà X . Òî÷êà y ∈ Y íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨

f : X → Y çà ôiëüòðîì F (ïîçíà÷åííÿ � y = limF f ), ÿêùî
y = lim f [F].
Iíøèìè ñëîâàìè, y = limF f , ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U
òî÷êè y iñíó¹ òàêèé åëåìåíò A ∈ F, ùî f (A) ⊂ U.

Òî÷êà y ∈ Y íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ f : X →
Y çà ôiëüòðîì F, ÿêùî y ∈ LIM(f [F]), òîáòî ÿêùî êîæåí îêië

òî÷êè y ïåðåòèíà¹òüñÿ ç îáðàçàìè âñiõ åëåìåíòiâ ôiëüòðà F.

Ïðèêëàä. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, f : N → X i F �

ôiëüòð Ôðåøå íà N. Òîäi lim
F

f = lim
n→∞

f (n).
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Òåîðåìà 3. Íåõàé X ,Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, F � ôiëüòð íà

X , x = limF i ôóíêöiÿ f : X → Y íåïåðåðâíà. Òîäi f (x) = lim
F

f .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé U � äîâiëüíèé îêië òî÷êè f (x). Òîäi iñíó¹
îêië V òî÷êè x , äëÿ ÿêîãî f (V ) ⊂ U. Óìîâà x = limF îçíà-

÷à¹, ùî V ∈ F. Òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U òî÷êè f (x) ìè
çíàéøëè ïîòðiáíèé åëåìåíò V ∈ F ç f (V ) ⊂ U. 2

Âïðàâà. Çàïèøiòü äëÿ ôóíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨ âèðàçè lim
x→+∞

f (x)

lim
x→a+0

f (x), lim
x→∞

f (x), lim
x→a

f (x), lim
x→a−0

f (x) i lim
x→−∞

f (x) ÿê ãðà-

íèöi ôóíêöié çi ñïåöiàëüíî ïiäiáðàíèì ôiëüòðîì.
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Óëüòðàôiëüòðè.

Íàñòóïíà ëåìà ¹ îñíîâîþ çàñòîñóâàííÿ ëåìè Öîðíà äî ñiìåé

ôiëüòðiâ.

Ëåìà. ÍåõàéM � ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà íåïîðîæíÿ ñiì'ÿ ôiëü-

òðiâ, çàäàíèõ íà ìíîæèíi X , òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ F1 ,F2 ∈ M
àáî F1 ⊃ F2, àáî F2 ⊃ F1. Òîäi îá'¹äíàííÿ F âñiõ ôiëüòðiâ ñiì'¨

M çíîâó áóäå ôiëüòðîì íà X .

Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè äëÿ ñiì'¨ ìíîæèí F âèêîíàí-

íÿ àêñiîì ôiëüòðà. Àêñiîìè (i) i (ii) òóò î÷åâèäíi, ïåðåâiðèìî

âèêîíàííÿ òèõ äâîõ, ùî çàëèøèëèñü.

(iii) Íåõàé A,B ∈ F. Òîäi iñíóþòü òàêi F1,F2 ∈ M, ùî A ∈
F1,B ∈ F2. Çà óìîâîþ, îäèí iç ôiëüòðiâ F1,F2 ìàæîðó¹ ií-

øèé. Ââàæàòèìåìî, ùî F2 ⊃ F1. Òîäi îáèäâi ìíîæèíè A,B
íàëåæàòü äî F2 i, îñêiëüêè F2 � ôiëüòð, òî A ∩ B ∈ F2 ⊂ F.
(iv) Íåõàé A ∈ F,A ⊂ B ⊂ X . Òîäi iñíó¹ òàêèé F1 ∈ M, ùî

A ∈ F1. Îñêiëüêè F1 � ôiëüòð, òî B ∈ F1 ⊂ F. 2



9 / 9

Äîäàòêîâi ðîçäiëè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó

Óëüòðàôiëüòðè.

Óëüòðàôiëüòðîì íà X íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèé çà âêëþ÷å-

ííÿì ôiëüòð íà X . Äåòàëüíiøå: ôiëüòð A íà X íàçèâà¹òüñÿ

óëüòðàôiëüòðîì, ÿêùî äîâiëüíèé ôiëüòð F íà X , ùî ìàæîðó¹

A, çáiãà¹òüñÿ ç A.

Ç ëåìè Öîðíà âiäðàçó âèïëèâà¹ òàêà òåîðåìà iñíóâàííÿ.

Òåîðåìà 4. Äëÿ äîâiëüíîãî ôiëüòðà F íà X iñíó¹ óëüòðàôiëüòð,

ùî éîãî ìàæîðó¹.
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