
Варiант 1

1. Нехай просторова крива параметризована натуральним параметром, ρ = 1/k, σ =
1/κ – величини, оберненi до її кривини i скруту вiдповiдно, ρ′ 6= 0, i a2 = ρ2 + (ρ′σ)2

постiйна (a > 0). Довести, що тодi крива лежить на сферi радiуса a.
2. Довести, що якщо на n-вимiрному гладкому многовидi iснує зовнiшня n-форма, яка

в жоднiй точцi не дорiвнює нулю, то вiн орiєнтовний.

Варiант 2

1. Iнверсiєю площини вiдносно кола радiуса r з центром у початку координат 0 нази-
вається вiдображення R2\{0} на себе, що переводить кожну точку x у r2x

|x|2 . Показати, що
при iнверсiї площини стичне коло кривої, що не проходить через центр iнверсiї 0, перехо-
дить у стичне коло образу кривої.

2. Довести, що якщо на гладкому многовидi M iснує зовнiшня 2-форма, невироджена
в кожнiй точцi, або майже комплексна структура, тобто (1, 1)-тензорне поле J операторiв
Jp : TpM → TpM таке, що (Jp)

2 = −id для будь-якої точки p ∈M , то вимiрнiсть M парна.

Варiант 3

1. Стичною сферою у деякiй точцi просторової кривої γ з ненульовим скрутом зветься
сфера, у якої з кривою у цiй точцi дотик третього порядку. Довести що перетином стичної
сфери i стичної площини у тiй же точцi є коло з центром у точцi γ + 1

k
ν (стичне коло).

Показати, що для кривої постiйної кривини це буде велике коло цiєї сфери.
2. Навести приклад трьох гладких векторних полiв X1, X2, X3 на сферi S3 таких, що їх

значення утворюють базис дотичного простору у кожнiй точцi сфери. Знайти розкладення
[Xi, Xj] = ckijXk для будь-яких i та j вiд 1 до 3.

Варiант 4

1. Довести, що для просторової кривої γ iснує така крива γ∗, що головнi нормалi γ є
бiнормалями γ∗ у вiдповiдних точках тодi i тiльки тодi, коли кривина i скрут γ задоволь-
няють спiввiдношення k = λ(k2 + κ2) для деякого постiйного λ.

2. Довести, що будь-яка голоморфна функцiя f : U → f(U) є конформною еквiвалент-
нiстю вiдкритої U ⊂ C на її образ f(U) ⊂ C (тобто вважаємо, що f не переводить точки
U у нескiнченнiсть) вiдносно стандартної евклiдової метрики на C = R2.

Варiант 5

1. Довести, що в деякому околi точки, у якiй скрут просторової кривої не дорiвнює
нулю, крива перетинає свою стичну площину, розташовуючися по обидва її боки, але
залишається з одного боку вiд спрямної площини.

2. Довести, що група SL(n,R) матриць визначника 1 є гладким вкладеним пiдмного-
видом у просторi всiх дiйсних (n × n)-матриць, встановити вимiрнiсть цього многовида i
описати його (матричний) дотичний простiр у одиничнiй матрицi.



Варiант 6

1. Довести, що просторова крива з ненульовим скрутом κ i натуральним параметром s
лежить на сферi тодi i тiльки тодi, коли її радiус кривини R = 1/k задовольняє рiвнянню

R
′′
σ +R = 0, де σ =

s∫
0

κds (тобто R = C cosσ +K sinσ для деяких констант C i K).

2. Довести, що якщо на 2n-вимiрному гладкому многовидi M iснує зовнiшня 2-форма,
невироджена в кожнiй точцi, то M орiєнтовний.

Варiант 7

1. Стичною сферою у деякiй точцi просторової кривої з ненульовим скрутом зветься
сфера, у якої з кривою у цiй точцi дотик третього порядку. Довести, що якщо γ2 – лiнiя
центрiв стичних сфер (аналог еволюти) кривої γ1 i γ1 – лiнiя центрiв стичних сфер γ2
(тобто мiж їхнiми точками можна встановити вiдповiднiсть так, що кожна з двох вiдпо-
вiдних точок буде центром стичної сфери в iншiй), то γ1 i γ2 мають рiвнi постiйнi кривини.
Встановити, як пов’язанi їхнi скрути у вiдповiдних точках.

2. Говорять, що на 2n-вимiрному гладкому многовидi M iснує комплексна структура,
якщо на ньому iснує атлас, усi вiдображення переходу якого голоморфнi при ототожненнi
R2n з Cn (тобто вони гладкi i мають вигляд (x1, y1, . . . , xn, yn) 7→ (x̃1, ỹ1, . . . , x̃n, x̃n), при
цьому виконуються умови Кошi-Рiмана ∂x̃i

∂xj
= ∂ỹi

∂yj
i ∂x̃i

∂yj
= − ∂ỹi

∂xj
для будь-яких i i j вiд 1 до

n). Довести, що у цьому випадку M орiєнтовний.

Варiант 8

1. На бiнормалях розташованої у просторi пласкої кривої γ в одному й тому ж напрям-
ку вiдкладаються вiдрiзки, що пропорцiйнi натуральному параметру s кривої γ. Знайти
кривину та скрут кривої γ∗, що утворена кiнцями цих вiдрiзкiв. Довести, що γ∗ перетинає
бiнормалi γ пiд постiйним кутом, i знайти його.

2. Довести, що група U(n) унiтарних матриць є гладким вкладеним пiдмноговидом у
просторi всiх комплексних (n × n)-матриць (який ми природнiм чином ототожнюємо з
R2n2), встановити (дiйсну) вимiрнiсть цього многовида i описати його (матричний) дотич-
ний простiр у одиничнiй матрицi.

Варiант 9

1. Довести, що кривина просторової кривої у точцi дорiвнює кривинi її проекцiї на
стичну площину у цiй точцi.

2. Довести, що якщо на 2n-вимiрному гладкому многовидi M iснує зовнiшня 2-форма,
невироджена в кожнiй точцi, то на ньому iснує майже комплексна структура, тобто (1, 1)-
тензорне поле J операторiв Jp : TpM → TpM таке, що (Jp)

2 = −id для будь-якої точки
p ∈M .



Варiант 10

1. Довести, що якщо вiдношення скрута до кривини просторової кривої γ постiйне, то
її евольвента γ∗ = γ + (C − s)τ є пласкою кривою (тут s – натуральний параметр γ, C –
константа).

2. Нехай X1, . . . , Xn – гладкi векторнi поля на многовидi M такi, що їх значення утво-
рюють базис дотичного простору у кожнiй точцiM , а ω1, . . . , ωn – дуальна система гладких
1-форм: ωi(Xj) = δij для будь-яких i та j вiд 1 до n. Нехай [Xi, Xj] = ckijXk для будь-яких
i та j вiд 1 до n. Довести рiвняння Маурера-Картана: dωk = −1

2
ckijω

i ∧ ωj для всiх k вiд 1
до n.

Варiант 11

1. Стичною сферою у деякiй точцi просторової кривої з ненульовим скрутом зветься
сфера, у якої з кривою у цiй точцi дотик третього порядку. Довести, що якщо γ2 – лiнiя
центрiв стичних сфер (аналог еволюти) кривої γ1 постiйної кривини, то вона має ту ж
постiйну кривину, i γ1 – лiнiя центрiв стичних сфер γ2. Встановити, як пов’язанi їхнi
скрути у вiдповiдних точках.

2. Довести що 3-вимiрний дiйсний проективний простiр RP 3 орiєнтовний.

Варiант 12

1. Нехай двi кривi γ1 та γ2 на площинi дотикаються у деякiй точцi p, мають у цiй точцi
додатнi кривини k1 та k2 вiдповiдно, i нехай у деякому околi p носiй γ2 лежить мiж носiєм
γ1 i їхньою спiльною дотичною. Довести, що тодi k1 > k2.

2. Довести, що стандартна стереографiчна проекцiя S2\{N} → E2 є конформною еквi-
валентнiстю.

Варiант 13

1. Описати всi просторовi кривi, що мають дану сферичну iндикатрису бiнормалей
β : I → S2 (тобто всi тi, для яких β буде їхнiм полем бiнормалей).

2. Довести, що дотичне розшарування будь-якого многовида є орiєнтовним многови-
дом.

Варiант 14

1. Довести, що крива на (фiксованiй) сферi однозначно з точнiстю до iзометрiї визна-
чається заданням кривини як функцiї натурального параметра (одним натуральним рiв-
нянням). Тобто будь-якi двi кривi, у яких цi функцiї спiвпадають, повиннi переходити
одна в одну пiд дiєю деякої iзометрiї сфери. Те ж саме для задання скруту як функцiї
натурального параметра разом зi значенням кривини в однiй точцi.

2. Нехай {Uα}α∈A – локально скiнченне вiдкрите покриття гладкого многовида M ,
{fα}α∈A – пiдпорядковане цьому покриттю гладке розбиття одиницi, i для кожного α ∈ A
на Uα задана рiманова метрика gα. Довести, що

∑
α∈A

fαgα – рiманова метрика наM . Вiдомо,

що у будь-яке вiдкрите покриття гладкого многовида можна вписати локально скiнченне
вiдкрите покриття, якому пiдпорядковане деяке гладке розбиття одиницi. Вивести з цього,
що на будь-якому гладкому многовидi iснує рiманова метрика.


