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Ôiëüòðè i áàçè ôiëüòðiâ

Îçíà÷åííÿ (1937, Henri Cartan (1904�2008)). Ñiì'ÿ ïiäìíîæèí

F ìíîæèíè X íàçèâà¹òüñÿ ôiëüòðîì íà X , ÿêùî äëÿ íå¨ âèêî-

íóþòüñÿ òàêi àêñiîìè:

(i) ñiì'ÿ F íåïîðîæíÿ;

(ii) ∅ 6∈ F;

(iii) ÿêùî A,B ∈ F, òî A ∩ B ∈ F;

(iv) ÿêùî A ∈ F, A ⊂ B ⊂ X , òî B ∈ F.

Íàñëiäêè ç àêñiîì ôiëüòðà:

(v) X ∈ F (çàñòîñîâó¹ìî (i) i (iv));

(vi) ïåðåòèí äîâiëüíîãî ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåíòiâ ôiëüòðà

� çíîâó åëåìåíò ôiëüòðà;

(vii) ïåðåòèí äîâiëüíîãî ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåíòiâ ôiëüòðà

íå ïîðîæíié.

Ïðèêëàäîì ôiëüòðà ìîæå áóòè ñèñòåìà Nx âñiõ îêîëiâ òî÷êè

x â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X .
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Îçíà÷åííÿ. Íåïîðîæíÿ ñiì'ÿ ïiäìíîæèí D ìíîæèíè X íàçè-

âà¹òüñÿ áàçîþ ôiëüòðà, ÿêùî

(a) ∅ 6∈ D i

(b) äëÿ äîâiëüíèõ A,B ∈ D iñíó¹ òàêå C ∈ D, ùî C ⊂ A ∩ B.

Íåõàé D � áàçà ôiëüòðà. Ôiëüòðîì, ïîðîäæåíèì áàçîþ D, íà-
çèâà¹òüñÿ ñiì'ÿ F âñiõ ìíîæèí A ⊂ X , ùî ìiñòèòü ÿê ïiäìíî-

æèíó õî÷à á îäèí åëåìåíò áàçè D.
Ïåðåâiðêó êîðåêòíîñòi îñòàííüîãî îçíà÷åííÿ, òîáòî, ùî ôiëüòð

F, ïîðîäæåíèé áàçîþ D, íàñïðàâäi ¹ ôiëüòðîì, çàëèøà¹ìî ÷è-
òà÷åâi.

ßêùî X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, x0 ∈ X , à çà áàçó D âiçüìå-

ìî ñiì'þ âñiõ âiäêðèòèõ ìíîæèí, ùî ìiñòÿòü x0, òî ôiëüòð,

ïîðîäæåíèé áàçîþ D, � öå ôiëüòð Nx0
âñiõ îêîëiâ òî÷êè x0.
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Ùå îäèí ïðèêëàä. Íåõàé (xn)
∞
n=1 � ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ

ìíîæèíè X . Òîäi ñiì'ÿ D{xn} �õâîñòiâ� ïîñëiäîâíîñòi (xn) (öå
¹ ñiì'ÿ ìíîæèí âèãëÿäó {xn}∞n=N , N ∈ N) � öå áàçà ôiëüòðà.

Ôiëüòð F{xn}, ïîðîäæåíèé áàçîþ D{xn}, íàçèâà¹òüñÿ ôiëüòðîì,
àñîöiéîâàíèì iç ïîñëiäîâíiñòþ (xn).

Òåîðåìà 1. Íåõàé X , Y � ìíîæèíè, f : X → Y � ôóíêöiÿ i D �

áàçà ôiëüòðà â X . Òîäi ñiì'ÿ f (D) âñiõ ìíîæèí âèãëÿäó f (A),
A ∈ D � öå áàçà ôiëüòðà â Y .

Äîâåäåííÿ. Âèêîíàííÿ àêñiîìè (a) áàçè ôiëüòðà î÷åâèäíå. Äà-

ëi, íåõàé f (A), f (B) � äîâiëüíi åëåìåíòè ñiì'¨ f (D), A,B ∈ D.
Çà àêñiîìîþ (b), iñíó¹ òàêå C ∈ D, ùî C ⊂ A ∩ B. Òîäi
f (C) ⊂ f (A) ∩ f (B), ùî äîâîäèòü âèêîíàííÿ (b) i äëÿ f (D).
2

Çîêðåìà, ÿêùî F � ôiëüòð íà X , òî f (F) � áàçà ôiëüòðà â Y .
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Îáðàçîì ôiëüòðà F ïðè âiäîáðàæåííi f íàçèâàþòü

ôiëüòð f [F], ïîðîäæåíèé áàçîþ f (F). Åêâiâàëåíòíå ôîðìóëþ-
âàííÿ: A ∈ f [F] òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f−1(A) ∈ F.
Íàãàäà¹ìî, ùî ñiì'ÿ ìíîæèí C íàçèâà¹òüñÿ öåíòðîâàíîþ, ÿêùî

ïåðåòèí äîâiëüíîãî ñêií÷åííîãî íàáîðó åëåìåíòiâ ñiì'¨ C íå-

ïîðîæíié.

Òåîðåìà 2. Íåõàé C ⊂ 2X � íåïîðîæíÿ ñiì'ÿ ìíîæèí. Äëÿ

òîãî, ùîá iñíóâàâ ôiëüòð F ⊃ C (òîáòî òàêèé, ùî âñi åëåìåíòè

ñiì'¨ C ¹ îäíî÷àñíî i åëåìåíòàìè ôiëüòðà F) íåîáõiäíî i äîñèòü,
ùîá C áóëî öåíòðîâàíîþ ñiì'¹þ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî F � ôiëüòð i F ⊃ C, òî äîâiëüíèé ñêií÷åííèé
íàáið A1,A2, . . . ,An åëåìåíòiâ ñiì'¨ C áóäå ñêëàäàòèñÿ ç åëåìåí-

òiâ ôiëüòðà F. Çâiäñè âèïëèâà¹ (âëàñòèâiñòü (vii) ôiëüòðiâ), ùî⋂n
k=1 Ak 6= ∅. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà. Íåõàé, íàâïàêè, C � öåí-

òðîâàíà ñiì'ÿ. Òîäi ñiì'ÿ D âñiõ ìíîæèí âèãëÿäó
⋂n

k=1 Ak , äå

n ∈ N, A1,A2, . . . ,An ∈ C, áóäå áàçîþ ôiëüòðà. Çà F ïîòðiáíî

âçÿòè ôiëüòð, ïîðîäæåíèé áàçîþ D. 2
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Îçíà÷åííÿ. Íåõàé F � ôiëüòð íà X . Ñiì'ÿ ïiäìíîæèí D íàçè-

âà¹òüñÿ áàçîþ ôiëüòðà F, ÿêùî D � öå áàçà ôiëüòðà i ôiëüòð,

ïîðîäæåíèé D, çáiãà¹òüñÿ ç F.

Òåîðåìà 3. Ùîá ñiì'ÿ D áóëà áàçîþ ôiëüòðà F, íåîáõiäíî i

äîñèòü, ùîá âèêîíóâàëèñü äâi óìîâè:

� D ⊂ F i

� äëÿ äîâiëüíîãî A ∈ F iñíó¹ òàêå B ∈ D, ùî B ⊂ A.

Îçíà÷åííÿ Íåõàé F � ôiëüòð íà X i A ⊂ X . Ñëiäîì ôiëüòðà F
íà A íàçèâà¹òüñÿ ñiì'ÿ ïiäìíîæèí FA = {A ∩ B : B ∈ F}.
Òåîðåìà 4. Ùîá ñiì'ÿ FA áóëà ôiëüòðîì íà A, íåîáõiäíî i äî-
ñèòü, ùîá âñi ïåðåòèíè A∩B : B ∈ F áóëè íåïîðîæíiìè. Çîêðå-

ìà, FA áóäå ôiëüòðîì, ÿêùî A ∈ F.
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Íèæ÷å íàâåäåíi ïðèêëàäè ôiëüòðiâ i áàç ôiëüòðiâ. Áàãàòî ç

öèõ ïðèêëàäiâ ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè. ×èòà÷åâi ïðîïî-

íó¹ìî ïåðåâiðèòè âiäïîâiäíi àêñiîìè.

14.1 Ôiëüòð Ôðåøå íà N: åëåìåíòàìè ôiëüòðà ¹ äîïîâíåííÿ

äî ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí íàòóðàëüíîãî ðÿäó. Áàçà ôiëüòðà

Ôðåøå: ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí âèãëÿäó A1 = {1,2,3, . . .} ,A2 =
{2,3,4, . . .} , . . . ,An = {n,n + 1,n + 2, . . .} , . . ..
14.2 Ôiëüòð îêîëiâ íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè â íîðìîâà-

íîìó ïðîñòîði X : ìíîæèíà A ⊂ X íàëåæèòü äî ôiëüòðà, ÿêùî

ìíîæèíà X\A îáìåæåíà.

14.3 Ôiëüòð N0
x ïðîêîëîòèõ îêîëiâ ôiêñîâàíî¨ òî÷êè x â òî-

ïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X : áàçà ôiëüòðà ñêëàäà¹òüñÿ ç ìíîæèí

âèãëÿäó U\{x}, äå U � îêië òî÷êè x . Äëÿ êîðåêòíîñòi îçíà÷å-
ííÿ íåîáõiäíî, ùîá òî÷êà x íå áóëà içîëüîâàíîþ.
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14.4 Ôiëüòð îêîëiâ ¾òî÷êè¿ +∞ â R: áàçà ôiëüòðà ñêëàäà¹òüñÿ
ç ìíîæèí âèãëÿäó (a,+∞), a ∈ R.
14.5 Ôiëüòð îêîëiâ ¾òî÷êè¿ a+0 â R: áàçà ôiëüòðà ñêëàäà¹òüñÿ
ç ìíîæèí âèãëÿäó (a,b), b ∈ (a,+∞).
14.6 Ñòàòèñòè÷íèé ôiëüòð Fs íà N : A ∈ Fs, ÿêùî

lim
n→∞

|A ∩ {1,2, . . . ,n}|
n

= 1.

Ïðÿìèìè äóæêàìè | | òóò ïîçíà÷åíî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíî-
æèíè.

14.7 Ó ôiëüòðiâ ç âïðàâ 1, 2, 4, 5 ¹ çëi÷åííi áàçè, â ñòàòèñòè-

÷íîãî ôiëüòðó çëi÷åííi áàçè íåìà¹.

14.8 Íåõàé (xn)
∞
n=1 � ïîñëiäîâíiñòü â X , à ôóíêöiÿ f : N → X

äi¹ çà ïðàâèëîì f (n) = xn. Òîäi îáðàç ôiëüòðà Ôðåøå ïiä äi¹þ

f � öå ôiëüòð F{xn}, àñîöiéîâàíèé iç ïîñëiäîâíiñòþ (xn).
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Îçíà÷åííÿ. Íåõàé íà ìíîæèíi X çàäàíi ôiëüòðè F1 i F2. Áó-

äåìî ãîâîðèòè, ùî F1 ìàæîðó¹ F2, ÿêùî F1 ⊃ F2; iíøèìè ñëî-

âàìè, ÿêùî êîæåí åëåìåíò ôiëüòðà F2 îäíî÷àñíî ¹ åëåìåíòîì

i ôiëüòðà F1.

Ïðèêëàä. Íåõàé {xn}n∈N � ïîñëiäîâíiñòü â X , à {xnk}k∈N � ¨¨

ïiäïîñëiäîâíiñòü. Òîäi ôiëüòð F{xnk }
, àñîöiéîâàíèé iç ïiäïîñëi-

äîâíiñòþ, ìàæîðó¹ ôiëüòð F{xn}, àñîöiéîâàíèé iç ñàìîþ ïîñëi-

äîâíiñòþ. Ñïðàâäi, íåõàé A ∈ F{xn}. Òîäi iñíó¹ òàêå N ∈ N, ùî
{xn}∞n=N ⊂ A. Àëå òîäi é {xnk}∞k=N ⊂ A, òîáòî A ∈ F{xnk }

.
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Îçíà÷åííÿ. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, F � ôiëüòð íà X .

Òî÷êà x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ôiëüòðà F (ïîçíà÷åííÿ �

x = limF), ÿêùî F ìàæîðó¹ ôiëüòð îêîëiâ òî÷êè x . Iíøèìè
ñëîâàìè, x = limF, ÿêùî êîæåí îêië òî÷êè x íàëåæèòü äî

ôiëüòðà F.

Òî÷êà x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ôiëüòðà F, ÿêùî
êîæåí îêië òî÷êè x ïåðåòèíà¹òüñÿ çi âñiìà åëåìåíòàìè ôiëü-

òðà F. Ìíîæèíà âñiõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê ôiëüòðà F ïîçíà÷à¹òüñÿ

LIM(F).
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Ïðèêëàä. Íåõàé {xn}n∈N � ïîñëiäîâíiñòü ó òîïîëîãi÷íîìó ïðî-

ñòîði X . Òîäi limF{xn} = lim
n→∞

xn, à LIM(F{xn}) çáiãà¹òüñÿ iç

ìíîæèíîþ ãðàíè÷íèõ òî÷îê ïîñëiäîâíîñòi {xn}n∈N.
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