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Äîäàòêîâi ðîçäiëè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó

Iíâàðiàíòíå ñåðåäí¹ íà C(G)

Äëÿ áóäü-ÿêîãî s ∈ G îçíà÷èìî îïåðàòîðè Ls,Rs : C(G) →
C(G) ëiâîãî i ïðàâîãî çñóâiâ:

(Lsf )(x) = f (sx), (Rsf )(x) = f (xs).

Îçíà÷èìî òàêîæ îïåðàòîð ñèìåòði¨ Ψ: C(G) → C(G) ôîðìó-
ëîþ (Ψf )(x) = f (x−1).
Ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë I íà C(G) íàçèâà¹òüñÿ ëiâîiíâàðiàíòíèì
ñåðåäíiì, ÿêùî âií çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

(i) ÿêùî f > 0, òî I(f ) > 0;
(ii) I(1) = 1;
(iii) I(Lsf ) = I(f ) äëÿ áóäü-ÿêîãî s ∈ G i áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨

f ∈ C(G).

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ïðàâîiíâàðiàíòíå ñåðåäí¹, à ôóíêöiî-

íàë, ùî âîäíî÷àñ ¹ ëiâî- òà ïðàâîiíâàðiàíòíèì ñåðåäíiì, íà-

çèâàþòü iíâàðiàíòíèì ñåðåäíiì.
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Äîäàòêîâi ðîçäiëè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó

Iíâàðiàíòíå ñåðåäí¹ íà C(G)

Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(G) îçíà÷èìî ìíîæèíè cL(f ) i

cR(f ) ÿê çàìèêàííÿ îïóêëèõ îáîëîíîê ìíîæèí âñiõ ëiâèõ i

âñiõ ïðàâèõ çñóâiâ ôóíêöi¨ f âiäïîâiäíî:

cL(f ) = conv {Lsf : s ∈ G} , cR(f ) = conv {Rsf : s ∈ G} .

Ïðèéìåìî ùå îäíå ïîçíà÷åííÿ: ñèìâîëîì 1 ïîçíà÷èìî ôóí-

êöiþ 1G, ùî òîòîæíî äîðiâíþ¹ îäèíèöi íà G.

Ëåìà 2 ç ïîïåðåäíüî¨ ëåêöi¨. Íåõàé G � êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà

ãðóïà. Òîäi:

A. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ f ∈ C(G) ìíîæèíà cL(f ) êîìïàêòíà.

B. Ìíîæèíà cL(f ) iíâàðiàíòíà ùîäî âñiõ îïåðàòîðiâ ëiâîãî
çñóâó, ïðè÷îìó öi îïåðàòîðè äiþòü ái¹êòèâíî íà cL(f ).

C. ßêùî g ∈ cL(f ), òî cL(g) ⊂ cL(f ).

D. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(G) iñíó¹ òàêèé ñêàëÿð a,
ùî a · 1 ∈ cL(f ).
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Äîäàòêîâi ðîçäiëè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó

Iíâàðiàíòíå ñåðåäí¹ íà C(G)

Àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòi ìàþòü i ìíîæèíè cR(f ):

A′. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(G) ìíîæèíà cR(f )
êîìïàêòíà â C(G).

B′. Ìíîæèíà cR(f ) iíâàðiàíòíà ùîäî âñiõ îïåðàòîðiâ
ïðàâîãî çñóâó, ïðè÷îìó îïåðàòîðè ïðàâîãî çñóâó äiþòü

ái¹êòèâíî íà cR(f ).

C′. ßêùî g ∈ cR(f ), òî cR(g) ⊂ cR(f ).

D′. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(G) iñíó¹ òàêèé ñêàëÿð b,
ùî b · 1 ∈ cR(f ).
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Äîäàòêîâi ðîçäiëè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó

Iíâàðiàíòíå ñåðåäí¹ íà C(G)

Äîâåäåííÿ

A. � äîâåäåíî íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨.

B. Ñiì'ÿ H = {Lsf : s ∈ G} iíâàðiàíòíà ùîäî îïåðàòîðà Lt ëi-

âîãî çñóâó:

LtH = {LtLsf : s ∈ G} = {Lst f : s ∈ G} ⊂ H.

Íà ïiäñòàâi ëiíiéíîñòi i íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðà Lt îïóêëà

îáîëîíêà i çàìèêàííÿ çáåðiãàþòü iíâàðiàíòíiñòü. Ái¹êòèâíiñòü

îïåðàòîðà Lt íà cL(f ) âèïëèâà¹ ç iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî Lt−1 ,

âiäíîñíî ÿêîãî cL(f ) òàêîæ iíâàðiàíòíå.

C. ßêùî g ∈ cL(f ), òî, çãiäíî B, Lsg ∈ cL(f ) äëÿ áóäü-ÿêîãî

s ∈ G. Òîáòî {Lsg : s ∈ G} ⊂ cL(f ). Çàëèøà¹òüñÿ ñêîðèñòà-

òèñü îïóêëiñòþ i çàìêíåíiñòþ ìíîæèíè cL(f ).
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Äîäàòêîâi ðîçäiëè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó

Iíâàðiàíòíå ñåðåäí¹ íà C(G)

D. Çàñòîñóâàâøè òåîðåìó Êàêóòàíi äî îïóêëîãî êîìïàêòà cL(f ),
îäåðæèìî iñíóâàííÿ åëåìåíòà g ∈ cL(f ), íåðóõîìîãî ùîäî âñiõ
içîìåòðié êîìïàêòà cL(f ). Çîêðåìà, g � íåðóõîìà òî÷êà âñiõ

îïåðàòîðiâ ëiâîãî çñóâó. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ a = g(e) i äî-

âåäåìî, ùî a · 1 = g, òîáòî g i ¹ øóêàíà òîòîæíà ñòàëà, ùî

ëåæèòü â cL(f ). Ñïðàâäi, äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè s ∈ G ìà¹ìî

g(s) = (Lsg)(e) = g(e) = a.

Âëàñòèâîñòi A′�D′ ìíîæèí cR(f ) ìîæíà àáî äîâîäèòè àíàëîãi-
÷íî, àáî çâåñòè äî äîâåäåíèõ âëàñòèâîñòåé A�D çà äîïîìîãîþ

ôîðìóëè cR(f ) = Ψ (cL(Ψf )). 2
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Äîäàòêîâi ðîçäiëè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó

Iíâàðiàíòíå ñåðåäí¹ íà C(G)

Ïîñèëèìî òâåðäæåííÿ D i D′ ïîïåðåäíüî¨ ëåìè.
Ëåìà 3. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(G) ¹ òiëüêè îäèí ñêàëÿð

a ç a ·1 ∈ cL(f ) i òiëüêè îäèí ñêàëÿð b ç b ·1 ∈ cR(f ), ïðè÷îìó
a = b.
Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó òèõ ñêàëÿðiâ a, äëÿ ÿêèõ

a · 1 ∈ cL(f ), ÷åðåç Af , à òèõ b, äëÿ ÿêèõ b · 1 ∈ cR(f ), ÷å-
ðåç Bf . Äîâåäåìî, ùî a = b äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ Af i áóäü-

ÿêîãî b ∈ Bf . Öèì áóäå äîâåäåíî, ùî Af = Bf i ùî îáèäâi öi

ìíîæèíè ñêëàäàþòüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè. Äëÿ öüîãî çàôiêñó¹ìî

äîâiëüíå ε > 0 i âèáåðåìî îïóêëi êîìáiíàöi¨ çñóâiâ ôóíêöi¨ f ,
ùî íàáëèæàþòü a · 1 i b · 1 ç òî÷íiñòþ äî ε:∥∥∥∥∥a · 1−

n∑
k=1

λkLsk f

∥∥∥∥∥ < ε; (1)
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Iíâàðiàíòíå ñåðåäí¹ íà C(G)

∥∥∥∥∥∥b · 1−
m∑

j=1

µjRtj f

∥∥∥∥∥∥ < ε. (2)

Äiþ÷è íà a · 1 −
∑n

k=1 λkLsk f îïåðàòîðîì µjRtj , ïiäñóìîâóþ-

÷è çà j i âðàõîâóþ÷è, ùî Rtj1 = 1, µj > 0 i
m∑

j=1
µj = 1, ç (1)

îäåðæó¹ìî, ùî∥∥∥∥∥∥a · 1−
n∑

k=1

m∑
j=1

λkµjRtj Lsk f

∥∥∥∥∥∥ < ε.

Àíàëîãi÷íî ç (2) âèâîäèìî, ùî∥∥∥∥∥∥b · 1−
n∑

k=1

m∑
j=1

λkµjRtj Lsk f

∥∥∥∥∥∥ < ε
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Äîäàòêîâi ðîçäiëè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó

Iíâàðiàíòíå ñåðåäí¹ íà C(G)

(íå çàáóâàéìî ïðî êîìóòîâíiñòü îïåðàòîðiâ ëiâîãî i ïðàâîãî

çñóâiâ). Îòæå, ‖a · 1− b1‖ < 2ε, ùî ç îãëÿäó íà äîâiëüíiñòü ε
äà¹ ïîòðiáíó ðiâíiñòü a = b. 2
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Äîäàòêîâi ðîçäiëè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó

Iíâàðiàíòíå ñåðåäí¹ íà C(G)

Òåîðåìà (A. Haar 1933, J. von Neumann, 1934). Äëÿ áóäü-ÿêî¨

êîìïàêòíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïi G iñíó¹ iñíó¹ ¹äèíå ëiâîiíâàði-

àíòíå ñåðåäí¹ I; âîíî âîäíî÷àñ áóäå i ïðàâîiíâàðiàíòíèì ñåðå-

äíiì. Âiäïîâiäíî, íà áóäü-ÿêié êîìïàêòíié òîïîëîãi÷íié ãðóïi

G iñíó¹ ¹äèíà ðåãóëÿðíà éìîâiðíiñíà áîðåëåâà ìiðà µ, ùî ¹

ëiâîþ ìiðîþ Ãààðà. Öÿ ìiðà áóäå âîäíî÷àñ i ìiðîþ Ãààðà íà

C(G).
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Äîäàòêîâi ðîçäiëè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó

Iíâàðiàíòíå ñåðåäí¹ íà C(G)

Äîâåäåííÿ. Ïî÷íåìî ç ¹äèíîñòi. Ïðèïóñòèìî, ùî òàêèé ôóí-

êöiîíàë I iñíó¹. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(G) i áóäü-
ÿêîãî g ∈ cL(f ) ìà¹ìî ç îãëÿäó íà ëiâîiíâàðiàíòíiñòü I(g) =
I(f ). Îòæå, I(f ) äîðiâíþ¹ òié ñòàëié a, äëÿ ÿêî¨ a · 1 ∈ cL(f ).
Öå ìiðêóâàííÿ íå òiëüêè äîâîäèòü ¹äèíiñòü, àëå i âêàçó¹ øëÿõ

ïîáóäîâè ôóíêöiîíàëà I.
Äîâåäåìî iñíóâàííÿ ïîòðiáíîãî ôóíêöiîíàëà. Äëÿ áóäü-ÿêîãî

f ∈ C(G) âèáåðåìî ÷èñëî I(f ) òàê, ùî I(f ) ·1 ∈ cL(f ). Çà ïîïå-
ðåäíiìè äâîìà ëåìàìè òàêèé âèáið ìîæëèâèé i îäíîçíà÷íèé.

Íåõàé f > 0. Òîäi cL(f ) ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç íåâiä'¹ìíèõ ôóí-
êöié. Çîêðåìà, I(f ) · 1 > 0, òîáòî I(f ) > 0. Öèì ïåðåâiðåíî

àêñiîìó (i) ëiâîiíâàðiàíòíîãî ñåðåäíüîãî. Äàëi, 1 ∈ cL(1), òîá-
òî I(1) = 1, ÷èì äîâåäåíî óìîâó (ii). Íàðåøòi, ç ï. C ëåìè

2 i îäíîçíà÷íîñòi âèáîðó I(f ) âèïëèâà¹, ùî I(g) = I(f ) äëÿ

áóäü-ÿêîãî g ∈ cL(f ). Çâiäñè âèïëèâà¹, çîêðåìà, àêñiîìà (iii)

ëiâîiíâàðiàíòíîãî ñåðåäíüîãî.
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Äîäàòêîâi ðîçäiëè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó

Iíâàðiàíòíå ñåðåäí¹ íà C(G)

Äîâåäåìî ëiíiéíiñòü ôóíêöiîíàëà I. Îäíîðiäíiñòü î÷åâèäíà,

ïåðåâiðèìî àäèòèâíiñòü. Íåõàé f , g ∈ C(G). Çà ïîáóäîâîþ,

iñíó¹ îïóêëà êîìáiíàöiÿ ëiâèõ çñóâiâ ôóíêöi¨ f , ùî íàáëèæà¹
I(f ) · 1 ç òî÷íiñòþ äî ε:∥∥∥∥∥I(f ) · 1−

n∑
k=1

λkLsk f

∥∥∥∥∥ < ε. (3)
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Iíâàðiàíòíå ñåðåäí¹ íà C(G)

Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ g̃ =
∑n

k=1 λkLsk g. Îñêiëüêè
g̃ ∈ cL(g), òî I(g̃) = I(g). Îòæå, iñíó¹

∑m
j=1 µjLtj g̃ � îïóêëà

êîìáiíàöiÿ ëiâèõ çñóâiâ ôóíêöi¨ g̃, ÿêà íàáëèæà¹ I(g) · 1:∥∥∥∥∥∥I(g) · 1−
n∑

k=1

m∑
j=1

λkµjLtj Lsk g

∥∥∥∥∥∥ < ε. (4)

Àëå ç (3) ëåãêî âèâåñòè, ùî∥∥∥∥∥∥I(f ) · 1−
n∑

k=1

m∑
j=1

λkµjLtj Lsk f

∥∥∥∥∥∥ < ε. (5)

Äîäàìî (4) i (5):∥∥∥∥∥∥(I(f ) + I(g)) · 1−
n∑

k=1

m∑
j=1

λkµjLtj sk (f + g)

∥∥∥∥∥∥ < 2ε.
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Iíâàðiàíòíå ñåðåäí¹ íà C(G)

Îñêiëüêè
∑n

k=1
∑m

j=1 λkµjLtj sk (f + g) � öå îïóêëà êîìáiíàöiÿ

çñóâiâ ôóíêöi¨ f + g, i ç îãëÿäó íà äîâiëüíiñòü ε îñòàííÿ óìîâà
îçíà÷à¹, ùî (I(f ) + I(g)) · 1 ∈ cL(f + g), òîáòî

I(f + g) = I(f ) + I(g).
Îòæå, ìè äîâåëè iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ëiâîiíâàðiàíòíîãî ñåðå-

äíüîãî, à ç íèì i ëiâî¨ ìiðè Ãààðà. Òåïåð çàçíà÷èìî, ùî, çà

ëåìîþ 3, äëÿ áóäü-ÿêîãî f ∈ C(G) ôóíêöiÿ I(f ) · 1 ëåæèòü íå

òiëüêè â cL(f ), àëå i â cR(f ). Âiäïîâiäíî, I(Rt f ) ·1 ∈ cR(Rt f ) ⊂
cR(f ). Ç òî¨ ñàìî¨ ëåìè 3 â cR(f ) ¹ òiëüêè îäíà ôóíêöiÿ âèãëÿäó
a · 1. Îòæå, I(Rt f ) = I(f ). Öèì äîâåäåíî ïðàâîiíâàðiàíòíiñòü

ñåðåäíüîãî I i ïîðîäæåíî¨ íèì ìiðè. Íàðåøòi, ôóíêöiîíàë

Ĩ(f ) = I(Ψf ) òàêîæ áóäå ëiâîiíâàðiàíòíèì ñåðåäíiì, îòæå, ç

îãëÿäó íà ¹äèíiñòü ëiâîiíâàðiàíòíîãî ñåðåäíüîãî I(f ) = I(Ψf ).
Çâiäñè âèïëèâà¹ iíâàðiàíòíiñòü ìiðè Ãààðà âiäíîñíî ñèìåòði¨

s 7→ s−1. 2


	   C(G)

