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Äîäàòêîâi ðîçäiëè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó

Iíâàðiàíòíå ñåðåäí¹ íà C(G)

Äëÿ áóäü-ÿêîãî s ∈ G îçíà÷èìî îïåðàòîðè Ls,Rs : C(G) →
C(G) ëiâîãî i ïðàâîãî çñóâiâ:

(Lsf )(x) = f (sx), (Rsf )(x) = f (xs).

Îçíà÷èìî òàêîæ îïåðàòîð ñèìåòði¨ Ψ: C(G) → C(G) ôîðìó-
ëîþ (Ψf )(x) = f (x−1).

Ëåìà 1. Îïåðàòîðè çñóâó ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi:

I. Le = I, LsLt = Lts, çîêðåìà, (Ls)−1 = Ls−1 .

II. Re = I, RsRt = Rst , çîêðåìà, (Rs)−1 = Rs−1 .

III. LsRt = RtLs.

IV. Îïåðàòîðè Ls,Rs i Ψ � ái¹êòèâíi içîìåòði¨ ïðîñòîðó

C(G).

V. Ls−1Ψ = ΨRs.
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Iíâàðiàíòíå ñåðåäí¹ íà C(G)

Ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë I íà C(G) íàçèâà¹òüñÿ ëiâîiíâàðiàíòíèì
ñåðåäíiì, ÿêùî âií çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

(i) ÿêùî f > 0, òî I(f ) > 0;
(ii) I(1) = 1;
(iii) I(Lsf ) = I(f ) äëÿ áóäü-ÿêîãî s ∈ G i áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨

f ∈ C(G).

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ïðàâîiíâàðiàíòíå ñåðåäí¹, à ôóíêöiî-

íàë, ùî âîäíî÷àñ ¹ ëiâî- òà ïðàâîiíâàðiàíòíèì ñåðåäíiì, íà-

çèâàþòü iíâàðiàíòíèì ñåðåäíiì.

Íàøà ìåòà � äîâåñòè iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü iíâàðiàíòíîãî ñåðå-

äíüîãî íà C(G) i ïîâ'ÿçàíîãî ç íèì îá'¹êòó � ìiðè Ãààðà íà

êîìïàêòíié ãðóïi G.

Ïðèêëàäè i iäåÿ çàñòîñóâàííÿ � íà äîøöi
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Iíâàðiàíòíå ñåðåäí¹ íà C(G)

Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(G) îçíà÷èìî ìíîæèíè cL(f ) i

cR(f ) ÿê çàìèêàííÿ îïóêëèõ îáîëîíîê ìíîæèí âñiõ ëiâèõ i

âñiõ ïðàâèõ çñóâiâ ôóíêöi¨ f âiäïîâiäíî:

cL(f ) = conv {Lsf : s ∈ G} , cR(f ) = conv {Rsf : s ∈ G} .

Ïðèéìåìî ùå îäíå ïîçíà÷åííÿ: ñèìâîëîì 1 ïîçíà÷èìî ôóí-

êöiþ 1G, ùî òîòîæíî äîðiâíþ¹ îäèíèöi íà G.

Ëåìà 2. Íåõàé G � êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà ãðóïà. Òîäi:

A. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(G) ìíîæèíà cL(f )
êîìïàêòíà â C(G).

B. Ìíîæèíà cL(f ) iíâàðiàíòíà ùîäî âñiõ îïåðàòîðiâ ëiâîãî

çñóâó, ïðè÷îìó öi îïåðàòîðè äiþòü ái¹êòèâíî íà cL(f ).

C. ßêùî g ∈ cL(f ), òî cL(g) ⊂ cL(f ).

D. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(G) iñíó¹ òàêèé ñêàëÿð a,
ùî a · 1 ∈ cL(f ).
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Iíâàðiàíòíå ñåðåäí¹ íà C(G)

Àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòi ìàþòü i ìíîæèíè cR(f ):

A′. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(G) ìíîæèíà cR(f )
êîìïàêòíà â C(G).

B′. Ìíîæèíà cR(f ) iíâàðiàíòíà ùîäî âñiõ îïåðàòîðiâ

ïðàâîãî çñóâó, ïðè÷îìó îïåðàòîðè ïðàâîãî çñóâó äiþòü

ái¹êòèâíî íà cR(f ).

C′. ßêùî g ∈ cR(f ), òî cR(g) ⊂ cR(f ).

D′. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(G) iñíó¹ òàêèé ñêàëÿð b,
ùî b · 1 ∈ cR(f ).
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Iíâàðiàíòíå ñåðåäí¹ íà C(G)

Äîâåäåííÿ

A. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ r = ‖f‖. Íà ïiäñòàâi òîãî, ùî çñóâè �

öå içîìåòði¨, âñi åëåìåíòè âèãëÿäó Lsf , s ∈ G ëåæàòü â r B̄C(G).

Îñêiëüêè r B̄C(G) � îïóêëà çàìêíåíà ìíîæèíà, òî îïåðàöi¨ îïó-

êëî¨ îáîëîíêè i çàìèêàííÿ íå âèâîäÿòü çà ìåæi öi¹¨ ìíîæèíè.

Îòæå, cL(f ) ⊂ r B̄C(G), ÷èì äîâåäåíî îáìåæåíiñòü ìíîæèíè

cL(f ). Ìíîæèíà cL(f ) çàìêíåíà, îòæå äëÿ äîâåäåííÿ êîìïà-

êòíîñòi çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü.
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Iíâàðiàíòíå ñåðåäí¹ íà C(G)

Ñêîðèñòà¹ìîñü ðiâíîìiðíîþ íåïåðåðâíiñòþ ôóíêöi¨ f i äëÿ äà-
íîãî ε > 0 âèáåðåìî òàêèé îêië U ∈ Oe, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ

x , y ∈ G ç x−1y ∈ U ìà¹ ìiñöå îöiíêà |f (x)− f (y)| 6 ε. Îñêiëü-
êè äëÿ áóäü-ÿêîãî s ∈ G åëåìåíòè sx i sy òàêîæ áëèçüêi:

(sx)−1(sy) = x−1s−1sy = x−1y ∈ U,
òàêà ñàìà îöiíêà âèêîíóâàòèìåòüñÿ i äëÿ ôóíêöi¨ Lsf :

|(Lsf )(x)− (Lsf )(y)| = |f (sx)− f (sy)| 6 ε.
Âiäïîâiäíî, öÿ ñàìà îöiíêà çáåðåæåòüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ îïóêëî¨

êîìáiíàöi¨ g =
∑n

k=1 λkLsk f ëiâèõ çñóâiâ:

|g(x)− g(y)| 6
n∑

k=1
λk |(Lsk f )(x)− (Lsk f )(y)| 6 ε.

Ïåðåõiä äî ãðàíèöi íå çìiíèòü öi¹¨ îöiíêè, òîáòî iìïëiêàöiÿ

x−1y ∈ U ⇒ |h(x)− h(y)| 6 ε ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-

ÿêî¨ ôóíêöi¨ h ∈ cL(f ). Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü, à ç íåþ i

êîìïàêòíiñòü ìíîæèíè cL(f ) äîâåäåíi.


	   C(G)

