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Òåîðiÿ ìiðè

Âèìiðíi ôóíêöi¨ íà ïîâíèõ ïðîñòîðàõ ç ìiðîþ

(Ω,Σ, µ) � ïîâíèé ïðîñòið ç ìiðîþ, f ,g � ôóíêöi¨ íà Ω, f ì.ñ.
= g

i f âèìiðíà. Òîäi g òàêîæ âèìiðíà.

(Öå áóëî äóæå øâèäêî íàïðèêiíöi ïîïåðåäíüî¨ ëåêöi¨. Çàðàç

íàäàìî åëåãàíòíiøå äîâåäåííÿ, ðîçáèâøè öå òâåðäæåííÿ íà 2

÷àñòèíè).
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Òåîðiÿ ìiðè

Âèìiðíi ôóíêöi¨ íà ïîïîâíåííi ïðîñòîðó ç ìiðîþ

Òåîðåìà 1. Íåõàé (Ω,Σ, µ) � ïðîñòið ç ìiðîþ, (Ω,Σ′, µ) � éîãî
ïîïîâíåííÿ. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f íà Ω, âèìiðíî¨ ùîäî
σ-àëãåáðè Σ′, iñíó¹ Σ-âèìiðíà ôóíêöiÿ g, ÿêà çáiãà¹òüñÿ ç f
ìàéæå ñêðiçü.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî öå òâåðäæåííÿ äëÿ ïðîñòî¨

ôóíêöi¨. Íåõàé f =
∑∞

n=1 an1An , An ∈ Σ′ i äèç'þíêòíi. Ó êî-

æíîìó ç An âèáåðåìî ïî ïiäìíîæèíi Bn ∈ Σ, ç µ (An\Bn) = 0.
Òîäi g =

∑∞
n=1 an1Bn � øóêàíà ôóíêöiÿ. Òåïåð íåõàé f � äî-

âiëüíà Σ′-âèìiðíà ôóíêöiÿ, (fn) � ïîñëiäîâíiñòü ïðîñòèõ Σ′-
âèìiðíèõ ôóíêöié, ïîòî÷êîâî çáiæíà äî f , gn � Σ-âèìiðíi ôóí-
êöi¨, ÿêi ìàéæå ñêðiçü çáiãàþòüñÿ ç âiäïîâiäíèìè fn. Íåõàé A ⊂
Ω � òà íåõòóâàíà ìíîæèíà, çîâíi ÿêî¨ fn = gn, n = 1,2, .... Çãi-
äíî ç îçíà÷åííÿì íåõòóâàíî¨ ìíîæèíè, iñíó¹ Σ-âèìiðíà ìíî-

æèíà B íóëüîâî¨ ìiðè, ÿêà ìiñòèòü A.
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Òåîðiÿ ìiðè

Âèìiðíi ôóíêöi¨ íà ïîïîâíåííi ïðîñòîðó ç ìiðîþ

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó ïîâíî¨ ìiðè C = Ω\B. Ôóíêöi¨ gn · 1C
óòâîðþþòü ïîñëiäîâíiñòü Σ-âèìiðíèõ ôóíêöié, çáiæíó íà C
äî f , ÿêi çà ìåæàìè ìíîæèíè C äîðiâíþþòü 0. Òîáòî gn · 1C
ïðÿìóþòü ïîòî÷êîâî äî ôóíêöi¨ g = f · 1C , i öÿ ãðàíè÷íà

ôóíêöiÿ Σ-âèìiðíà. Çàëèøà¹òüñÿ çàóâàæèòè, ùî g = f ìàéæå
ñêðiçü, îñêiëüêè ìíîæèíà B, äå öÿ ðiâíiñòü ìîæå íå âèêîíó-

âàòèñü, íåõòóâàíà. 2
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Òåîðiÿ ìiðè

Çáiæíiñòü ìàéæå ñêðiçü

Ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié (fn) íàçèâà¹òüñÿ çáiæíîþ ìàéæå ñêðiçü

äî ôóíêöi¨ f (ïîçíà÷åííÿ: fn
ì.ñ.−→ f ), ÿêùî ìíîæèíà òèõ t ∈ Ω,

äå fn(t) íå ïðÿìó¹ äî f (t) ïðè n → ∞, íåõòóâàíà. Çàçíà÷è-

ìî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi çáiæíîñòi ìàéæå ñêðiçü, ïåðåâiðêó

ÿêèõ çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi ÿê âïðàâó.

A. ßêùî fn
ì.ñ.−→ f i fn

ì.ñ.−→ g, òî f ì.ñ.
= g.

B. ßêùî fn
ì.ñ.−→ f i fn

ì.ñ.
= gn, òî gn

ì.ñ.−→ f .

C. ßêùî fn
ì.ñ.−→ f , gn

ì.ñ.−→ g i fn
ì.ñ.
6 gn, òî f

ì.ñ.
6 g.

D. ßêùî G : R2 → R � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, fn
ì.ñ.−→ f ,

gn
ì.ñ.−→ g, òî G (fn,gn)

ì.ñ.−→ G (f ,g). Çâiäñè âèïëèâàþòü,

çîêðåìà, òåîðåìè ïðî ãðàíèöþ ñóìè i äîáóòêó.
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Òåîðiÿ ìiðè

Çáiæíiñòü ìàéæå ñêðiçü

Çáiæíiñòü ìàéæå ñêðiçü âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ iíòå-

ãðàëà Ëåáåãà. Çà âiäíîñíî íåîáòÿæëèâèõ äîäàòêîâèõ ïðèïó-

ùåíü iíòåãðàë ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ ìîæíà îá÷èñëþâàòè ÿê ãðà-

íèöþ iíòåãðàëiâ. Ïðè öüîìó çáiæíiñòü ìàéæå ñêðiçü çíà÷íî

çðó÷íiøà ó áàãàòüîõ âiäíîøåííÿõ âiä çâè÷àéíî¨ ïîòî÷êîâî¨

çáiæíîñòi. Ïî-ïåðøå, öå çàãàëüíiøèé âèä çáiæíîñòi, òîìó òàêó

çáiæíiñòü ëåãøå ïåðåâiðÿòè. Äàëi, òóò, ÿê i âçàãàëi ïðè ðîáî-

òi ç âëàñòèâîñòÿìè, ÿêi âèêîíóþòüñÿ ìàéæå ñêðiçü, ìîæíà íå

çâåðòàòè óâàãó íà ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ íà íåõòóâàíèõ ìíîæè-

íàõ. Ñêàæiìî, äëÿ êóñêîâî-íåïåðåðâíî¨ àáî äëÿ ìîíîòîííî¨

ôóíêöi¨ ìîæíà âçàãàëi íå îçíà÷àòè çíà÷åíü â òî÷êàõ ðîçðèâó

� íà çáiæíîñòi ìàéæå ñêðiçü öå íiÿê íå ïîçíà÷èòüñÿ! Ïðîòå ó

çáiæíîñòi ìàéæå ñêðiçü ¹ îäèí iñòîòíèé íåäîëiê: öÿ çáiæíiñòü

íå ïîðîäæó¹òüñÿ æîäíîþ ìåòðèêîþ ÷è òîïîëîãi¹þ, i òîìó íå-

ìà¹ ïðèðîäíîãî ñïîñîáó îçíà÷èòè ¾øâèäêiñòü çáiæíîñòi¿. Íà-

âåäåìî ïðèêëàä çàäà÷i, äå íàÿâíèé öåé íåäîëiê.
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Òåîðiÿ ìiðè

Çáiæíiñòü ìàéæå ñêðiçü

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé X , Y � äâi ñiì'¨ âèìiðíèõ ôóíêöié íà Ω.
Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî X ì.ñ.-ùiëüíà â Y (ùiëüíà â ñåíñi çái-

æíîñòi ìàéæå ñêðiçü), ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî f ∈ Y iñíó¹ òàêà

ïîñëiäîâíiñòü (fn) åëåìåíòiâ ñiì'¨ X , ùî fn
ì.ñ.→ f .

Òåîðåìà. Íåõàé X ì.ñ.-ùiëüíà â Y , Y ì.ñ.-ùiëüíà â Z , òîäi X
ì.ñ.-ùiëüíà â Z .
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Òåîðiÿ ìiðè

Çáiæíiñòü ìàéæå ñêðiçü

Öÿ ïðèðîäíà âëàñòèâiñòü âàæëèâà íå òiëüêè ç òî÷êè çîðó

âíóòðiøíüî¨ ñòðóíêîñòi òåîði¨ çáiæíîñòi ìàéæå ñêðiçü, àëå é

ç òî÷êè çîðó çàñòîñóâàíü. Òàê, íà íié áàçó¹òüñÿ âèâiä ì.ñ.-

ùiëüíîñòi ñiì'¨ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó â ìíîæèíi

âñiõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié íà òîìó æ âiäðiçêó. Õî÷à

öi ðåçóëüòàòè i ìîæíà äîâåñòè, ñïèðàþ÷èñü ëèøå íà îçíà÷åííÿ

çáiæíîñòi ìàéæå ñêðiçü, ïðèäóìàòè òàêi äîâåäåííÿ çîâñiì íå

ïðîñòî (ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi ñïðîáóâàòè ñâî¨ ñèëè). Îò ÿêùî

á çáiæíiñòü çàäàâàëàñü äåÿêîþ òîïîëîãi¹þ, çàäà÷à áóëà á òðè-

âiàëüíîþ, àëå íà æàëü, òàêî¨ òîïîëîãi¨ íå iñíó¹.

Íà ùàñòÿ, iñíó¹ òîïîëîãiÿ íà ïðîñòîði âèìiðíèõ ôóíêöié, äëÿ

ÿêî¨ ïîíÿòòÿ ùiëüíîñòi ïiäìíîæèíè åêâiâàëåíòíå ì.ñ.-ùiëüíîñòi,

õî÷à çáiæíiñòü (òàê çâàíà çáiæíiñòü çà ìiðîþ) i íå åêâiâàëåí-

òíà çáiæíîñòi ìàéæå ñêðiçü. Äî âèâ÷åííÿ öi¹¨ òîïîëîãi¨ òà âiä-

ïîâiäíî¨ çáiæíîñòi ìè ïåðåõîäèìî çàðàç.



9 / 13

Òåîðiÿ ìiðè

Çáiæíiñòü çà ìiðîþ

Íåõàé a i ε � ñòðîãî äîäàòíi ÷èñëà, f � âèìiðíà ôóíêöiÿ. ×åðåç
Ua,ε(f ) ïîçíà÷èìî ñiì'þ òèõ âèìiðíèõ ôóíêöié g, äëÿ ÿêèõ

µ (|g − f |>a) < ε. Òîïîëîãi¹þ çáiæíîñòi çà ìiðîþ íà ïðîñòîði

âñiõ âèìiðíèõ ôóíêöié íà Ω íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãiÿ, â ÿêî¨ áàçó

îêîëiâ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f óòâîðþþòü ìíîæèíè Ua,ε(f ), a, ε > 0.
Âiäïîâiäíî, ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié (fn) íàçèâà¹òüñÿ çáiæíîþ

çà ìiðîþ äî ôóíêöi¨ f (ïîçíà÷åííÿ: fn
µ−→ f ), ÿêùî äëÿ áóäü-

ÿêîãî a > 0
µ (|fn − f |>a) −−−→

n→∞
0.
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Òåîðiÿ ìiðè

Çáiæíiñòü çà ìiðîþ

Òåîðåìà 2. Çáiæíiñòü çà ìiðîþ ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

A. fn
µ→ f òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè fn − f

µ→ 0.
B. ßêùî fn

µ→ f i fn
µ→ g, òî f ì.ñ.

= g.

C. ßêùî fn
µ→ f i fn

ì.ñ.
= gn, òî gn

µ→ f .
Äîâåäåííÿ. Ïåðøà i òðåòÿ âëàñòèâîñòi î÷åâèäíi. Äîâåäåìî äðó-

ãó âëàñòèâiñòü. Íåõàé A � öå ìíîæèíà òèõ t ∈ Ω, äå f (t) 6= g(t),
à An � ìíîæèíà òèõ t ∈ Ω, äå |f (t) − g(t)| > 1

n . Îñêiëüêè A =⋃
n∈N An, íàì äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî µ(An) = 0 ïðè âñiõ n. Äëÿ

áóäü-ÿêîãî k ∈ N â êîæíié òî÷öi t ∈ An ÷è |f (t)−fk (t)| > 1
2n , ÷è

|g(t)−fk (t)| > 1
2n . Îòæå, ÿêùî ìíîæèíó òî÷îê, äå |f (t)−fk (t)| >

1
2n ïîçíà÷èòè ÷åðåç Bn,k , à òî÷îê, äå |g(t)− fk (t)| > 1

2n � ÷åðåç

Cn,k , òî An ⊂ Bn,k ∪ Cn,k . Çà îçíà÷åííÿì çáiæíîñòi çà ìiðîþ,

ïðè ôiêñîâàíîìó n i k →∞ ìiðè ìíîæèí Bn,k i Cn,k ïðÿìóþòü

äî 0. Îòæå, µ(An) ìîæå áóòè ëèøå íóëüîâîþ. 2
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Òåîðiÿ ìiðè

Çáiæíiñòü çà ìiðîþ

Òåîðåìà 3. Íåõàé X � äåÿêà ñiì'ÿ âèìiðíèõ ôóíêöié íà Ω. Òîäi
êîæíà òî÷êà çàìèêàííÿ ìíîæèíè X â òîïîëîãi¨ çáiæíîñòi çà

ìiðîþ áóäå ãðàíèöåþ äåÿêî¨ çáiæíî¨ çà ìiðîþ ïîñëiäîâíîñòi

åëåìåíòiâ ìíîæèíè X .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f � òî÷êà çàìèêàííÿ ìíîæèíè X . Çàçíà÷è-

ìî, ùî îêië Ua,ε(f ) çáiëüøó¹òüñÿ ÿê iç çðîñòàííÿì a, òàê i çi

çðîñòàííÿì ε. Ðîçãëÿíåìî îêië Un = U1/n,1/n(f ). Çðîçóìiëî, ùî
U1 ⊃ U2 ⊃ ... i îêîëè Un óòâîðþþòü â ñóêóïíîñòi áàçó îêîëiâ

äëÿ f (ÿêùî Ua,ε(f ) � äîâiëüíèé îêië ôóíêöi¨ f , òî Ua,ε(f ) ⊃ Un
ïðè n > max {1/a,1/ε}). Çà îçíà÷åííÿì çàìèêàííÿ, âñi ìíî-

æèíè X ∩ Un íåïîðîæíi. Âèîêðåìèìî â êîæíié ç X ∩ Un ïî

åëåìåíòó fn. Ïîñëiäîâíiñòü (fn) i ¹ ïîòðiáíîþ ïîñëiäîâíiñòþ

åëåìåíòiâ ìíîæèíè X , çáiæíîþ äî f çà ìiðîþ. 2
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Òåîðiÿ ìiðè

Çáiæíiñòü çà ìiðîþ

Êîâçàþ÷èé ïàãîðá. Âèäiëèìî íà âiäðiçêó [0,1] ïiäâiäðiçêè In,k =

[k−1
2n ,

k
2n ], n = 0, 1, 2, . . ., k = 1, . . . ,2n. Ïðè ôiêñîâàíîìó n

âiäðiçêè In,k , k = 1, ...,2n, ïîêðèâàþòü óâåñü âiäðiçîê [0,1].
Ðîçãëÿíåìî òàêó ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié: f1 = 1[0,1], f2 = 1[0,1/2],

f3 = 1[1/2,1], ... , f2n+k = 1In,k , . . . . Äëÿ áóäü-ÿêîãî a > 0 ìíîæè-

íà òî÷îê âiäðiçêà, äå |f2n+k | áiëüøå çà a, àáî ïîðîæíÿ (ÿêùî

a > 1), àáî çáiãà¹òüñÿ ç In,k . Îñêiëüêè äîâæèíè âiäðiçêiâ In,k
ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè k → ∞, ïîñëiäîâíiñòü (fn) ïðÿìó¹ äî

íóëÿ çà ìiðîþ (â ñåíñi ìiðè Ëåáåãà). Âîäíî÷àñ ïîñëiäîâíiñòü

(fn) íå ïðÿìó¹ äî íóëÿ â æîäíié òî÷öi, îñêiëüêè êîæíà òî-

÷êà âiäðiçêà [0,1] íàëåæèòü äî íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi âiäðiç-
êiâ In,k . Öåé ïðèêëàä, ç îäíîãî áîêó, äîçâîëÿ¹ âiä÷óòè ñåíñ

çáiæíîñòi çà ìiðîþ, à ç iíøîãî � äîâîäèòü, ùî çáiæíiñòü çà

ìiðîþ íå åêâiâàëåíòíà çáiæíîñòi ìàéæå ñêðiçü.
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Òåîðiÿ ìiðè

Çáiæíiñòü çà ìiðîþ

Âïðàâè

Âèðàç

ρ(f ,g) = inf
a∈(0,+∞)

{a + µ(|f − g|>a)}

� öå ïñåâäîìåòðèêà, ÿêà çàäà¹ òîïîëîãiþ çáiæíîñòi çà ìiðîþ.

Iíøèé ïðèêëàä: ïñåâäîìåòðèêà

d(f ,g) = inf{a > 0 : µ(|f − g|>a) 6 a}

òàêîæ çàäà¹ òîïîëîãiþ çáiæíîñòi çà ìiðîþ.


	      
	      
	  
	  

