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Çâ'ÿçîê çáiæíîñòi çà ìiðîþ i çáiæíîñòi ìàéæå ñêðiçü

Ïðîòÿãîì öi¹¨ ëåêöi¨¨ (Ω,Σ, µ) � ïðîñòið ç ìiðîþ.

Ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié (fn) íàçèâà¹òüñÿ çáiæíîþ ìàéæå ñêðiçü

äî ôóíêöi¨ f (ïîçíà÷åííÿ: fn
ì.ñ.−→ f ), ÿêùî ìíîæèíà òèõ t ∈ Ω,

äå fn(t) íå ïðÿìó¹ äî f (t) ïðè n→∞, íåõòóâàíà.

Ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié (fn) íàçèâà¹òüñÿ çáiæíîþ çà ìiðîþ äî

ôóíêöi¨ f (ïîçíà÷åííÿ: fn
µ−→ f ), ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî a > 0

µ (|fn − f |>a) −−−→
n→∞

0.
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Âåðõíüîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí (An) íàçèâà¹òüñÿ

ìíîæèíà lim An =
∞⋂

n=1

∞⋃
k=n

Ak .

Òåîðåìà ïðî âåðõíþ ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí.

Íåõàé An ∈ Σ, A∞ = lim An. Òîäi

(i) µ(A∞) > lim
n→∞

µ(An).

Çîêðåìà, ÿêùî µ(A∞) = 0, òî lim
n→∞

µ(An) = 0.

(ii) (Ëåìà Áîðåëÿ � Êàíòåëëi). ßêùî
∞∑

n=1
µ(An) <∞, òî

µ(A∞) = 0.
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Òåîðåìà 1 (Ëåáåã). Iç çáiæíîñòi ìàéæå ñêðiçü âèïëèâà¹ çái-

æíiñòü çà ìiðîþ. Äåòàëüíiøå: ÿêùî f , fn � âèìiðíi ôóíêöi¨ íà

Ω i fn
ì.ñ.→ f , òî fn

µ→ f .

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ, ìíîæèíà D âñiõ òî÷îê, äå fn íå ïðÿìó¹
äî f , íåõòóâàíà. Çàôiêñó¹ìî a > 0. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

An = |fn − f |>a i A∞ = lim An.

Çà îçíà÷åííÿì âåðõíüî¨ ãðàíèöi, A∞ =
⋂∞

n=1
⋃∞

k=n Ak , òîáòî

A∞ � öå ìíîæèíà òàêèõ òî÷îê t ∈ Ω, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N
iñíó¹ k > n, ïðè ÿêîìó |fk (t) − f (t)| > a. Îòæå, A∞ ⊂ D i

µ(A∞) = 0. Çà ëåìîþ ïðî âåðõíþ ãðàíèöþ, µ(An) → 0 (n →
∞), òîáòî µ (|fn − f |>a)→ 0 (n→∞). 2
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Ëåìà. Íåõàé fn � âèìiðíi ôóíêöi¨, an i εn � äîäàòíi ÷èñëà,

an → 0 (n→∞),
∑∞

n=1 εn <∞. Äàëi, íåõàé fn çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó µ (|fn|>an ) < εn. Òîäi fn
ì.ñ.→ 0.

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: D � öå ìíîæèíà âñiõ òî÷îê,

äå fn íå ïðÿìó¹ äî 0, An = |fn|>an , Bn =
∞⋃

k=n
Ak ,

A∞ = lim An =
∞⋂

n=1

Bn.

Íåõàé t ∈ Ω � äîâiëüíà òî÷êà, äå fn(t) íå ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Äëÿ
áóäü-ÿêîãî n ∈ N iñíó¹ k > n, ïðè ÿêîìó |fk (t)| > ak , òîáòî

t ∈ Bn. Îòæå, D ⊂ Bn ïðè âñiõ n i D ⊂ A∞.
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Âîäíî÷àñ, çà óìîâîþ,
∞∑

n=1
µ(An) <

∞∑
n=1

εn <∞.

Çàñòîñó¹ìî ÷àñòèíó (ii) ëåìè ïðî âåðõíþ ãðàíèöþ ïîñëiäîâ-

íîñòi ìíîæèí: µ(D) 6 µ(A∞) = 0. 2

Òåîðåìà 2 (Ô. Ðiñ). Áóäü-ÿêà ïîñëiäîâíiñòü âèìiðíèõ ôóíêöié,

çáiæíà çà ìiðîþ, ìiñòèòü çáiæíó ìàéæå ñêðiçü ïiäïîñëiäîâ-

íiñòü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé fn
µ→ f . Çàôiêñó¹ìî an, εn > 0, ÿêi çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâó ïîïåðåäíüî¨ ëåìè, i âèáåðåìî çðîñòàþ÷ó ïîñëi-

äîâíiñòü iíäåêñiâ mn òàê, ùîá µ (|fmn − f |>an ) < εn. Çà ëåìîþ,

fmn − f ì.ñ.→ 0, òîáòî fmn
ì.ñ.→ f . 2
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Òåîðåìà 3 (êðèòåðié çáiæíîñòi çà ìiðîþ). Ïîñëiäîâíiñòü âèìið-

íèõ ôóíêöié (fn) çáiãà¹òüñÿ çà ìiðîþ äî ôóíêöi¨ f òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè áóäü-ÿêà ïiäïîñëiäîâíiñòü ïîñëiäîâíîñòi (fn), ó ñâîþ
÷åðãó, ìiñòèòü ïiäïîñëiäîâíiñòü, çáiæíó äî f ìàéæå ñêðiçü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé fn
µ→ f . Òîäi êîæíà ïiäïîñëiäîâíiñòü ïîñëi-

äîâíîñòi (fn) òàêîæ çáiãà¹òüñÿ çà ìiðîþ i, çãiäíî ç ïîïåðåäíüîþ

òåîðåìîþ, ìiñòèòü ïiäïîñëiäîâíiñòü, çáiæíó äî f ìàéæå ñêðiçü.
Íàâïàêè, íåõàé fn íå çáiãà¹òüñÿ çà ìiðîþ äî f . Òîäi iñíóþòü òà-
êi a, ε > 0 i òàêà ïiäïîñëiäîâíiñòü (gn) ïîñëiäîâíîñòi (fn), ùî
æîäíà ç ôóíêöié gn íå ëåæèòü â îêîëi Ua,ε(f ). Òîäi ïiäïîñëi-
äîâíiñòü (gn) íå ìiñòèòü çáiæíèõ çà ìiðîþ äî f ïiäïîñëiäîâ-

íîñòåé, à îòæå, çà òåîðåìîþ 1, íå ìiñòèòü i çáiæíèõ ìàéæå

ñêðiçü äî f ïiäïîñëiäîâíîñòåé. 2
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Íàñëiäîê. Íåõàé X ,Y i Z � ìíîæèíè âèìiðíèõ ôóíêöié íà Ω;
X ì.ñ.-ùiëüíà â Y , Y ì.ñ.-ùiëüíà â Z , òîäi X ì.ñ.-ùiëüíà â Z .

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 1, X ùiëüíà â Y i Y ùiëüíà

â Z â òîïîëîãi¨ çáiæíîñòi çà ìiðîþ. Îòæå, X ùiëüíà â Z â

òîïîëîãi¨ çáiæíîñòi çà ìiðîþ. Òîìó, çà òåîðåìîþ ç ïîïåðåäíüî¨

ëåêöi¨ X áóäå i ñåêâåíöiéíî ùiëüíîþ â Z â ñåíñi çáiæíîñòi çà

ìiðîþ, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî f ∈ Z iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü (fn)

åëåìåíòiâ ìíîæèíè X , ùî fn
µ→ f . Çàëèøà¹òüñÿ ñêîðèñòàòèñü

òåîðåìîþ 2. 2

Çáiæíiñòü ìàéæå ñêðiçü íà âiäðiçêó íå ìîæíà çàäàòè íiÿêîþ

òîïîëîãi¹þ.
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Ôóíêöi¨ gn(x) = xn íà âiäðiçêó [0,1] ¹ òèïîâèì ïðèêëàäîì

ïîñëiäîâíîñòi, çáiæíî¨ â êîæíié òî÷öi, àëå íå çáiæíî¨ ðiâíî-

ìiðíî. Âîäíî÷àñ çáiæíiñòü ìîæíà ïîêðàùèòè, óñóíóâøè ÿê

çàâãîäíî ìàëèé îêië òî÷êè 1: íà âiäðiçêó [0,1 − ε], ùî çàëè-

øèâñÿ, çáiæíiñòü âæå áóäå ðiâíîìiðíîþ. Àíàëîãi÷íà ñèòóàöiÿ

âèíèêà¹ â òåîði¨ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ: ðÿä çáiãà¹òüñÿ äî ñâî¹¨ ñó-

ìè ðiâíîìiðíî íå ó âñüîìó êðóçi çáiæíîñòi, àëå â áóäü-ÿêîìó

êðóçi ìåíøîãî ðàäióñà. Öi åôåêòè ¹ ÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè

çàãàëüíîãî ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà �ãîðîâà. Íåõàé fn → f ìàéæå ñêðiçü íà Ω. Òîäi äëÿ
áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ A = Aε ∈ Σ ç µ(A) < ε, íà äîïîâíåííi

äî ÿêî¨ ïîñëiäîâíiñòü (fn) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî f .
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Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî an, εn > 0, an −→ 0,
∑∞

n=1 εn < ε.
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè Am,n = |fm − f |>an i Bm,n =

⋃∞
k=m Ak ,n.

Ïðè ôiêñîâàíîìó n ìíîæèíè Bm,n óòâîðþþòü ñïàäíèé çà m
ëàíöþæîê ìíîæèí, i µ (

⋂∞
m=1 Bm,n) = 0 (îñêiëüêè

⋂∞
m=1 Bm,n

ìiñòèòüñÿ â íåõòóâàíié ìíîæèíi � ìíîæèíi D âñiõ òî÷îê, äå fn
íå ïðÿìó¹ äî f ). Îòæå, µ (Bm,n) → 0 (m → ∞). Äëÿ êîæíîãî

n âèáåðåìî òàêèé iíäåêñ mn, ùî µ (Bmn,n) < εn. Äîâåäåìî, ùî

A =
⋃∞

n=1 Bmn,n ¹ ïîòðiáíîþ ìíîæèíîþ. Ñïðàâäi,

µ(A) 6
∞∑

n=1
εn < ε.

Äàëi, Ω\A ⊂ Ω\Bmn,n, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî k > mn ìíîæèíà

Ak ,n = |fk − f |>an íå ìiñòèòü òî÷îê ìíîæèíè Ω\A. Îòæå,
sup

t∈Ω\A
|fk (t)− f (t)| 6 an ïðè k > mn.

Öå i îçíà÷à¹ ïîòðiáíó ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü íà Ω\A. 2
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