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Òåîðåìà Ëîìîíîñîâà ïðî iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið

Çìiñò ïîïåðåäíiõ ñåðié ,

Òåîðåìà Ëîìîíîñîâà. Íåõàé A ∈ L(X )\ {0} � öiëêîì íåïåðåðâ-

íèé îïåðàòîð ó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó êîìïëåêñíîìó áàíàõî-

âîìó ïðîñòîði. Òîäi ó âñiõ îïåðàòîðiâ, ÿêi êîìóòóþòü ç A, iñíó¹
ñïiëüíèé íåòðèâiàëüíèé iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið.

Ïî÷íåìî ñüîãîäíiøíþ ëåêöiþ ç îáãîâîðåííÿ íàñëiäêiâ òà îáìå-

æåíü ó çàñòîñóâàííi òåîðåìè.

Íàñëiäîê. ßêùî îïåðàòîð T êîìóòó¹ õî÷à á ç îäíèì öiëêîì

íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì, òî â îïåðàòîðà T ¹ íåòðèâiàëüíi ií-

âàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè.

Ïðèêëàä. Îïåðàòîð çñóâó U (a1,a2, ...) = (0,a1,a2, ..) â `2 íå

êîìóòó¹ ç æîäíèì öiëêîì íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì, âîäíî÷àñ

íåòðèâiàëüíi iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè â íüîãî ¹.
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Ñïiëüíi íåðóõîìi òî÷êè ñiì'¨ âiäîáðàæåíü

Íàãàäà¹ìî, ùî äiàìåòðîì ìíîæèíè V â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði

X íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

diam(V ) = sup {ρ(x , y) : x , y ∈ V} .

Ðàäióñîì ìíîæèíè V â òî÷öi x ∈ V íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøèé

ðàäióñ rx (V ) çàìêíåíî¨ êóëi ç öåíòðîì â x , ùî ìiñòèòü âñþ

ìíîæèíó V . Åêâiâàëåíòíå îçíà÷åííÿ:

rx (V ) = sup {ρ(x , y) : y ∈ V} .

Î÷åâèäíî,

diam(V ) = sup
x∈V

rx (V ). (∗)

Òî÷êà x ∈ V íàçèâà¹òüñÿ äiàìåòðàëüíèì åëåìåíòîì ìíîæèíè

V , ÿêùî rx (V ) = diam(V ).
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Ëåìà 1. Íåõàé V � îïóêëèé êîìïàêò ó íîðìîâàíîìó ïðîñòî-

ði X , ùî ñêëàäà¹òüñÿ áiëüøå íiæ ç îäíi¹¨ òî÷êè. Òîäi ó V
iñíó¹ íåäiàìåòðàëüíèé åëåìåíò, òîáòî iñíó¹ x ∈ V , äëÿ ÿêî-

ãî rx (V ) < diam(V ).
Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîäàòíå ε < diam(V ) i âèáåðåìî ó ìíî-
æèíi V ε-ñiòêó x1, x2, . . . , xn. Øóêàíèé íåäiàìåòðàëüíèé åëå-

ìåíò x âèáåðåìî ÿê ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå åëåìåíòiâ ε-ñiòêè:
x = 1

n (x1 + x2 + . . .+ xn).
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé y ∈ V . Òîäi

‖x − y‖ =
1
n

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

(xk − y)

∥∥∥∥∥ 6
1
n

n∑
k=1

‖xk − y‖.

Ïðèíàéìíi îäèí ç äîäàíêiâ â îñòàííié ñóìi íå ïåðåâèùó¹ ε, à
ðåøòà îöiíþþòüñÿ çâåðõó ÷èñëîì diam(V ). Îòæå,

‖x − y‖ 6 n − 1
n

diam(V ) +
1
n
ε.
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Ïåðåõîäÿ÷è äî ñóïðåìóìà çà y ∈ V , îäåðæó¹ìî

rx (V ) 6
n − 1

n
diam(V ) +

1
n
ε < diam(V ). 2

Ëåìà 2. Íåõàé V � êîìïàêò ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X ,

f : V → V � içîìåòðiÿ êîìïàêòà V â ñåáå. Òîäi f ái¹êòèâíà.

(íà äîøöi)
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Ëåìà 3. Íåõàé V � îïóêëèé êîìïàêò ó íîðìîâàíîìó ïðîñòî-

ði X , ùî ñêëàäà¹òüñÿ áiëüøå íiæ ç îäíi¹¨ òî÷êè. Òîäi iñíó¹

íåïîðîæíié îïóêëèé êîìïàêò V0 ⊂ V , V0 6= V , iíâàðiàíòíèé

âiäíîñíî âñiõ içîìåòðié êîìïàêòà V â ñåáå.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàâøèñü ëåìîþ 1, âèáåðåìî x0 ∈ V ç rx0
(V ) <

diam(V ). Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ r0 = rx0
(V ) i çà øóêàíå V0 âi-

çüìåìî ìíîæèíó âñiõ x ∈ V , äëÿ ÿêèõ rx (V ) 6 r0. Çà ïîáóäî-

âîþ x0 ∈ V0, òîáòî V0 íåïîðîæíÿ. Äàëi, çãiäíî (∗), ó V iñíó-

þòü òî÷êè ç rx (V ) > r0 (íàñïðàâäi, íà ïiäñòàâi êîìïàêòíîñòi,

íàâiòü ç rx (V ) = diamV ). Îòæå, V0 6= V .
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Çàçíà÷èìî, ùî òî÷êà x ∈ V ïîòðàïëÿ¹ â V0 òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè âiäñòàíi âiä x äî âñiõ y ∈ V íå ïåðåâèùóþòü r0. Òîáòî V0
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ïåðåòèíó

V0 = V ∩

⋂
y∈V

B̄(y , r0)


îïóêëèõ çàìêíåíèõ ìíîæèí, òîìó V0 ñàìà � îïóêëà çàìêíåíà

ìíîæèíà. Çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè iíâàðiàíòíiñòü âiäíîñíî âñiõ

içîìåòðié T : V → V . Íåõàé x ∈ V0, íàì ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî

T (x) ∈ V0. Òîáòî ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî ‖T (x)− y‖ 6 r0 äëÿ

áóäü-ÿêîãî y ∈ V . Ñïðàâäi, ç îãëÿäó íà ái¹êòèâíiñòü òî÷êà y
ìà¹ âèãëÿä y = T (z), z ∈ V . Âiäïîâiäíî,

‖T (x)− y‖ = ‖T (x)− T (z)‖ = ‖x − z‖ 6 r0. 2
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Òåîðåìà Êàêóòàíi. Íåõàé K � íåïîðîæíié îïóêëèé êîìïàêò â

íîðìîâàíîìó ïðîñòîði X . Òîäi ó âñiõ içîìåòðié êîìïàêòà K â

ñåáå iñíó¹ ñïiëüíà íåðóõîìà òî÷êà.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ W âñiõ îïóêëèõ çàìêíåíèõ ïiä-

ìíîæèí V 6= ∅ êîìïàêòà K , ÿêi ìàþòü òó âëàñòèâiñòü, ùî

T (V ) ⊂ V äëÿ áóäü-ÿêî¨ içîìåòði¨ T : K → K . (∗∗)

Óïîðÿäêó¹ìî ñiì'þ W çà ñïàäàííÿì ìíîæèí. Ïðîïîíó¹ìî ÷è-

òà÷åâi ñàìîñòiéíî ïåðåâiðèòè, ùî ïåðåòèí áóäü-ÿêîãî ëàíöþæ-

êà åëåìåíòiâ ñiì'¨ W � öå çíîâó åëåìåíò ñiì'¨ W , òîáòî ñiì'ÿ W
iíäóêòèâíî âïîðÿäêîâàíà (íåïîðîæíiñòü ïåðåòèíó åëåìåíòiâ

ëàíöþãà ãàðàíòó¹òüñÿ êîìïàêòíiñòþ ìíîæèíè K ). Çà ëåìîþ

Öîðíà, ó W iñíó¹ ìiíiìàëüíèé çà âêëþ÷åííÿì åëåìåíò V . Ç

ëåìè 3 âèïëèâà¹, ùî öåé ìiíiìàëüíèé åëåìåíò íå ìîæå ìiñòèòè

áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè. Îòæå, V ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî åëåìåíòà

x0 ∈ K , à óìîâà (∗∗) îçíà÷à¹, ùî x0 � íåðóõîìà òî÷êà äëÿ âñiõ

içîìåòðié T : K → K . 2
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Ïðèêëàä. Íåõàé V � äåÿêà êóëÿ íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó. Òîäi

(a) öåíòð êóëi V � ñïiëüíà íåðóõîìà òî÷êà âñiõ ái¹êòèâíèõ

içîìåòðié T : V → V ; (b) iíøèõ ñïiëüíèõ íåðóõîìèõ òî÷îê âñiõ

ái¹êòèâíèõ içîìåòðié T : V → V íåìà¹.

Âïðàâà. Íàâåäiòü ïðèêëàä êóëi â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði, äå íå

âèêîíó¹òüñÿ ïóíêò (a) ïîïåðåäíüî¨ âïðàâè. Òå æ äëÿ ï. (b).

Íàâåäiòü ïðèêëàä, äå íå âèêîíó¹òüñÿ íi ï. (a), íi ï. (b).
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