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Iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè

Çàìêíåíèé ïiäïðîñòið Y áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ
iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì äëÿ îïåðàòîðà A ∈ L(X ), ÿêùî
A (Y ) ⊂ Y . Ïiäïðîñòið Y ⊂ X íàçâåìî íåòðèâiàëüíèì, ÿêùî
âií íå çáiãà¹òüñÿ íi ç íóëåì, íi ç óñiì ïðîñòîðîì X . Çíàí-
íÿ iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ äîïîìàãà¹ çðîçóìiòè ñòðóêòóðó
îïåðàòîðà. Òàê, íàïðèêëàä, â ëiíiéíié àëãåáði äëÿ ïîáóäîâè
æîðäàíîâî¨ ôîðìè âèäiëÿþòü êîðåíåâi ïiäïðîñòîðè; ðîçêëàä
ïðîñòîðó â ïðÿìó ñóìó iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ äîçâîëÿ¹
çâîäèòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ax = b äî ðiâíÿíü ó âiäïîâiäíèõ
ïiäïðîñòîðàõ.
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Ìàáóòü, íàéâàæëèâiøà íà ñüîãîäíi íåðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à òåî-
ði¨ îïåðàòîðiâ � öå ïðîáëåìà iíâàðiàíòíîãî ïiäïðîñòîðó: ÷è
ó áóäü-ÿêîãî îáìåæåíîãî îïåðàòîðà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði
iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið?
Ïðîáëåìi iíâàðiàíòíîãî ïiäïðîñòîðó ïðèñâÿ÷åíî áàãàòî íàó-
êîâèõ ðîáiò. Ó ðiçíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ (íàïðèêëàä, â `1)
âiäîìi ïðèêëàäè íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ áåç íåòðèâiàëüíèõ
iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ. Âiäîìi òàêîæ ïîçèòèâíi ðåçóëüòà-
òè, ñåðåä ÿêèõ ïåðøèì áóëà òåîðåìà ôîí Íåéìàíà: (J. von
Neumann) ó áóäü-ÿêîãî êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà â ãiëüáåðòî-
âîìó ïðîñòîði iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið.
Òåîðåìó ôîí Íåéìàíà áóëî äîâåäåíî â 30-õ ðîêàõ XX ñòîëi-
òòÿ, àëå îïóáëiêîâàíî âïåðøå ÷åðåç 20 ðîêiâ Àðîíøàéíîì i
Ñìiòîì, ÿêi ïîøèðèëè ðåçóëüòàò íà âèïàäîê áàíàõîâîãî ïðî-
ñòîðó.
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Ñüîãîäíi ìè äîâåäåìî òåîðåìó iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíîãî ïiä-
ïðîñòîðó, ÿêà íàëåæèòü êîëèøíüîìó õàðêiâ'ÿíèíó Âiêòîðó
Ëîìîíîñîâó (1946 � 2018).

https://en.wikipedia.org/wiki/Victor_Lomonosov
https://www.degruyter.com/view/book/9783110656756/10.1515/
9783110656756-202.xml

https://en.wikipedia.org/wiki/Victor_Lomonosov
https://www.degruyter.com/view/book/9783110656756/10.1515/9783110656756-202.xml
https://www.degruyter.com/view/book/9783110656756/10.1515/9783110656756-202.xml
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Ïðîòÿãîì öi¹¨ ëåêöi¨ X � ôiêñîâàíèé áàíàõîâèé ïðîñòið, A ∈
L(X ). Çðîáèìî äëÿ ïî÷àòêó äåêiëüêà çàóâàæåíü.

(i) Íåõàé G � ïiäìíîæèíà â X , äëÿ ÿêî¨ A (G) ⊂ G. Òîäi
A (LinG) ⊂ LinG.

(ii) Íåõàé E � ëiíiéíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó X , A (E) ⊂ E .
Òîäi çàìèêàííÿ ïiäïðîñòîðó E òàêîæ áóäå iíâàðiàíòíèì
äëÿ A.

(iii) ßäðî îïåðàòîðà i çàìèêàííÿ îáðàçó � öå iíâàðiàíòíi
ïiäïðîñòîðè.

(iv) Äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà x ∈ X\ {0} ìíîæèíà
G = {Anx}∞n=1 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó çàóâàæåííÿ (i). Îòæå,
çàìèêàííÿ ëiíiéíî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè G óòâîðþ¹
iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið îïåðàòîðà A.
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(v) Çàãàëüíiøèé ïðèêëàä. Íåõàé M � ïiäàëãåáðà àëãåáðè
L (X ) (òîáòî ëiíiéíèé ïiäïðîñòið, ÿêèé ìiñòèòü
îäèíè÷íèé îïåðàòîð i ðàçîì ç áóäü-ÿêèìè äâîìà ñâî¨ìè
åëåìåíòàìè ìiñòèòü i ¨õíié äîáóòîê), x ∈ X\ {0}.
Îçíà÷èìî îðáiòó åëåìåíòà x ÿê ìíîæèíó
M (x) = {Tx : T ∈ M}. Òîäi çàìèêàííÿ îðáiòè � öå
iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið äëÿ áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà ç
ïiäàëãåáðè M.
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Òåîðåìà Ëîìîíîñîâà. Íåõàé A ∈ L(X )\ {0} � öiëêîì íåïåðåðâ-
íèé îïåðàòîð ó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó êîìïëåêñíîìó áàíàõî-
âîìó ïðîñòîði. Òîäi ó âñiõ îïåðàòîðiâ, ÿêi êîìóòóþòü ç A, iñíó¹
ñïiëüíèé íåòðèâiàëüíèé iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið.

Ïiäãîòîâ÷à ðîáîòà: íàãàäóâàííÿ ôàêòiâ ïðî êîìïàêòíi îïå-
ðàòîðè, ñêií÷åííîâèìiðíiñòü âëàñíèõ ïiäïðîñòîðiâ, iíâàðiàí-
òíiñòü âëàñíèõ ïiäïðîñòîðiâ äëÿ îïåðàòîðiâ, ùî êîìóòóþòü ç
äàíèì (íà äîøöi).
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Ïî÷àòîê äîâåäåííÿ

Áóäåìî ìiðêóâàòè ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî, òîáòî ïðèïóñòè-
ìî, ùî íåìà¹ òàêîãî ñïiëüíîãî iíâàðiàíòíîãî ïiäïðîñòîðó. Çà-
ôiêñó¹ìî âiäêðèòó êóëþ U â ïðîñòîði X òàê, ùîá êîìïàêò K ,
óòâîðåíèé çàìèêàííÿì ìíîæèíè A (U), íå ìiñòèâ íóëÿ. Íåõàé
M � ïiäàëãåáðà àëãåáðè L (X ), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ îïåðàòî-
ðiâ, ÿêi êîìóòóþòü ç A.

Çàçíà÷èìî, ùî îðáiòà M (x) áóäü-ÿêîãî íåíóëüîâîãî åëåìåí-
òà ùiëüíà â X , iíàêøå, çãiäíî iç çàóâàæåííÿì (v), çàìèêàííÿ
îðáiòè áóëî á ñïiëüíèì íåòðèâiàëüíèì iíâàðiàíòíèì ïiäïðî-
ñòîðîì äëÿ îïåðàòîðiâ ç M. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè s ∈ K
ìîæíà çíàéòè òàêèé îïåðàòîð Ts ∈ M, ùî Ts (s) ∈ U. Òîäi Ts
òàêîæ ïåðåâîäèòü â U i äåÿêèé îêië Vs åëåìåíòà s.



8 / 9

Äîäàòêîâi ðîçäiëè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó

Òåîðåìà Ëîìîíîñîâà ïðî iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið

Çàñòîñóâàííÿ ïðèíöèïó Øàóäåðà

Îêîëè Vs ïðè s, ùî ïðîáiãà¹ ìíîæèíó K , óòâîðþþòü âiäêðèòå
ïîêðèòòÿ êîìïàêòà K . Òîìó iñíó¹ òàêà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà
J ⊂ K , ùî

⋃
s∈J Vs ⊃ K .

Íåõàé ôóíêöi¨ ϕs ∈ C (K ) , s ∈ J óòâîðþþòü âiäïîâiäíèé
ðîçêëàä îäèíèöi, òîáòî ϕs > 0,

∑
s∈J ϕs ≡ 1 i suppϕs ⊂ Vs.

Ââåäåìî â ðîçãëÿä òàêå âiäîáðàæåííÿ F : K → X :

F (x) = A

(∑
s∈J

ϕs (x) · Ts (x)

)
.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ K íåíóëüîâèìè â îñòàííié ñóìi áóäóòü
òiëüêè òi äîäàíêè, äå ϕs (x) 6= 0, òîáòî òi, äëÿ ÿêèõ x ∈ Vs.
ßêùî x ∈ Vs, òî, çà ïîáóäîâîþ, Ts (x) ∈ U i, îòæå, F (x) ∈
K . Îòîæ F (K ) ⊂ K , i ìè ïåðåáóâà¹ìî â óìîâàõ ïðèíöèïó
Øàóäåðà. Ïîçíà÷èìî x0 íåðóõîìó òî÷êó âiäîáðàæåííÿ F .
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Çâåðøåííÿ äîâåäåííÿ

Òîäi x0 áóäå íåðóõîìîþ òî÷êîþ i äëÿ òàêîãî êîìïàêòíîãî îïå-
ðàòîðà T ∈ M:

T = A

(∑
s∈J

ϕs (x0)Ts

)
.

Ðîçãëÿíåìî âëàñíèé ïiäïðîñòið Y = Ker (T − I). Öåé ïiäïðî-
ñòið Y áóäå iíâàðiàíòíèì äëÿ îïåðàòîðà A. Íà ïiäñòàâi êîìïà-
êòíîñòi îïåðàòîðà T ïiäïðîñòið Y ñêií÷åííîâèìiðíèé. Îñêiëü-
êè áóäü-ÿêèé îïåðàòîð ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði ìà¹
âëàñíi ÷èñëà, äåÿêå âëàñíå ÷èñëî µ ¹ i â îáìåæåííÿ îïåðàòî-
ðà A íà ïiäïðîñòið Y . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç E âëàñíèé ïiäïðîñòið
îïåðàòîðà A, âiäïîâiäíèé âëàñíîìó ÷èñëó µ.
Ó òàêîìó ðàçi ïiäïðîñòið E áóäå iíâàðiàíòíèì äëÿ âñiõ îïåðà-
òîðiâ, ÿêi êîìóòóþòü ç îïåðàòîðîì A. 2


	 
	    

