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Ïðèíöèï Øàóäåðà

Ïðèíöèï Øàóäåðà. (J. Schauder) Êîæíèé îïóêëèé êîìïàêò â

íîðìîâàíîìó ïðîñòîði ìà¹ âëàñòèâiñòü íåðóõîìî¨ òî÷êè.

Ïîäàìî ùå îäíå çðó÷íå â çàñòîñóâàííÿõ ïåðåôîðìóëþâàííÿ

ïðèíöèïó Øàóäåðà.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé V � îïóêëà çàìêíåíà, îáìåæåíà ïiäìíîæè-

íà áàíàõîâîãî ïðîñòîðó, F : V → V � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåí-

íÿ i F (V ) � ïåðåäêîìïàêò. Òîäi ó âiäîáðàæåííÿ F ¹ íåðóõîìà

òî÷êà.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç K çàìèêàííÿ îïóêëî¨ îáîëîíêè

ìíîæèíè F (V ). Çà óìîâîþ, K � îïóêëèé êîìïàêò, F (K ) ⊂
F (V ) ⊂ K , òîáòî F ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âiäîáðàæåííÿ êîì-

ïàêòà K â ñåáå. Çàëèøà¹òüñÿ çàñòîñóâàòè ïðèíöèï Øàóäåðà.
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Òåîðåìè Ïiêàðà i Ïåàíî ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

Íàãàäà¹ìî, ùî çàäà÷åþ Êîøi äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

y ′ = f (t , y)

íàçèâà¹òüñÿ çàäà÷à ïîøóêó íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóí-

êöi¨ y(t), âèçíà÷åíî¨ â îêîëi òî÷êè t0, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ÿê ñàìå
ðiâíÿííÿ, òàê i çàäàíó ïî÷àòêîâó óìîâó y(t0) = y0.

Ó âèïàäêó íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f (t , y) çàäà÷à Êîøi åêâiâàëåí-
òíà òàêîìó iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííþ:

y(t) = y0 +

t∫
t0

f (s, y(s))ds. (1)
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Òåîðåìè Ïiêàðà i Ïåàíî ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

Òåîðåìà Ïiêàðà. Íåõàé ôóíêöiÿ f : [t0,T ] × [y0 − θ, y0 + θ] →
[−M,M] âèìiðíà i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ çà äðóãîþ çìií-

íîþ çi ñòàëîþ γ > 0, íå çàëåæíîþ âiä ïåðøî¨ çìiííî¨. Òîäi

iñíó¹ òàêå τ > 0, ùî íà âiäðiçêó t ∈ [t0, t0 + τ ] ðiâíÿííÿ (1) ìà¹
ðîçâ'ÿçîê i öåé ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé. Çà τ ìîæíà âçÿòè áóäü-ÿêå

÷èñëî, ñòðîãî ìåíøå çà τ0 = min
{
θ
M ,

1
γ ,T − t0

}
.

Äîâåäåííÿ. Ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði C[t0, t0+τ ] ðîçãëÿíåìî ïiä-
ìíîæèíó U âñiõ ôóíêöié y(t), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íà [t0, t0+τ ]
óìîâó |y(t)− y0| 6 θ. Çàäàìî òàêå âiäîáðàæåííÿ
F : U → C[t0, t0 + τ ]:

(F (y))(t) = y0 +

t∫
t0

f (s, y(s))ds.

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) � öå íåðóõîìi òî÷êè âiäîáðàæåííÿ F .
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Òåîðåìè Ïiêàðà i Ïåàíî ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

Ïåðåâiðèìî, ùî F çäiéñíþ¹ âiäîáðàæåííÿ ñòèñêó ìíîæèíè U
â ñåáå. Ïî-ïåðøå, äëÿ áóäü-ÿêîãî y ∈ U ìà¹ìî

|(F (y))(t)− y0| =

∣∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

f (s, y(s))ds

∣∣∣∣∣∣∣ 6 Mτ 6 θ,

òîáòî F (y) ∈ U. Îòæå, F (U) ⊂ U. Äàëi, äëÿ áóäü-ÿêèõ

y1, y2 ∈ U

‖F (y1)− F (y2)‖ = max
t∈[t0,t0+τ ]

∣∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

f (s, y1(s))− f (s, y2(s))ds

∣∣∣∣∣∣∣
6 γτ ‖y1 − y2‖ ,

à çà ïîáóäîâîþ γτ < 1. Òîáòî F � ñòèñêàëüíå âiäîáðàæåííÿ.
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Òåîðåìè Ïiêàðà i Ïåàíî ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

Íàðåøòi, ìíîæèíà U çàìêíåíà â C[t0, t0 + τ ], âiäïîâiäíî, U
� ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ó ðiâíîìiðíié ìåòðèöi, ÿêó ìè

ðîçãëÿäà¹ìî. Îòæå, ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó Áàíàõà ïðî

âiäîáðàæåííÿ ñòèñêó, ÿêà äà¹ íàì iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü íåðó-

õîìî¨ òî÷êè. 2

Òåîðåìà Ïåàíî. Íåõàé ôóíêöiÿ f : [t0,T ] × [y0 − θ, y0 + θ] →
[−M,M] âèìiðíà i ðiâíîìiðíî âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ íåïå-

ðåðâíà çà äðóãîþ çìiííîþ. Iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ áóäü-ÿêîãî

ε > 0 iñíó¹ òàêå δ = δ(ε) > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ [t0,T ]
i áóäü-ÿêèõ y1, y2 ∈ [y0 − θ, y0 + θ], ÿêùî |y1 − y2| 6 δ, òî
|f (t , y1)− f (t , y2)| 6 ε.
Òîäi â ðiâíÿííÿ (1) iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê íà âiäðiçêó t ∈ [t0, t0 + τ ],
äå çà τ ìîæíà âçÿòè min

{
θ
M ,T − t0

}
.



7 / 9

Äîäàòêîâi ðîçäiëè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî òàêó ñàìó ìíîæèíó U i òàêå ñàìå âiä-

îáðàæåííÿ F , ÿê i â ïîïåðåäíüîìó äîâåäåííi. Òiëüêè íà âiä-

ìiíó âiä òåîðåìè Ïiêàðà iñíóâàííÿ íåðóõîìî¨ òî÷êè áóäå âè-

ïëèâàòè íå ç òåîðåìè ïðî âiäîáðàæåííÿ ñòèñêó, à ç ïðèíöèïó

Øàóäåðà ó ôîðìóëþâàííi ç íàñëiäêó 1 íà ïî÷àòêó íàøî¨ ëå-

êöi¨. Çîêðåìà, òîìó â òåîðåìi ñòâåðäæó¹òüñÿ iñíóâàííÿ, àëå íå

ñòâåðäæó¹òüñÿ ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó.

Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ íàñëiäêó 1 ó íàøîìó âèïàäêó.

Ìíîæèíà U � öå çàìêíåíà êóëÿ ïðîñòîðó C[t0, t0 + τ ] ðàäióñà
θ ç öåíòðîì ó ôóíêöi¨, ùî òîòîæíî äîðiâíþ¹ y0. Òîìó U �

îïóêëà çàìêíåíà, îáìåæåíà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó C[t0, t0+τ ].
Äîâåäåííÿ âêëþ÷åííÿ F (U) ⊂ U ç òåîðåìè Ïiêàðà çáåðiãà¹

ñâîþ ñèëó.
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Ïåðåâiðèìî íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ F . Äëÿ áóäü-ÿêîãî

ε > 0 âiçüìåìî δ(ε) ç óìîâè ðiâíîìiðíî¨ íåïåðåðâíîñòi çà

y ôóíêöi¨ f (t , y). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ ôóíêöié y1, y2 ∈ U ç

‖y1 − y2‖ < δ (ε/τ) ìà¹ìî |f (s, y1(s))− f (s, y2(s))| 6 ε/τ i, îò-

æå,

‖F (y1)− F (y2)‖ = max
t∈[t0,t0+τ ]

∣∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

f (s, y1(s))− f (s, y2(s))ds

∣∣∣∣∣∣∣ 6 ε.

Íàðåøòi, ïåðåâiðèìî, ùî F (U) � öå ïåðåäêîìïàêò. Îñêiëüêè

F (U) ⊂ U, à U � öå êóëÿ, F (U) � îáìåæåíà ìíîæèíà. Çãiäíî

ç òåîðåìîþ Àðöåëà, íàì òðåáà äîâåñòè îäíîñòàéíó íåïåðåðâ-

íiñòü ñiì'¨ ôóíêöié F (U).
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Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ g ∈ F (U) iñíó¹ ôóíêöiÿ y ∈ U ç F (y) =
g. Âiäïîâiäíî, äëÿ áóäü-ÿêèõ t1, t2 ∈ [t0, t0 + τ ] ìà¹ìî:

|g(t1)− g(t2)| = |(F (y))(t1)− (F (y))(t2)|

=

∣∣∣∣∣∣∣
t2∫

t1

f (s, y(s))ds

∣∣∣∣∣∣∣ 6 M |t1 − t2| .

Òîáòî ñiì'ÿ F (U) íå ïðîñòî îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà, à çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ iç çàãàëüíîþ ñòàëîþ M.

Îòæå, âñi óìîâè íàñëiäêó 1 ïåðåâiðåíî, ÷èì äîâåäåíî iñíóâà-

ííÿ øóêàíî¨ íåðóõîìî¨ òî÷êè.
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