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Òåîðåìà Áðàóåðà

Íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨ ìè äîâåëè äâi ëåìè: ëåìó Øïåðíåðà òà
ëåìó ïðî ðîçôàðáóâàííÿ ñèìïëåêñà (ôîðìóëþâàííÿ íà äî-
øöi).

Íà öié ëåêöi¨ ìè äîâåäåìî îáiöÿíó ðàíiøå òåîðåìó Áðàóåðà:

Òåîðåìà. Êîæíèé îïóêëèé êîìïàêò ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó íîð-
ìîâàíîìó ïðîñòîði ìà¹ âëàñòèâiñòü íåðóõîìî¨ òî÷êè.

Äîâåäåííÿ. Ìè âæå ïîÿñíþâàëè, ùî òåîðåìó äîñòàòíüî äîâî-
äèòè äëÿ ñèìïëåêñiâ. (äîâåäåííÿ íà äîøöi)
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Ðîçáèòòÿ îäèíèöi i àïðîêñèìàöiÿ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü ñêií÷åííîâèìiðíèìè

Íåõàé K � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X ,
Uj , j = 1, 2, ..., n � âiäêðèòi ìíîæèíè, i

⋃n
j=1 Uj ⊃ K . Íàáið

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ϕj : K → R, j = 1, 2, ..., n íàçèâà¹òüñÿ

ðîçáèòòÿì îäèíèöi íà K , ùî ïiäïîðÿäêîâàíå ïîêðèòòþ
{

Uj
}n

1,

ÿêùî
∑n

j=1 ϕj ≡ 1, ϕj > 0 i suppϕj ⊂ Uj ïðè âñiõ j .

Òåîðåìà 1. Â îïèñàíèõ âèùå óìîâàõ iñíó¹ ðîçáèòòÿ îäèíèöi
íà K , ùî ïiäïîðÿäêîâàíå ïîêðèòòþ

{
Uj
}n

1.
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Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíè Uc
j = X\Uj çàìêíåíi. ßêùî õî÷à á îäíà

ç Uc
j ïîðîæíÿ, òî Uj = X ⊃ K i çàäà÷à ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ òðèâi-

àëüíèì ñïîñîáîì: äëÿ öüîãî iíäåêñó j âiçüìåìî ϕj ≡ 1, à äëÿ
k 6= j ïîêëàäåìî ϕk ≡ 0. Îòæå, ìîæíà ïðèïóñêàòè íåïîðî-
æíiñòü âñiõ Uc

j . Ðîçãëÿíåìî íà K ôóíêöi¨ gj(x) = ρ(x ,Uc
j ).

Öi ôóíêöi¨ íåâiä'¹ìíi, íåïåðåðâíi i ìàþòü òàêó âëàñòèâiñòü:
x ∈ Uj òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè gj(x) 6= 0.

Îñêiëüêè êîæíà òî÷êà x ∈ K ëåæèòü ïðèíàéìíi â îäíié ç Uj ,
ôóíêöiÿ g =

∑n
j=1 gj íiäå íà K íå ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà íóëü. Çà

øóêàíi ϕj ìîæíà âçÿòè ôóíêöi¨ ϕj =
gj
g . Öi ôóíêöi¨ íåïåðåðâíi

(çíàìåííèê íå ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü), íåâiä'¹ìíi, suppϕj =

supp gj = Uj i
∑n

j=1 ϕj =
1
g
∑n

j=1 gj = 1.
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Íàñòóïíå îçíà÷åííÿ óçàãàëüíþ¹ íà íåëiíiéíèé âèïàäîê ïîíÿ-
òòÿ ñêií÷åííîâèìiðíîãî îïåðàòîðà.

Âiäîáðàæåííÿ g ìíîæèíè X ó ëiíiéíèé ïðîñòið Y íàçèâà¹òüñÿ
ñêií÷åííîâèìiðíèì, ÿêùî dimLing(X ) <∞.

Òåîðåìà 2. Íåõàé K � ïåðåäêîìïàêò ó íîðìîâàíîìó ïðîñòîði
Y . Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ íåïåðåðâíå ñêií÷åííîâè-
ìiðíå âiäîáðàæåííÿ gε : K → Y ç gε(K ) ⊂ convK , ùî ðiâíî-
ìiðíî íàáëèæà¹ íà K îäèíè÷íèé îïåðàòîð ç òî÷íiñòþ äî ε:
supx∈K ‖gε(x)− x‖ 6 ε.
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Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî â K ñêií÷åííó ε-ñiòêó y1, y2, ..., yn. Òî-
äi âiäêðèòi êóëi Uk = B(yk , ε) óòâîðþþòü ïîêðèòòÿ ìíîæèíè
K . Íåõàé ϕj : K → R, j = 1, 2, ..., n, � ðîçáèòòÿ îäèíèöi íà

K , ÿêå ïiäïîðÿäêîâàíå ïîêðèòòþ
{

Uj
}n

1. Ïîêëàäåìî gε(x) =∑n
j=1 ϕj(x)yj . Íåïåðåðâíiñòü gε âèïëèâà¹ ç íåïåðåðâíîñòi âñiõ

φj . Äàëi, gε(K ) ⊂ convK , îñêiëüêè ñóìè
∑n

j=1 ϕj(x)yj � öå
îïóêëi êîìáiíàöi¨ òî÷îê yj ∈ K . Çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè, ùî
supx∈K ‖gε(x)− x‖ 6 ε. Íåõàé x ∈ K � äîâiëüíèé åëåìåíò. Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç N = {j ∈ {1, . . . ,n} : ϕj(x) 6= 0}. Çà îçíà÷åííÿì
ðîçáèòòÿ îäèíèöi, äëÿ j ∈ N ìà¹ìî âêëþ÷åííÿ x ∈ B(yj , ε),
òîáòî

∥∥x − yj
∥∥ < ε. Âiäïîâiäíî,

‖gε(x)− x‖ =

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=1

ϕj(x)yj −
n∑

j=1

ϕj(x) · x

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=1

ϕj(x)(yj − x)

∥∥∥∥∥∥ 6

6
∑
j∈N

ϕj(x)
∥∥(yj − x)

∥∥ < ε. 2
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Òåîðåìà 3. Íåõàé K � îïóêëèé êîìïàêò â íîðìîâàíîìó ïðî-
ñòîði Y . Òîäi áóäü-ÿêå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : K → K
ìîæå áóòè ç áóäü-ÿêîþ òî÷íiñòþ ðiâíîìiðíî íàáëèæåíå ñêií-
÷åííîâèìiðíèìè íåïåðåðâíèìè âiäîáðàæåííÿìè ìíîæèíè K â
ñåáå.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé gε � ôóíêöiÿ ç òåîðåìè 2. Íà ïiäñòàâi îïó-
êëîñòi ìà¹ìî gε(K ) ⊂ K . Íåâàæêî çàóâàæèòè, ùî êîìïîçèöiÿ
gε◦f : K → K � öå ñêií÷åííîâèìiðíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ,
ùî íàáëèæà¹ f ç òî÷íiñòþ äî ε :

sup
x∈K
‖gε(f (x))− f (x)‖ 6 sup

y∈K
‖gε(y)− y‖ 6 ε. 2
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Ïðèíöèï Øàóäåðà

Íåõàé X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Åëåìåíò x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ
ε-íåðóõîìîþ òî÷êîþ âiäîáðàæåííÿ f : X → X , ÿêùî

ρ (f (x), x) < ε
Ëåìà 1. Íåõàé X � êîìïàêòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi äëÿ
iñíóâàííÿ ó íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : X → X íåðóõîìî¨
òî÷êè äîñòàòíüî, ùîá f ìàëî ε-íåðóõîìó òî÷êó äëÿ êîæíîãî
ε > 0.
Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàâøèñü äëÿ ε = 1

n , n ∈ N iñíóâàííÿì ε-
íåðóõîìî¨ òî÷êè, îäåðæèìî ïîñëiäîâíiñòü xn ∈ X ç

ρ (f (xn), xn) −−−→n→∞
0.

Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî ó ïîñëi-
äîâíîñòi (xn) iñíó¹ ãðàíèöÿ (iíàêøå çàìiíèìî (xn) çáiæíîþ
ïiäïîñëiäîâíiñòþ). Ïîçíà÷èìî lim

n→∞
xn ÷åðåç x . Òîäi f (x) =

lim
n→∞

f (xn) i ρ (f (x), x) = lim
n→∞

ρ (f (xn), xn) = 0.
Òîáòî f (x) = x , i x � öå øóêàíà íåðóõîìà òî÷êà. 2
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Ïðèíöèï Øàóäåðà

Ëåìà 2. Íåõàé Y � íîðìîâàíèé ïðîñòið, K ⊂ Y � îïóêëèé
êîìïàêò i f : K → K � íåïåðåðâíå ñêií÷åííîâèìiðíå âiäîáðà-
æåííÿ. Òîäi f ìà¹ íåðóõîìó òî÷êó.
Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ X = Lin f (K ), K̃ = X∩K . Òîäi
X � ñêií÷åííîâèìiðíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, K̃ ⊂ X � îïóêëèé
êîìïàêò i f (K̃ ) ⊂ f (K ) ⊂ X ∩ K = K̃ . Çà òåîðåìîþ Áðàóåðà,
âiäîáðàæåííÿ f ìà¹ íåðóõîìó òî÷êó â K̃ . Öÿ íåðóõîìà òî÷êà
áóäå ëåæàòè i â K . 2
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Ïðèíöèï Øàóäåðà

Ïðèíöèï Øàóäåðà. (J. Schauder) Êîæíèé îïóêëèé êîìïàêò â
íîðìîâàíîìó ïðîñòîði ìà¹ âëàñòèâiñòü íåðóõîìî¨ òî÷êè.
https://en.wikipedia.org/wiki/Juliusz_Schauder
Äîâåäåííÿ. Íåõàé Y � íîðìîâàíèé ïðîñòið, K ⊂ Y � îïó-
êëèé êîìïàêò i f : K → K � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Çà ç
ëåìîþ 1, äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ó f ¹
ε-íåðóõîìà òî÷êà. Ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ 3, çíàéäåìî òà-
êå ñêií÷åííîâèìiðíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ fε : K → K , ùî
ρ (f (x), fε(x)) < ε äëÿ âñiõ x ∈ K . Çà ëåìîþ 2 ó âiäîáðàæåííÿ
fε ¹ íåðóõîìà òî÷êà. Öÿ íåðóõîìà òî÷êà xε âiäîáðàæåííÿ fε
äëÿ âèõiäíîãî âiäîáðàæåííÿ f ¹ ε-íåðóõîìîþ òî÷êîþ:

ρ (xε, f (xε)) = ρ (fε(xε), f (xε)) < ε. 2

https://en.wikipedia.org/wiki/Juliusz_Schauder

	 
	      
	 

