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Îçíà÷åííÿ ç ïîïåðåäíüî¨ ëåêöi¨

Íåõàé X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Íàãàäà¹ìî, ùî âiäñòàííþ âiä

òî÷êè x ∈ X äî íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ

÷èñëî ρ(x ,A) = infa∈A ρ(x ,a).
Îäíîñòîðîííüîþ äèñòàíöi¹þ Ãàóñäîðôà ìiæ íåïîðîæíiìè ìíî-

æèíàìè A,B ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

ρ̃H(A,B) = sup
b∈B

ρ(b,A),

à äèñòàíöi¹þ Ãàóñäîðôà ìiæ A,B ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ

ρH(A,B) = max {ρ̃H(A,B), ρ̃H(B,A)} .

Äèñòàíöiÿ Ãàóñäîðôà ìiæ äâîìà ìíîæèíàìè òà æ ñàìà, ÿê i

ìiæ çàìèêàííÿìè öèõ ìíîæèí: ρH(A,B) = ρH(A,B).
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Îçíà÷åííÿ ç ïîïåðåäíüî¨ ëåêöi¨

Ïîçíà÷èìî bc(X ) ìåòðè÷íèé ïðîñòið âñiõ íåïîðîæíiõ îáìåæå-

íèõ çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X íàäiëåíèé äèñòàíöi¹þ

Ãàóñäîðôà.

Ïîçíà÷èìî comp(X ) ïiäïðîñòið ïðîñòîðó bc(X ), ùî ñêëàäà¹-

òüñÿ ç êîìïàêòíèõ ìíîæèí. Iíøèìè ñëîâàìè, comp(X ) � öå

ñiì'ÿ âñiõ íåïîðîæíiõ êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X , ç

äèñòàíöi¹þ Ãàóñäîðôà â ÿêîñòi ìåòðèêè.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî X � ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, òî comp(X )
� çàìêíåíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó bc(X ), òîáòî comp(X ) òàêîæ
ïîâíèé.
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Ñàìîïîäiáíi ìíîæèíè

Íåõàé X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, Si : X → X , i = 1,2, . . . ,n � ñòè-

ñêàëüíi âiäîáðàæåííÿ. Ïiäìíîæèíà E ∈ comp(X ) íàçèâà¹òüñÿ
ñàìîïîäiáíîþ âiäíîñíî ñiì'¨ ñòèñêiâ {Si}ni=1, ÿêùî

E =
n⋃

i=1

Si(E).

Òåîðåìà 1. ßêùî X � ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, òî äëÿ áóäü-

ÿêî¨ ñiì'¨ ñòèñêiâ {Si}ni=1 iñíó¹ ¹äèíà ñàìîïîäiáíà âiäíîñíî

{Si}ni=1 ïiäìíîæèíà E ∈ comp(X ).

Äîâåäåííÿ. Ïîäðîáèöi íà �äîøöi�.
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Ñàìîïîäiáíi ìíîæèíè

Ïðèêëàäè ïîáóäîâè íà �äîøöi�: êàíòîðîâà ìíîæèíà; òðèêó-

òíèê Ñåðïèíñüêîãî.
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Âëàñòèâiñòü íåðóõîìî¨ òî÷êè. Òåîðåìà Áðàóåðà

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ìà¹ âëàñòèâiñòü íåðóõîìî¨ òî÷êè, ÿêùî

áóäü-ÿêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → X ìà¹ ïðèíàéìíi îäíó

íåðóõîìó òî÷êó.

Ïðèêëàä 1. Âiäðiçîê [0,1] ìà¹ âëàñòèâiñòü íåðóõîìî¨ òî÷êè.

Ñïðàâäi, íåõàé f : [0,1] → [0,1] � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Ðîç-

ãëÿíåìî äâi ìíîæèíè:

A = { t ∈ [0,1] : f (t) 6 t} ;B = { t ∈ [0,1] : f (t) > t} .

Öi ìíîæèíè çàìêíåíi i â îá'¹äíàííi äàþòü âåñü âiäðiçîê. Îòæå,

ç îãëÿäó íà çâ'ÿçíiñòü âiäðiçêà ìíîæèíè A i B ïåðåòèíàþòüñÿ.

Áóäü-ÿêà òî÷êà ìíîæèíè A∩B ¹ øóêàíîþ íåðóõîìîþ òî÷êîþ.

Ïðèêëàä 2. Êîëî (áåç âíóòðiøíîñòi) íà ïëîùèíi íå ìà¹ âëàñòè-

âîñòi íåðóõîìî¨ òî÷êè. Çà âiäîáðàæåííÿ áåç íåðóõîìèõ òî÷îê

ìîæíà âçÿòè, ñêàæiìî, öåíòðàëüíó ñèìåòðiþ êîëà.
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Âëàñòèâiñòü íåðóõîìî¨ òî÷êè. Òåîðåìà Áðàóåðà

Íàéâàæëèâiøèé êëàñ ïðèêëàäiâ íàäà¹ òàêà òåîðåìà Áðàóåðà.

Òåîðåìà 2. Êîæíèé îïóêëèé êîìïàêò ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó

íîðìîâàíîìó ïðîñòîði ìà¹ âëàñòèâiñòü íåðóõîìî¨ òî÷êè.

Íàâåäåìî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè Áðàóåðà.

Òåîðåìà 3. Íåõàé A : Rn → Rn � ëiíiéíèé îïåðàòîð, ùî çàäà-

¹òüñÿ ìàòðèöåþ, âñi åëåìåíòè ai,j ÿêî¨ íåâiä'¹ìíi. Òîäi A ìà¹

âëàñíèé âåêòîð ç íåâiä'¹ìíèìè êîîðäèíàòàìè.
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Âëàñòèâiñòü íåðóõîìî¨ òî÷êè. Òåîðåìà Áðàóåðà

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî

Rn
+ = {x = (x1, ..., xn) : xk > 0, k = 1, . . . ,n}.

Çà óìîâîþ, A
(
Rn
+

)
⊂ Rn

+. ßêùî â Rn
+ iñíó¹ íåíóëüîâèé âåêòîð

x ç Ax = 0, òî öå i ¹ ïîòðiáíèé âëàñíèé âåêòîð (ç âëàñíèì

÷èñëîì 0). Òîìó ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî Ax 6= 0 äëÿ âñiõ

x ∈ Rn
+\{0}. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë s(x) =

∑n
k=1 xk � ñóìà

êîîðäèíàò i êîìïàêò K =
{

x ∈ Rn
+ : s(x) = 1

}
. Çãiäíî ç òåî-

ðåìîþ Áðàóåðà, âiäîáðàæåííÿ f : K → K , ÿêå äi¹ çà ïðàâèëîì

f (x) = Ax
s(Ax) , ïîâèííî ìàòè íåðóõîìó òî÷êó x0 ∈ K . Äëÿ öi-

¹¨ òî÷êè Ax0
s(Ax0)

= x0, òîáòî x0 � öå âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì

÷èñëîì s(Ax0).
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