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Òåîðiÿ ìiðè

Ìiðà Ëåáåãà íà âiäðiçêó

Íåõàé Ω = (ω1, ω2) � öå âiäêðèòèé íåâèðîäæåíèé âiäðiçîê

ñêií÷åííî¨ äîâæèíè. Ïiäâiäðiçêîì âiäðiçêà Ω íàçèâàòèìåìî

áóäü-ÿêèé âiäêðèòèé, çàìêíåíèé àáî íàïiââiäêðèòèé âiäðiçîê,

ÿêèé ëåæèòü â Ω, òîáòî áóäü-ÿêó ïiäìíîæèíó âèãëÿäó [a,b],
[a,b), (a,b) àáî (a,b], ùî ìiñòèòüñÿ â Ω. Çîêðåìà, ïîðîæíÿ
ìíîæèíà, òàê ñàìî, ÿê i âñi îäíîòî÷êîâi ìíîæèíè, � öå ïiäâi-

äðiçêè.

Ñiì'ÿ âñiõ ïiäâiäðiçêiâ âiäðiçêà Ω óòâîðþ¹ ïiâêiëüöå ìíîæèí,

ÿêå ìè ïîçíà÷à¹ìî ëiòåðîþ Φ. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ïiäâiäðiçêà ∆ ∈
Φ ÷åðåç λ(∆) ïîçíà÷èìî éîãî äîâæèíó. Òîáòî λ(∆) = b − a,
äå a i b � âiäïîâiäíî ëiâèé i ïðàâèé êiíöi âiäðiçêà ∆.
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìiðà Ëåáåãà íà âiäðiçêó

Òåîðåìà 1. λ � öå çëi÷åííî-àäèòèâíà ìiðà íà ïiâêiëüöi Φ.
Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç êðèòåði¹ì çëi÷åííî¨ àäèòèâíîñòi, íàì ïî-

òðiáíî ïåðåâiðèòè ñêií÷åííó àäèòèâíiñòü i çëi÷åííó íàïiâàäè-

òèâíiñòü ìiðè λ.
Ñêií÷åííà àäèòèâíiñòü. Íåõàé ∆k , k = 1, 2, ..., n � íåïåðå-

òèííi ïiäâiäðiçêè, âèïèñàíi â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ëiâèõ êií-

öiâ, ak ,bk � êiíöi âiäïîâiäíèõ ∆k i íåõàé
⋃n

k=1 ∆k = ∆ ∈ Φ.
Òîäi a1 i bn çáiãàþòüñÿ ç êiíöÿìè âiäðiçêà ∆ i ak+1 = bk ,

k = 1,2, ...,n − 1. Ìà¹ìî

n∑
k=1

λ(∆k ) =
n∑

k=1

(bk − ak ) = bn − a1 = λ(∆).
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìiðà Ëåáåãà íà âiäðiçêó

Çëi÷åííà íàïiâàäèòèâíiñòü. Íåõàé ∆ ⊂
⋃∞

k=1 ∆k ; ∆k ,∆ ∈ Φ,
a i b � êiíöi âiäðiçêà ∆, à ak ,bk � êiíöi âiäïîâiäíèõ ∆k . Çà-

äàìî äîâiëüíå ε > 0 i, òðîõè âiäñòóïèâøè âiä êiíöiâ âèõiäíèõ

âiäðiçêiâ, ââåäåìî äîïîìiæíi âiäðiçêè ∆′ ⊂ ∆ i ∆′k ⊃ ∆k òàê,

ùîá ∆′ áóâ çàìêíåíèì, à ∆′k áóëè âiäêðèòèìè ïiäìíîæèíàìè

âiäðiçêà Ω, i

λ(∆)− λ(∆′) +
∞∑

k=1

(
λ(∆′k )− λ(∆k )

)
< ε, (1)

òîáòî, ùîá êiíöi áóëè çñóíóòi íå äóæå ñèëüíî. Äëÿ íîâèõ âiä-

ðiçêiâ ÿê i ðàíiøå ïðàâèëüíå âêëþ÷åííÿ ∆′ ⊂
⋃∞

k=1 ∆′k , àëå
òåïåð âîíî íåñå iíøå çìiñòîâíå íàâàíòàæåííÿ: äîáðå âiäîìå

íàì âiäêðèòå ïîêðèòòÿ êîìïàêòó!
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìiðà Ëåáåãà íà âiäðiçêó

Âèáåðåìî ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ, òîáòî âiçüìåìî òàêó ñêií-

÷åííó ìíîæèíó iíäåêñiâ N ⊂ N, ùî ∆′ ⊂
⋃

k∈N ∆′k . Ç îãëÿäó

íà ñêií÷åííó àäèòèâíiñòü

λ(∆′) 6
∑
k∈N

λ(∆′k ) 6
∞∑

k=1

λ(∆′k ).

Ñêîðèñòàâøèñü óìîâîþ (1), îòðèìà¹ìî, ùî

λ(∆) 6
∞∑

k=1

λ(∆k ) + ε.

Ç îãëÿäó íà äîâiëüíiñòü ε, çëi÷åííó íàïiâàäèòèâíiñòü äîâåäå-

íî. 2
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìiðà Ëåáåãà íà âiäðiçêó

Çàñòîñóâàâøè äî ìiðè λ ëåáåãiâñüêó (H. Lebesgue) ñõåìó ïðî-

äîâæåííÿ ìið, ìè îäåðæèìî òàêó çëi÷åííî-àäèòèâíó ìiðó (ïî-

çíà÷àòèìåìî ¨¨ òåæ ëiòåðîþ λ), çàäàíó íà σ-àëãåáði Σ ⊃ Φ, ùî
λ ((a,b)) = b − a äëÿ áóäü-ÿêîãî âiäðiçêà (a,b). Åëåìåíòè σ-
àëãåáðè Σ íàçèâàþòüñÿ ìíîæèíàìè, âèìiðíèìè çà Ëåáåãîì, à

ïîáóäîâàíà ìiðà λ íà Σ íàçèâà¹òüñÿ ìiðîþ Ëåáåãà.

Ïîêè îçíà÷åííÿ ìiðè Ëåáåãà ïîäàíî â äåùî çàøèôðîâàíîìó

âèãëÿäi ç ïîñèëàííÿì íà çàãàëüíó ñõåìó ïðîäîâæåííÿ ìið.

Íèæ÷å ïîäàíi çàóâàæåííÿ ìàþòü íà ìåòi ðîçïèñàòè öå îçíà-

÷åííÿ äåòàëüíiøå.
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìiðà Ëåáåãà íà âiäðiçêó

� Íåõàé A =
⊔∞

k=1 (ak ,bk ) ⊂ Ω (íàãàäà¹ìî, ùî öå � çàãàëüíèé

âèãëÿä âiäêðèòî¨ ïiäìíîæèíè âiäðiçêà Ω). Òîäi A âèìiðíà çà

Ëåáåãîì, i λ(A) =
∑∞

k=1 |bk − ak |.

� Ìíîæèíà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè, âèìiðíà i ìà¹

íóëüîâó ìiðó Ëåáåãà. Îòæå, ìiðà Ëåáåãà áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åííî¨

àáî çëi÷åííî¨ ìíîæèíè òàêîæ äîðiâíþ¹ íóëþ.

� Çîâíiøíþ ìiðó áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè A ⊂ Ω ìîæíà îá÷èñëèòè

çà ïðàâèëîì λ∗(A) = inf

{ ∞∑
k=1
|bk − ak | :

∞⋃
k=1

[ak ,bk ] ⊃ A
}
.
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìiðà Ëåáåãà íà âiäðiçêó

� ßêùî
⋃∞

k=1 [ak ,bk ] ⊃ A, òî êîæíèé âiäðiçîê [ak ,bk ] ìîæíà
çàìiíèòè äåùî áiëüøèì âiäêðèòèì âiäðiçêîì òàê, ùîá ñóìà

äîâæèí çìiíèëàñÿ ÿê çàâãîäíî ìàëî. Òîáòî ó íàâåäåíié âèùå

ôîðìóëi ìîæóòü òàê ñàìî âèêîðèñòîâóâàòèñü çàìiñòü çàìêíå-

íèõ � âiäêðèòi âiäðiçêè:

λ∗(A) = inf

{ ∞∑
k=1

|ck − dk | :
∞⋃

k=1

(ck ,dk ) ⊃ A

}
=

= inf {λ(B) : B � âiäêðèòà ìíîæèíà, B ⊃ A} =

= inf

{ ∞∑
k=1

|bk − ak | :
∞⊔

k=1

(ak ,bk ) ⊃ A

}
. (2)
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìiðà Ëåáåãà íà âiäðiçêó

� Çà îçíà÷åííÿì, ïiäìíîæèíà A âiäðiçêà Ω âèìiðíà çà Ëåáå-

ãîì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêà ìíîæèíà B, ÿêà ìà¹
âèãëÿä ñêií÷åííîãî îá'¹äíàííÿ âiäðiçêiâ, ùî λ∗(A4B) < ε.

� Äëÿ áóäü-ÿêî¨ âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì ìíîæèíè A, çà îçíà÷åí-
íÿì ïðîäîâæåííÿ ìiðè, λ(A) = λ∗(A).

� Çîâíiøíÿ ìiðà i, âiäòàê, ìiðà Ëåáåãà ìíîæèíè A íå çàëå-

æàòü âiä âiäðiçêà Ω ⊃ A, ç ÿêîãî ïî÷èíàëàñü ïîáóäîâà. Òîìó

íàäàëi ìè ìîæåìî íå óòî÷íþâàòè, íà ÿêîìó ñàìå âiäðiçêó ðîç-

ãëÿäàþòüñÿ âñi ìíîæèíè.

� Ìiðà Ëåáåãà ìíîæèíè çáåðiãà¹òüñÿ ïðè ïàðàëåëüíîìó ïå-

ðåíåñåííi ìíîæèíè.
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìiðà Ëåáåãà íà âiäðiçêó

� ßêùî λ∗(A) = 0, òî A âèìiðíà çà Ëåáåãîì, i λ(A) = 0. Òàêi
ìíîæèíè íàçèâàþòü íåõòóâàíèìè àáî ìíîæèíàìè ìiðè íóëü.

� Îñêiëüêè áóäü-ÿêà âiäêðèòà ìíîæèíà íà âiäðiçêó âèìiðíà

çà Ëåáåãîì, òî i áóäü-ÿêà áîðåëåâà ïiäìíîæèíà âiäðiçêà âè-

ìiðíà çà Ëåáåãîì (Σ � öå σ-àëãåáðà, ùî ìiñòèòü âñi âiäêðèòi

ìíîæèíè, à B, çà îçíà÷åííÿì, � íàéìåíøà σ-àëãåáðà, ÿêà ìi-
ñòèòü óñi âiäêðèòi ìíîæèíè). Çîêðåìà, âñi çàìêíåíi ìíîæèíè,

ìíîæèíè êëàñiâ Gδ, Fσ i ò. ä. âèìiðíi çà Ëåáåãîì.
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìiðà Ëåáåãà íà âiäðiçêó

Òåîðåìà 1. Ìíîæèíà A ⊂ Ω âèìiðíà çà Ëåáåãîì òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè âîíà çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi ðiçíèöi B\C ìíîæèíè

B êëàñó Gδ i ìíîæèíè C ⊂ B ç λ∗(C) = 0.
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ìíîæèíè êëàñó Gδ, òàê ñàìî ÿê i íå-

õòóâàíi ìíîæèíè, âèìiðíi, ðiçíèöi òàêèõ ìíîæèí òàêîæ âè-

ìiðíi. Òîìó äîâåäåííÿ ïîòðåáó¹ òiëüêè îáåðíåíå òâåðäæåííÿ.

Îòæå, íåõàé ïiäìíîæèíà A ⊂ Ω âèìiðíà çà Ëåáåãîì. Çà îçíà-

÷åííÿì, λ(A) = λ∗(A). Çà ôîðìóëîþ (2) äëÿ çîâíiøíüî¨ ìi-

ðè, äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N iñíó¹ âiäêðèòà ìíîæèíà Bn ⊃ A ç

λ(Bn) < λ(A) + 1/n. Ïîêëàäåìî B =
⋂∞

n=1 Bn. Ìíîæèíà B, ÿê
i ïîòðiáíî, íàëåæèòü äî êëàñó Gδ i ìiñòèòü ìíîæèíó A. Äàëi,
äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N,

λ(A) 6 λ(B) 6 λ(Bn) < λ(A) + 1/n.

Îòæå, λ(A) = λ(B). Çàëèøà¹òüñÿ ïîêëàñòè C = B\A. 2



11 / 18

Òåîðiÿ ìiðè

Ìiðà Ëåáåãà íà âiäðiçêó

Ïåðåõîäîì äî äîïîâíåíü îòðèìó¹ìî:

Íàñëiäîê. Ìíîæèíà A ⊂ Ω âèìiðíà çà Ëåáåãîì òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè âîíà çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi äèç'þíêòíîãî îá'¹äíàííÿ

ìíîæèíè êëàñó Fσ i íåõòóâàíî¨ ìíîæèíè.

Îñêiëüêè áîðåëåâi ìíîæèíè íà âiäðiçêó âèìiðíi çà Ëåáåãîì, äî

íèõ òàêîæ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ïîïåðåäíþ òåîðåìó òà íàñëi-

äîê ç íå¨. Îäåðæó¹ìî, ùî, õî÷à áîðåëåâi ïiäìíîæèíè âiäðiçêà

i íå âè÷åðïóþòüñÿ ìíîæèíàìè êëàñiâ Fσ i Gδ, âîíè ìàëî âiäði-

çíÿþòüñÿ âiä ìíîæèí öèõ êëàñiâ. Áiëüøå òîãî, ñàìi ìíîæèíè

êëàñiâ Fσ i Gδ ìîæóòü áóòè îòðèìàíi îäíà ç îäíî¨ äîäàâàííÿì

àáî âiäíiìàííÿì íåõòóâàíèõ ìíîæèí.
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìiðà Ëåáåãà íà âiäðiçêó

Çàçíà÷åíi çîáðàæåííÿ âèìiðíèõ ìíîæèí ÷åðåç áîðåëåâi êëàñè

i íåõòóâàíi ìíîæèíè äàþòü êîðèñíó iíôîðìàöiþ ïðî áóäîâó

ìiðè Ëåáåãà i ìíîæèí, âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì. Ïðîòå íå âàðòî

ïîêëàäàòèñÿ íà âèäèìó ïðîñòîòó îäåðæàíî¨ êàðòèíè: íåõòó-

âàíèìè ìíîæèíàìè ìîæíà íåõòóâàòè ç òî÷êè çîðó ìiðè, àëå

â áàãàòüîõ iíøèõ çíà÷åííÿõ âîíè ìîæóòü áóòè âëàøòîâàíi äî-

ñèòü íåïðîñòî.

Ïðèêëàä. Êàíòîðîâà ìíîæèíà (G. Cantor) � ìíîæèíà íóëüî-

âî¨ ìiðè, ÿêà ìà¹ ïîòóæíiñòü êîíòèíóóìà.

Òðiéêîâèì ðàçêëàäîì ÷èñëà x ∈ [0,1] íàçèâà¹òüñÿ çîáðàæåí-

íÿ ÷èñëà ó âèãëÿäi x = x1
3 + x2

32 + x3
33 + ..., äå öèôðè ðîçêëà-

äó xk � öå 0, 1 àáî 2. Ñêîðî÷åíèé çàïèñ � x = (0.x1x2...)3.

Äåÿêi ÷èñëà ìàþòü ïî äâà òðiéêîâèõ ðîçêëàäè. Íàïðèêëàä,

(0.10000...)3 = (0.02222...)3. Çà îçíà÷åííÿì, êàíòîðîâà ìíî-

æèíà � öå ïiäìíîæèíà K âiäðiçêà [0,1], ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç

÷èñåë, ùî ìàþòü ïðèíàéìíi îäèí òðiéêîâèé ðîçêëàä, ÿêèé íå

ìiñòèòü öèôðè 1.
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìiðà Ëåáåãà íà âiäðiçêó

Çàçíà÷åíi çîáðàæåííÿ âèìiðíèõ ìíîæèí ÷åðåç áîðåëåâi êëàñè

i íåõòóâàíi ìíîæèíè äàþòü êîðèñíó iíôîðìàöiþ ïðî áóäîâó

ìiðè Ëåáåãà i ìíîæèí, âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì. Ïðîòå íå âàðòî

ïîêëàäàòèñÿ íà âèäèìó ïðîñòîòó îäåðæàíî¨ êàðòèíè: íåõòó-

âàíèìè ìíîæèíàìè ìîæíà íåõòóâàòè ç òî÷êè çîðó ìiðè, àëå

â áàãàòüîõ iíøèõ çíà÷åííÿõ âîíè ìîæóòü áóòè âëàøòîâàíi äî-

ñèòü íåïðîñòî.

Ïðèêëàä. Êàíòîðîâà ìíîæèíà (G. Cantor) � ìíîæèíà íóëüî-

âî¨ ìiðè, ÿêà ìà¹ ïîòóæíiñòü êîíòèíóóìà.

Òðiéêîâèì ðàçêëàäîì ÷èñëà x ∈ [0,1] íàçèâà¹òüñÿ çîáðàæåí-

íÿ ÷èñëà ó âèãëÿäi x = x1
3 + x2

32 + x3
33 + ..., äå öèôðè ðîçêëà-

äó xk � öå 0, 1 àáî 2. Ñêîðî÷åíèé çàïèñ � x = (0.x1x2...)3.

Äåÿêi ÷èñëà ìàþòü ïî äâà òðiéêîâèõ ðîçêëàäè. Íàïðèêëàä,

(0.10000...)3 = (0.02222...)3. Çà îçíà÷åííÿì, êàíòîðîâà ìíî-

æèíà � öå ïiäìíîæèíà K âiäðiçêà [0,1], ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç

÷èñåë, ùî ìàþòü ïðèíàéìíi îäèí òðiéêîâèé ðîçêëàä, ÿêèé íå

ìiñòèòü öèôðè 1.
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìiðà Ëåáåãà íà âiäðiçêó

Ñòðóêòóðó êàíòîðîâî¨ ìíîæèíè ïðîñòiøå çðîçóìiòè, ðîçãëÿ-

íóâøè éîãî äîïîâíåííÿ. Òàê, ÷èñëà, ÷è¨ òðiéêîâi ðîçêëàäè

îáîâ'ÿçêîâî ìàþòü 1 ÿê ïåðøó öèôðó, óòâîðþþòü iíòåðâàë

∆1
1 = (1

3 ,
2
3). Ïîçíà÷èìî K1 = [0,1]\∆1

1. Ìíîæèíà K1 ñêëàäà-

¹òüñÿ ç äâîõ âiäðiçêiâ äîâæèíè 1/3. Íà êîæíîìó ç öèõ âiä-

ðiçêiâ âiäñòóïèìî âiä êiíöiâ íà îäíó òðåòèíó ¨õ äîâæèíè i âè-

êèíåìî ïiäâiäðiçêè, ÿêi óòâîðèëèñÿ â ñåðåäèíi ∆2
1 = (1

9 ,
2
9) i

∆2
2 = (7

9 ,
8
9).

×èñëà, â ÿêèõ ïåðøà öèôðà íå äîðiâíþ¹ 1, à äðóãà � îáîâ'ÿçêîâî

äîðiâíþ¹ 1, ðàçîì óòâîðþþòü öi iíòåðâàëè ∆2
1 i ∆2

2. Ïîçíà÷èìî

K2 = K1\(∆2
1 ∪∆2

2).
Íà n-ìó êðîöi ìíîæèíà Kn áóäå ñêëàäàòèñÿ ç 2n âiäðiçêiâ äîâ-

æèíè 1/3n, i äëÿ îòðèìàííÿ Kn+1 ç ñåðåäèíè êîæíî¨ òàêî¨

ñêëàäîâî¨ âèäàëÿ¹òüñÿ éîãî òðåòèíà. Êàíòîðîâà ìíîæèíà çái-

ãà¹òüñÿ ç
⋂∞

n=1 Kn. Ìiðà ìíîæèíè Kn � öå ñóìà ìið âiäðiçêiâ,

ÿêi ¨¨ óòâîðþþòü, òîáòî λ(Kn) = 2n/3n, ùî ïðÿìó¹ äî íóëÿ

ïðè n→∞. Îñêiëüêè λ(K) 6 λ(Kn) ïðè âñiõ n, òî λ(K) = 0.
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Ìiðà Ëåáåãà íà âiäðiçêó

Êîíòèíóàëüíiñòü êàíòîðîâî¨ ìíîæèíè ìîæíà äîâîäèòè ïî-ðiçíîìó.

Îñü îäèí iç íàéïðîñòiøèõ ñïîñîáiâ. K � ïiäìíîæèíà âiäðiçêà,

îòæå, cardK íå ïåðåâèùó¹ ïîòóæíîñòi êîíòèíóóìà. Äëÿ äîâå-

äåííÿ îáåðíåíî¨ íåðiâíîñòi ïîáóäó¹ìî ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåí-

íÿ ìíîæèíè êîíòèíóàëüíî¨ ïîòóæíîñòi â K. Êîæíîìó äâié-

êîâîìó äðîáó x ∈ (0,1) ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü òðiéêîâèé

äðiá f (x), çàëèøèâøè íóëi äðîáó x áåç çìií, à îäèíèöi çà-

ìiíèâøè íà äâiéêè. Ôóíêöiÿ f i áóäå ïîòðiáíèì ií'¹êòèâíèì

âiäîáðàæåííÿì.
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Âïðàâè

� Êàíòîðîâà ìíîæèíà K çàìêíåíà.

� K � äîñêîíàëà ìíîæèíà, òîáòî íå ìà¹ içîëüîâàíèõ òî÷îê.

� Êàíòîðîâà ìíîæèíà íiäå íå ùiëüíà íà âiäðiçêó.

� Äëÿ áóäü-ÿêîãî êîìïàêòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X iñíó¹

ñþð'¹êòèâíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : K → X .

� Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó 2N âñiõ ïiäìíîæèí íàòóðàëüíîãî ðÿäó

â òàêié òîïîëîãi¨: áàçó îêîëiâ ïiäìíîæèíè A ⊂ N óòâîðþþòü

ñiì'¨ ïiäìíîæèí

Un(A) = {B ⊂ N : B ∩ {1,2, ...,n} = A ∩ {1,2, ...,n}} .

Ïåðåâiðòå, ùî 2N â öié òîïîëîãi¨ ãîìåîìîðôíà K.
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Âïðàâè

� Îá÷èñëiòü ìiðè Ëåáåãà òàêèõ ìíîæèí:

A. [1,3] ∪ [5,6];

B. [1,5] ∪ [3,6];

C.
∞⋃

n=1

[ 1
2n+1 ,

1
2n

]
;

D.
∞⋃

n=1

[ 1
2n ,

1
n

]
;

E. Ìíîæèíè ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë íà âiäðiçêó [0,1];

F. Ìíîæèíè iððàöiîíàëüíèõ ÷èñåë íà âiäðiçêó [0,1].
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Âïðàâè

� Íåõàé A ⊂ [0,1] i äîïîâíåííÿ äî A ìà¹ íóëüîâó ìiðó. Òîäi A
ùiëüíà â [0,1].
� Äëÿ áóäü-ÿêîãî A ⊂ [0,1] ðîçãëÿíåìî íà âiäðiçêó ôóíêöiþ

f (x) = λ∗ (A ∩ [0, x ]) . Äîâåäiòü íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ f .
� Ïîáóäóéòå íà âiäðiçêó [0,1] íiäå íå ùiëüíó ìíîæèíó, ÿêà

ìà¹ äîäàòíó ìiðó Ëåáåãà.

� Ïîáóäóéòå ìíîæèíó äðóãî¨ êàòåãîði¨ íà âiäðiçêó, ÿêà ìà¹

íóëüîâó ìiðó.

� Ìiðà Ëåáåãà àòîìàðíà ÷è áåçàòîìíà?

Äîâåäiòü, ùî:

� ßêùî âèìiðíà ìíîæèíà ìà¹ íåíóëüîâó ìiðó Ëåáåãà, òî ¨¨

ïîòóæíiñòü äîðiâíþ¹ ïîòóæíîñòi êîíòèíóóìà.
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Âïðàâè

� Ïîòóæíiñòü ñiì'¨ íåõòóâàíèõ ìíîæèí íà âiäðiçêó äîðiâíþ¹

ïîòóæíîñòi ñiì'¨ âñiõ ïiäìíîæèí âiäðiçêà. Îòæå, iñíóþòü íå

áîðåëåâi íåõòóâàíi ìíîæèíè.

� Êîæíà íåõòóâàíà ìíîæèíà ìiñòèòüñÿ â íåõòóâàíié ìíîæèíi

êëàñó Gδ.

Âíóòðiøíüîþ ìiðîþ ìíîæèíè A íà âiäðiçêó íàçèâà¹òüñÿ âå-

ëè÷èíà

λ∗(A) = sup {λ(B) : B ⊂ A i B çàìêíåíà} .

Äîâåäiòü, ùî:

� λ∗ 6 λ∗.
� Ìíîæèíà A íà âiäðiçêó âèìiðíà çà Ëåáåãîì òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè λ∗(A) = λ∗(A).


	    

