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Òåîðiÿ ìiðè

Çàãàëüíà iíôîðìàöiÿ ïðî êóðñ

Ìîòèâàöiÿ

Ïåðåâàãè òà íåäîëiêè iíòåãðàëà Ðiìàíà. Ïðèêëàä: ôóíêöiÿ Äi-

ðiõëå íå iíòåãðîâíà çà Ðiìàíîì, àëå âîíà ¹ ãðàíèöåþ îáìåæå-

íî¨ ïîñëiäîâíîñòi iíòåãðîâíèõ ôóíêöié.

(Ïîäðîáèöi íà �äîøöi�).
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìåòðè÷íi òà ïñåâäîìåòðè÷íi ïðîñòîðè

Îçíà÷åííÿ

Íåõàé X � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Ôóíêöiÿ äâîõ çìiííèõ ρ : X ×
X → R+ íàçèâà¹òüñÿ ïñåâäîìåòðèêîþ íà ìíîæèíi X , ÿêùî

âîíà ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1. ρ(x , x) = 0;
2. ρ(x , y) = ρ(y , x) (ñèìåòðè÷íiñòü);
3. ρ(x , z) 6 ρ(x , y) + ρ(y , z) (íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà).

Ïåðåðàõîâàíi âèùå âëàñòèâîñòi íàçèâàþòüñÿ àêñiîìàìè ïñåâ-

äîìåòðèêè. Äëÿ âåëè÷èíè ρ(x , y) âèêîðèñòîâóþòü ùå òåðìií

âiäñòàíü (àáî äèñòàíöiÿ) ìiæ åëåìåíòàìè x i y .
Ïñåâäîìåòðèêó íàçèâàþòü ìåòðèêîþ, ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹

äîäàòêîâó àêñiîìó íåâèðîäæåíîñòi

4. ÿêùî ρ(x , y) = 0, òî x = y .
Ìíîæèíà iç ââåäåíîþ íà íié (ïñåâäî)ìåòðèêîþ íàçèâà¹òüñÿ

(ïñåâäî)ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì.
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìåòðè÷íi òà ïñåâäîìåòðè÷íi ïðîñòîðè

Íàñëiäêè ç àêñiîì

Îöiíêà çíèçó äîâæèíè ñòîðîíè òðèêóòíèêà:

ρ(x , z) > |ρ(x , y)− ρ(z, y)| .

Öþ îöiíêó ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü ó ôîðìi

|ρ(x , y)− ρ(z, y)| 6 ρ(x , z).

Íåðiâíiñòü ìíîãîêóòíèêà:

ρ(x1, xn) 6 ρ(x1, x2) + ρ(x2, x3) + . . .+ ρ(xn−1, xn).



5 / 16

Òåîðiÿ ìiðè

Ìåòðè÷íi òà ïñåâäîìåòðè÷íi ïðîñòîðè

Ïðèêëàäè

Íàéâiäîìiøèé ïðèêëàä � öå ìíîæèíà R âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë ç

ìåòðèêîþ ρ(x , y) = |x − y |.
Ùå îäèí âiäîìèé ïðèêëàä � öå ìíîæèíà Rn âñiõ ðÿäêiâ äié-

ñíèõ ÷èñåë äîâæèíè n (iíøà íàçâà � äiéñíèõ âåêòîðiâ ç n êî-

îðäèíàòàìè) ç ìåòðèêîþ

ρ(x , y) =

√√√√ n∑
k=1

|xk − yk |2,

äå xk , yk � öå êîîðäèíàòè åëåìåíòiâ x , y .
Ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó X , íàäiëåíà (ïñåâäî)ìåòðèêîþ ç X , íà-

çèâà¹òüñÿ ïiäïðîñòîðîì (ïñåâäî)ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó.

Òàêèì ÷èíîì, ðîçãëÿäàþ÷è ïiäïðîñòîðè â R àáî Rn, îòðèìó-

¹ìî âåëè÷åçíó êiëüêiñòü iíøèõ ïðèêëàäiâ.
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Ìåòðè÷íi òà ïñåâäîìåòðè÷íi ïðîñòîðè

Ïðèêëàäè

Â ìàòåìàòè÷íîìó àíàëiçi ìàâ ðîçãëÿäàòèñÿ ùå îäèí ïðèêëàä

� ïðîñòið C(K ) âñiõ íåïåðåâíèõ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié ç ìå-

òðèêîþ

ρ(x , y) = max
t∈K
|x(t)− y(t)|.

Ó âèïàäêó K = [a,b] âiäïîâiäíèé ïðîñòið C(K ) ïîçíà÷à¹òüñÿ
C[a,b].
Íà áóäü-ÿêié ìíîæèíi X ìîæíà ðîçãëÿíóòè äèñêðåòíó ìåòðè-

êó: ρ(x , x) = 0, à ÿêùî x 6= y ρ(x , y) = 1.
Ìíîæèíà X ç äèñêðåòíîþ ìåòðèêîþ íàçèâà¹òüñÿ äèñêðåòíèì

ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì.
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìåòðè÷íi òà ïñåâäîìåòðè÷íi ïðîñòîðè

Ïðèêëàäè

Ïñåâäîìåòðèêè, ÿêi íå ¹ ìåòðèêàìè

Îáãîâîðèòè
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìåòðè÷íi òà ïñåâäîìåòðè÷íi ïðîñòîðè

Êóëi òà ñôåðè

Íåõàé X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, x0 ∈ X , r > 0. Ñèìâîëàìè
BX (x0, r), SX (x0, r) òà BX (x0, r) ïîçíà÷àþòüñÿ âiäïîâiäíî âiä-

êðèòà êóëÿ, ñôåðà òà çàìêíåíà êóëÿ ðàäióñà r ç öåíòðîì â

x0:

BX (x0, r) = {x ∈ X : ρ(x , x0) < r} ,
SX (x0, r) = {x ∈ X : ρ(x , x0) = r} ,
BX (x0, r) = {x ∈ X : ρ(x , x0) 6 r} .

ßêùî çðîçóìiëî, ïðî ÿêèé ïðîñòið éäå ìîâà, ïîçíà÷åííÿ ñêî-

ðî÷óþòü äî B(x0, r), S(x0, r) òà B(x0, r).
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìåòðè÷íi òà ïñåâäîìåòðè÷íi ïðîñòîðè

Êóëi òà ñôåðè

Ïðèêëàäè

Îáãîâîðèòè
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìåòðè÷íi òà ïñåâäîìåòðè÷íi ïðîñòîðè

Êóëi òà ñôåðè

Âïðàâè

1.1 Íåõàé r1 < r2, x0 ∈ X . Òîäi B(x0, r1) ⊂ B(x0, r2). ×è
ïîâèííå öå âêëàäåííÿ áóòè ñòðîãèì?

1.2 Äîâåñòè, ùî ÿêùî B(x1, r1) ∩ B(x2, r2) 6= ∅, òî
ρ(x1, x2) 6 r1 + r2. ×è ìà¹ ìiñöå çâîðîòí¹ òâåðäæåííÿ?

1.3 Íà ïðèêëàäi ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç

òðüîõ òî÷îê {0,1,2} ç ïðèðîäíîþ ìåòðèêîþ, äîâåäiòü,

ùî çàìêíåíà êóëÿ áiëüøîãî ðàäióñà ìîæå ñòðîãî

ìiñòèòèñÿ ó çàìêíåíié êóëi ìåíøîãî ðàäióñà (çâè÷àéíî,

öåíòðè êóëü ïðè öüîìó çáiãàòèñü íå ïîâèííi). ßêèì

ìîæå áóòè ñïiââiäíîøåííÿ ðàäióñiâ ó ñòðîãî âêëàäåíèõ

çàìêíåíèõ êóëü â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði?
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìåòðè÷íi òà ïñåâäîìåòðè÷íi ïðîñòîðè

Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Òîïîëîãiÿ (ïñåâäî)ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X çàäà¹òüñÿ çà äîïî-

ìîãîþ áàçè îêîëiâ êîæíî¨ òî÷êè. Òàêó áàçó ôîðìóþòü êóëi

äîâiëüíîãî ðàäióñó ç öåíòðàìè â äàíié òî÷öi.

Äîêëàäíiøå: íåõàé A ⊂ X , x ∈ A. Åëåìåíò x íàçèâà¹òüñÿ

âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A, ÿêùî iñíó¹ òàêå r > 0, ùî
B(x , r) ⊂ A. Âíóòðiøíiñòþ ìíîæèíè A íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà
o
A âñiõ âíóòðiøíiõ òî÷îê ìíîæèíè A. Ïiäìíîæèíà A ïðîñòîðó

X íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòîþ, ÿêùî
o
A= A; iíøèìè ñëîâàìè, ÿêùî

ðàçîì ç áóäü-ÿêîþ ñâî¹þ òî÷êîþ ìíîæèíà A ìiñòèòü äåÿêó

êóëþ ç öåíòðîì ó öié òî÷öi.
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìåòðè÷íi òà ïñåâäîìåòðè÷íi ïðîñòîðè

Ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi, ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì âiäñòàíi

Ïîñëiäîâíiñòü (xn) åëåìåíòiâ (ïñåâäî)ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X
çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà x ∈ X , ÿêùî ρ (xn, x) −−−→n→∞

0.

Òàê ñàìî, ÿê i â àíàëiçi, äëÿ çáiæíîñòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïî-

çíà÷åííÿ xn → 0, xn −−−→n→∞
0, àáî limn→∞ xn = x .

Òåîðåìà. Íåõàé limn→∞ xn = x òà limn→∞ yn = y . Òîäi
limn→∞ ρ(xn, yn) = ρ(x , y).
Âïðàâè.

1.4 Ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði â çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ëèøå

îäíà ãðàíèöÿ: ÿêùî limn→∞ xn = x òà limn→∞ xn = y , òî
x = y .

1.5 Äîâåäiòü, ùî ÿêùî ó ïñåâäîìåòðè÷íîìó ïðîñòîði â

êîæíî¨ çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ëèøå îäíà ãðàíèöÿ, òî öåé

ïðîñòið � ìåòðè÷íèé.
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìåòðè÷íi òà ïñåâäîìåòðè÷íi ïðîñòîðè

Ñåêâåíöiéíi îçíà÷åííÿ

Îñêiëüêè ïñåâäîìåòðè÷íèé ïðîñòið ¹ âîäíî÷àñ i òîïîëîãi÷íèì,

ó ïñåâäîìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ âèçíà÷åíi âñi îñíîâíi òîïîëîãi-

÷íi ïîíÿòòÿ. Îñîáëèâiñòþ æ ïñåâäîìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹ ìî-

æëèâiñòü åêâiâàëåíòíîãî îçíà÷åííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïîíÿòü ÷å-

ðåç çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé.

Íåõàé A � ïiäìíîæèíà ïñåâäîìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X . Òî÷êà

x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ çàìèêàííÿ ìíîæèíè A, ÿêùî iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ xn ∈ A, çáiæíà äî x . Çàìèêàííÿì ïiä-

ìíîæèíè A íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà A âñiõ òî÷îê çàìèêàííÿ ìíî-

æèíè A. Ïiäìíîæèíà A ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíîþ,

ÿêùî A = A; iíøèìè ñëîâàìè, ÿêùî ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè

çàìèêàííÿ. Ïiäìíîæèíà A ⊂ X áóäå âiäêðèòîþ, ÿêùî ¨¨ äî-

ïîâíåííÿ çàìêíåíå.
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìåòðè÷íi òà ïñåâäîìåòðè÷íi ïðîñòîðè

Ñåêâåíöiéíi îçíà÷åííÿ

Âàæëèâå çàóâàæåííÿ

Òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi ìíîæèíè çàëåæàòü âiä òîãî, â ÿêî-

ìó ïðîñòîði ìè öþ ìíîæèíó ðîçãëÿäà¹ìî. Ñêàæiìî, ìíîæèíà

A = [0,1) â ïðîñòîði X1 = [0,∞) çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ áó-

äå âiäêðèòîþ, â ïðîñòîði X2 = (−∞,1) áóäå çàìêíåíîþ, à â

ïðîñòîði X3 = (−∞,∞) íå áóäå íi âiäêðèòîþ, íi çàìêíåíîþ.
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìåòðè÷íi òà ïñåâäîìåòðè÷íi ïðîñòîðè

Ñåêâåíöiéíi îçíà÷åííÿ

Íåõàé X ,Y � (ïñåâäî)ìåòðè÷íi ïðîñòîðè. Ôóíêöiÿ f : X → Y
íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ, ÿêùî âîíà ïåðåâîäèòü çáiæíi ïîñëi-

äîâíîñòi ó çáiæíi:

∀(xn), x ∈ X (xn → x)⇒ (f (xn)→ f (x)) .

Ôóíêöiÿ f : X → Y çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ ç êîíñòàíòîþ

C > 0 ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ x , y ∈ X ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

ρ(f (x), f (y)) 6 Cρ(x , y).

Òåîðåìà. Ç óìîâè Ëiïøèöÿ âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü.
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Òåîðiÿ ìiðè

Ìåòðè÷íi òà ïñåâäîìåòðè÷íi ïðîñòîðè

Âiäñòàíü âiä òî÷êè äî ìíîæèíè

Âiäñòàííþ âiä òî÷êè x ∈ X äî íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ X
íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

ρ(x ,A) = inf
a∈A

ρ(x ,a).

Çàçíà÷èìî, ùî x ∈ A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ρ(x ,A) = 0.
Òåîðåìà. Ôóíêöiÿ f (x) = ρ(x ,A) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ

ç êîíñòàíòîþ 1.

Äîâåäåííÿ. Çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà

f (x) = inf
a∈A

ρ(x ,a) 6 inf
a∈A

ρ(y ,a) + ρ(x , y) = f (y) + ρ(x , y).

Òîáòî, f (x)− f (y) 6 ρ(x , y). Ç îãëÿäó íà ðiâíîïðàâíiñòü òî÷îê

x i y òàê ñàìî ìà¹ìî f (y) − f (x) 6 ρ(x , y). Òàêèì ÷èíîì, äëÿ

áóäü-ÿêèõ x , y ∈ X

|f (x)− f (y)| 6 ρ(x , y).
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