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Ðîçäië 1. Åëåìåíòè ñïåêòðàëüíî¨

òåîði¨

1.1. Áàíàõîâi àëãåáðè: àêñiîìàòèêà i ïðèêëàäè

Êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið A ç âèçíà÷åíîþ íà íüîìó äîäàòêîâîþ îïåðà-
öi¹þ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ íàçèâà¹òüñÿ áàíàõîâîþ àëãåáðîþ, ÿêùî ìíîæåííÿ
çàäîâîëüíÿ¹ òàêi àêñiîìè:

� a(bc) = (ab)c äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b, c ∈ A (àñîöiàòèâíiñòü);

� a(λb) = (λa)b = λ(ab) äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b ∈ A i áóäü-ÿêîãî ñêàëÿðà λ;

� a(b+ c) = ab+ ac i (a+ b)c = ac+ bc (ðîçïîäiëüíèé çàêîí);

� ‖ab‖ 6 ‖a‖ · ‖b‖ äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b ∈ A (ìóëüòèïëiêàòèâíà íåðiâíiñòü
òðèêóòíèêà);

� iñíó¹ òàêèé åëåìåíò e ∈ A (öåé åëåìåíò íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íèì åëåìåí-
òîì àëãåáðè A), ùî ìíîæåííÿ íà e íå çìiíþ¹ åëåìåíòà: ea = ae = a äëÿ
áóäü-ÿêîãî a ∈ A;

� ‖e‖ = 1.

Ïðèðîäíî âèçíà÷à¹òüñÿ ïîíÿòòÿ ïiäàëãåáðè (çàìêíåíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið
X ⊂ A, ñòiéêèé ùîäî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ, i ÿêèé ìiñòèòü åëåìåíò e) é içî-
ìîðôiçìó áàíàõîâèõ àëãåáð (äî îçíà÷åííÿ içîìîðôiçìó áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ
äîäà¹òüñÿ óìîâà T (ab) = T (a)T (b), à ç íå¨ i ái¹êòèâíîñòi âèïëèâà¹, ùî îäèíè-
÷íèé åëåìåíò ïåðåâîäèòüñÿ â îäèíè÷íèé, à îáåðíåíèé � â îáåðíåíèé).

Íàâåäåìî êiëüêà ïðèêëàäiâ. Ïåðåâiðêó àêñiîì áàíàõîâî¨ àëãåáðè â öèõ ïðè-
êëàäàõ çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi ÿê âïðàâó.

Ïðèêëàäè

1. Ïðîñòið C(K) íàäiëåíèé çâè÷àéíèì ìíîæåííÿì ôóíêöié. Îäèíè÷íèì
åëåìåíòîì òóò ¹ ôóíêöiÿ, ÿêà òîòîæíî äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

2. Ïðîñòið L∞(Ω,Σ, µ) çi çâè÷àéíèì ìíîæåííÿì.
3. Ïðîñòið `∞ ç ïîêîîðäèíàòíèì ìíîæåííÿì.
4. Ïðîñòið `1, äå ÿê ìíîæåííÿ ðîçãëÿäà¹òüñÿ çãîðòêà ïîñëiäîâíîñòåé. Íà-

ãàäà¹ìî, ùî äëÿ x, y ∈ `1, x = (x0, x1, ...), y = (y0, y1, ...) çãîðòêîþ x ∗ y íà-
çèâà¹òüñÿ âåêòîð ((x ∗ y)0, (x ∗ y)1, ..., (x ∗ y)n, ...), êîîðäèíàòè ÿêîãî îá÷èñëþ-
þòüñÿ çà ïðàâèëîì (x ∗ y)n =

∑n
k=0 xkyn−k. Îäèíè÷íèì åëåìåíòîì ¹ âåêòîð

e = (1, 0, 0, ...).
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5. Ïðîñòið Âiíåðà W , ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ ôóíêöié f ∈ C[0, 2π], êîå-
ôiöi¹íòè Ôóð'¹ ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

∑+∞
n=−∞ |f̂n| < ∞. Íà öüîìó ïðî-

ñòîði ðîçãëÿäà¹òüñÿ çâè÷àéíå ìíîæåííÿ, à íîðìà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ ‖f‖ =∑+∞
n=−∞

∣∣∣f̂n∣∣∣.
6. Àëãåáðà L(X) íåïåðåðâíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði

X. Ðîëü ìíîæåííÿ òóò âiäiãðà¹ êîìïîçèöiÿ îïåðàòîðiâ, à îäèíè÷íèì åëåìåí-
òîì ¹ îäèíè÷íèé îïåðàòîð.

7. Ãðóïîâà àëãåáðà êîìïàêòíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè G. Íåõàé µ � ìiðà Ãààðà
äëÿ G. Ãðóïîâîþ àëãåáðîþ íàçèâà¹òüñÿ áàíàõîâèé ïðîñòið L1(G, µ) ç îïåðàöi-
¹þ çãîðòêè ∗ ó ÿêîñòi ìíîæåííÿ:

(f ∗ g)(t) =

∫
G

f(τ)g(τ−1t)dτ.

Ó ïðèêëàäàõ 1�5 ìíîæåííÿ êîìóòàòèâíå: ab = ba äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåí-
òiâ a, b ∈ A. Ïðîòå â àêñiîìè àëãåáðè êîìóòàòèâíiñòü ìíîæåííÿ íå âêëþ÷åíà.
Áiëüøå òîãî, êîìóòàòèâíîñòi íåìà¹ ó íàéâàæëèâiøîìó äëÿ çàñòîñóâàíü ïðè-
êëàäi � àëãåáði îïåðàòîðiâ L(X).

Òàê ñàìî, ÿê i äëÿ ÷èñåë, äëÿ åëåìåíòiâ áàíàõîâî¨ àëãåáðè ìà¹ ìiñöå òåî-
ðåìà ïðî ãðàíèöþ äîáóòêó.

Òåîðåìà.Ìíîæåííÿ â áàíàõîâié àëãåáði íåïåðåðâíå ÿê ôóíêöiÿ äâîõ çìií-
íèõ. Iíøèìè ñëîâàìè, ÿêùî an → a, bn → b (n→∞), òî anbn → ab (n→∞).

Äîâåäåííÿ.

‖anbn − ab‖ 6 ‖anbn − anb‖+ ‖anb− ab‖ 6
6 ‖an‖ · ‖bn − b‖+ ‖an − a‖ · ‖b‖ −−−→

n→∞
0. 2

Âïðàâè

1. Ó êîæíié áàíàõîâié àëãåáði ¹ òiëüêè îäèí îäèíè÷íèé åëåìåíò.
2. Ïðîñòîðè L2[0, 1] i L1[0, 1] íå óòâîðþþòü áàíàõîâèõ àëãåáð ùîäî îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ ôóíêöié.

3. Ïðîñòîðè `2 i `1 íå óòâîðþþòü áàíàõîâèõ àëãåáð ùîäî îïåðàöi¨ ïîêîîðäè-
íàòíîãî ìíîæåííÿ âåêòîðiâ.

4. ÏðîñòiðW , îïèñàíèé ó ïðèêëàäi 5, ÿê áàíàõiâ ïðîñòið içîìîðôíèé ïðîñòîðó
`1. ßê ïîòðiáíî çàäàòè îïåðàöiþ ìíîæåííÿ íà `1, ùîá `1, íàäiëåíèé öi¹þ
îïåðàöi¹þ, áóâ içîìîðôíèé W i ÿê áàíàõîâà àëãåáðà?

5. Äëÿ êîæíîãî a ∈ A îçíà÷èìî îïåðàòîð Ta : A → A ôîðìóëîþ Ta(b) = ab.
Ïåðåâiðèòè, ùî Ta � íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð i ‖Ta‖ = ‖a‖.

6. Êîæíà áàíàõîâà àëãåáðà A içîìîðôíà äåÿêié ïiäàëãåáði àëãåáðè L(A). Òîá-
òî àëãåáðà îïåðàòîðiâ � öå â äåÿêîìó ñåíñi óíiâåðñàëüíèé ïðèêëàä áàíàõîâî¨
àëãåáðè.

7. Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ îïåðàòîðiâ â R2, ùî íå êîìóòóþòü.
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1.2. Îáîðîòíiñòü â áàíàõîâèõ àëãåáðàõ

Åëåìåíò a áàíàõîâî¨ àëãåáðè A íàçèâà¹òüñÿ îáîðîòíèì, ÿêùî iñíó¹ òàêèé
åëåìåíò a−1 ∈ A, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíèì åëåìåíòîì, ùî a−1a = aa−1 =
e.

ßêùî îáåðíåíèé åëåìåíò iñíó¹, òî âií ¹äèíèé. Ñïðàâäi, ÿêùî êðiì a−1

äåÿêèé åëåìåíò b ∈ A òàêîæ áóäå îáåðíåíèì äî a, òî

b = be = baa−1 = ea−1 = a−1.

Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî åëåìåíòè a, b ∈ A îáîðîòíi, òî ¨õ äîáóòîê îáîðîòíèé,
i (ab)−1 = b−1a−1.

Ëåìà 1.2.1. ßêùî äëÿ åëåìåíòiâ a, b ∈ A îáèäâà ¨õíi äîáóòêè ab i ba îáî-

ðîòíi, òî é ñàìi åëåìåíòè a i b îáîðîòíi. Çîêðåìà, ÿêùî åëåìåíòè a, b ∈ A
êîìóòóþòü i ¨õíié äîáóòîê ab îáîðîòíèé, òî a i b îáîðîòíi.

Äîâåäåííÿ. Ç îãëÿäó íà ñèìåòðiþ óìîâè äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè îáîðîòíiñòü åëå-
ìåíòà a. Ïîêàæåìî, ùî åëåìåíò g = b(ab)−1 ¹ îáîðîòíèì äî a. Ïî-ïåðøå,
ag = ab(ab)−1 = e. Ç iíøîãî áîêó,

ga = b(ab)−1a = b(ab)−1aba(ba)−1 = ba(ba)−1 = e. 2

Ëåìà 1.2.2 (ïðî ìàëå çáóðåííÿ îäèíè÷íîãî åëåìåíòà). Íåõàé åëåìåíò a áà-

íàõîâî¨ àëãåáðè A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ‖a‖ < 1. Òîäi åëåìåíò e− a îáîðîòíèé,
ïðè÷îìó âèêîíó¹òüñÿ òàêà ôîðìóëà îáåðíåííÿ:

(e− a)−1 = e+ a+ a2 + ...+ an + ....

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ôîðìóëó îáåðíåííÿ. Îñêiëüêè ‖an‖ 6 ‖a‖n, òî ðÿä e +
a + a2 + ... + an + ... ìàæîðó¹òüñÿ çáiæíîþ ãåîìåòðè÷íîþ ïðîãðåñi¹þ i, îòæå,
çáiæíèé äî äåÿêîãî åëåìåíòà b ∈ A. Íàì çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè, ùî b(e−a) =
(e−a)b = e. Îáèäâi ïîòðiáíi ðiâíîñòi îòðèìóþòüñÿ ïðîñòèì ðîçêðèòòÿì äóæîê:

(e+ a+ a2 + ...) (e− a) = (e+ a+ a2 + ...)− (a+ a2 + ...) = e;

(e− a) (e+ a+ a2 + ...) = (e+ a+ a2 + ...)− (a+ a2 + ...) = e. 2

Ôîðìóëà îáåðíåííÿ � öå ïðèðîäíèé àíàëîã ôîðìóëè ñóìè ãåîìåòðè÷íî¨ ïðî-
ãðåñi¨. Âîäíî÷àñ ïðè âèêîðèñòàííi ïîäiáíèõ àíàëîãié ïîòðiáíî áóòè îáåðå-
æíèì: íà âiäìiíó âiä ÷èñåë åëåìåíòè àëãåáðè ìîæóòü íå êîìóòóâàòè. Ìîæëèâi
é iíøi óñêëàäíåííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç íåîáîðîòíiñòþ, íåìîæëèâiñòþ âèðàçèòè íîðìó
äîáóòêó ÷åðåç íîðìè ñïiâìíîæíèêiâ i ò. ä.
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Òåîðåìà 1.2.3 (Òåîðåìà ïðî ìàëå çáóðåííÿ îáîðîòíîãî åëåìåíòà). Íåõàé
a, b ∈ A, a îáîðîòíèé i ‖b‖ < 1

‖a−1‖ . Òîäi åëåìåíò a−b òàêîæ îáîðîòíèé. Ií-

øèìè ñëîâàìè, ÿêùî a îáîðîòíèé, òî öiëà êóëÿ ðàäióñà r = 1
‖a−1‖ ç öåíòðîì

â a ñêëàäà¹òüñÿ ç îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ.

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî åëåìåíò a−b ó âèãëÿäi äîáóòêó: a−b = a(e−a−1b). Ïåð-
øèé ñïiâìíîæíèê îáîðîòíèé çà óìîâîþ, à äðóãèé çàäîâîëüíÿ¹ âèìîãè ëåìè
2: ∥∥a−1b

∥∥ 6
∥∥a−1

∥∥ · ‖b‖ < 1.

Òîìó äðóãèé ñïiâìíîæíèê òàêîæ îáîðîòíèé, ùî äà¹ íàì ïîòðiáíó îáîðîòíiñòü
åëåìåíòà a− b.

Íàñëiäîê. Ìíîæèíà óñiõ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ áàíàõîâî¨ àëãåáðè A âiä-
êðèòà â A, à íåîáîðîòíèõ, âiäïîâiäíî, çàìêíåíà.

Òåîðåìà 1.2.4. Íåõàé a ∈ A � îáîðîòíèé åëåìåíò i an → a (n → ∞).
Òîäi a−1

n → a−1 (n → ∞). Iíøèìè ñëîâàìè, îïåðàöiÿ ïåðåõîäó äî îáåðíåíîãî

åëåìåíòà íåïåðåðâíà â ñâî¨é îáëàñòi âèçíà÷åííÿ.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæåííÿì íà a−1 çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî âèïàäêó a = e. Îòîæ
íåõàé an → e (n→∞). Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ e− an = bn. Çàôiêñó¹ìî íîìåð N ,
ïî÷èíàþ÷è ç ÿêîãî ‖bn‖ < 1

2
. Äëÿ n > N ìà¹ìî:∥∥a−1

n − e
∥∥ =

∥∥(e− bn)−1 − e
∥∥ =

∥∥(e+ bn + b2
n + ...)− e

∥∥ =
∥∥bn + b2

n + ...
∥∥ 6

6 ‖bn‖ ·
∥∥e+ bn + b2

n + ...
∥∥ 6 ‖bn‖

(
1 +

1

2
+

1

4
+ ...

)
= 2 ‖bn‖ −−−→

n→∞
0. 2

Âïðàâè

1. ßêùî òiëüêè ðÿä e + a + a2 + ... + an + ... çáiãà¹òüñÿ, ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà
îáåðíåííÿ: (e− a)−1 = e+ a+ a2 + ...+ an + ....

2. Íà ïðèêëàäi îïåðàòîðà â C2 ç ìàòðèöåþ âèãëÿäó

(
0 0
M 0

)
ïîêàæiòü,

ùî ó äâîâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði C2 iñíóþòü îïåðàòîðè T ç ÿê
çàâãîäíî âåëèêèìè íîðìàìè, äëÿ ÿêèõ, òèì íå ìåíøå, ðÿä I + T + T 2 +
... çáiãà¹òüñÿ. Öèì áóäå ïîêàçàíî, ùî íà âiäìiíó âiä ñêàëÿðíîãî âèïàäêó
ôîðìóëó îáåðíåííÿ ìîæíà çàñòîñóâàòè i äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ ç âåëèêèìè
íîðìàìè.

3. Â L (`2) ìíîæèíà âñiõ íåîáîðîòíèõ îïåðàòîðiâ ìà¹ íåïîðîæíþ âíóòði-
øíiñòü.

4. Â L (`2) ìíîæèíà âñiõ íåîáîðîòíèõ îïåðàòîðiâ íåçàìêíåíà â ñåíñi ïîòî-
÷êîâî¨ çáiæíîñòi.
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5. ßêùî ïðîñòið X cêií÷åííîâèìiðíèé, òî ìíîæèíà âñiõ íåîáîðîòíèõ îïåðà-
òîðiâ ìà¹ ïîðîæíþ âíóòðiøíiñòü â L (X).

6. Ìíîæèíà A(T) òèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà îäèíè÷íîìó êîëi T â êîì-
ïëåêñíié ïëîùèíi, ùî ïðîäîâæóþòüñÿ äî íåïåðåðâíèõ àíàëiòè÷íèõ ó âíó-
òðiøíîñòi êîëà ôóíêöié � öå ïiäàëãåáðà áàíàõîâî¨ àëãåáðè C(T) âñiõ íåïå-
ðåðâíèõ ôóíêöié íà T.

7. Íàâåäiòü ïðèêëàä ôóíêöi¨ f ∈ A(T), äëÿ ÿêî¨ 1
f
∈ C(T)\A(T).

Öèì áóäå ïîêàçàíî, ùî åëåìåíò ìîæå áóòè íåîáîðîòíèì â ïiäàëãåáði, àëå
ïðè öüîìó â øèðøié àëãåáði âæå áóòè îáîðîòíèì.
8. Íàâåäiòü ïðèêëàä ôóíêöi¨ f ∈ C[0, 1], ÿêà íå îáîðîòíà íå òiëüêè â C[0, 1],

àëå é ó æîäíié øèðøié àëãåáði.
9. Íåõàé a ∈ A i îïåðàòîð Ta ç âïðàâè 5 ï. 1.1 íåîáìåæåíèé çíèçó. Òîäi

åëåìåíò a íåîáîðîòíèé íå òiëüêè â A, àëå é â áóäü-ÿêié øèðøié áàíàõîâié
àëãåáði.

10. Ñïèðàþ÷èñü íà ïîïåðåäíþ âïðàâó ïîêàæiòü, ùî ÿêùî åëåìåíò f ∈ C[0, 1]
íåîáîðîòíèé â C[0, 1], òî âií íåîáîðîòíèé i â áóäü-ÿêié øèðøié áàíàõîâié
àëãåáði.

11. Cïèðàþ÷èñü íà òåîðåìó ïðî ìàëå çáóðåííÿ îáîðîòíîãî åëåìåíòà, äîâåäiòü,
ùî ÿêùî an � îáîðîòíi åëåìåíòè, an → a n → ∞) i supn ‖a−1

n ‖ < ∞, òî a
òàêîæ îáîðîòíèé.

Åëåìåíò a ∈ A íàçèâà¹òüñÿ îáîðîòíèì ñïðàâà, ÿêùî iñíó¹ åëåìåíò
b ∈ A (ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì îáåðíåíèì), äëÿ ÿêîãî ab = e. Àíàëîãi-
÷íî, a ∈ A íàçèâà¹òüñÿ îáîðîòíèì çëiâà, ÿêùî iñíó¹ åëåìåíò d ∈ A (ÿêèé
íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì îáåðíåíèì), äëÿ ÿêîãî da = e.

12. ßêùî åëåìåíò a ∈ A îáîðîòíèé i çëiâà, i ñïðàâà, òî âií îáîðîòíèé, i éîãî
ïðàâèé îáåðíåíèé i ëiâèé îáåðíåíèé çáiãàþòüñÿ ç a−1.

13. Íà ïðèêëàäi îïåðàòîðà Sr ∈ L(`2) çñóâó âïðàâî Sr(x1, x2, ...) = (0, x1, x2, ...)
ïîêàæiòü, ùî îïåðàòîð ìîæå áóòè îáîðîòíèì çëiâà, àëå íåîáîðîòíèì ñïðà-
âà i ùî ëiâèé îáåðíåíèé íå îáîâ'ÿçêîâî ¹äèíèé.

14. Íà ïðèêëàäi îïåðàòîðà Sl ∈ L(`2) çñóâó âëiâî Sl(x1, x2, ...) = (x2, x3, ...) ïî-
êàæiòü, ùî îïåðàòîð ìîæå áóòè îáîðîòíèì ñïðàâà, àëå íåîáîðîòíèì çëiâà,
i ùî ïðàâèé îáåðíåíèé íå îáîâ'ÿçêîâî ¹äèíèé.

1.3. Ñïåêòð

Îçíà÷åííÿ. Êîìïëåêcíå ÷èñëî λ íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ñïåêòðà åëåìåíòà a ∈
A, ÿêùî åëåìåíò a− λe íåîáîðîòíèé. Ìíîæèíà òàêèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ ñïå-

êòðîì åëåìåíòà a i ïîçíà÷à¹òüñÿ σ(a). Êîìïëåêñíå ÷èñëî, ÿêå íå íàëåæèòü äî
ñïåêòðà åëåìåíòà a, íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ òî÷êîþ åëåìåíòà a.
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Òåîðåìà 1.3.1. Ñïåêòð áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà a ∈ A ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

� σ(a) çàìêíåíèé â A;

� ñïåêòð åëåìåíòà a îáìåæåíèé i ëåæèòü â çàìêíåíîìó êðóçi ç öåíòðîì

â 0 i ðàäióñîì ‖a‖.

Äîâåäåííÿ. Çàìêíåíiñòü. Íåõàé λn ∈ σ(a), λn −−−→
n→∞

λ. Òîäi åëåìåíòè a − λne
íåîáîðîòíi, i ¨õíÿ ãðàíèöÿ a − λe òàêîæ íåîáîðîòíà ç îãëÿäó íà çàìêíåíiñòü
ìíîæèíè íåîáîðîòíèõ åëåìåíòiâ áàíàõîâî¨ àëãåáðè (íàñëiäîê ç òåîðåìè 1 ï.
1.2). Òîáòî λ ∈ σ(a), i çàìêíåíiñòü ñïåêòðà äîâåäåíî.

Îáìåæåíiñòü. Íåõàé |λ| > ‖a‖. Òîäi a − λe = −λ(e − 1
λ
a), à åëåìåíò e −

1
λ
a îáîðîòíèé çà ëåìîþ ïðî ìàëå çáóðåííÿ îäèíè÷íîãî åëåìåíòà. Îòæå, âñi

êîìïëåêñíi ÷èñëà, áiëüøi çà ìîäóëåì çà íîðìó åëåìåíòà a, � öå ðåãóëÿðíi
òî÷êè, âiäïîâiäíî, âñi òî÷êè ñïåêòðà íå ïåðåâèùóþòü ‖a‖ çà ìîäóëåì.

Âïðàâè

1. Äîâåäiòü, ùî ñïåêòð áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà f ∈ C[0, 1] çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ
çíà÷åíü ôóíêöi¨ f .

2. Äàéòå îïèñ ñïåêòðà åëåìåíòà àëãåáðè L∞[0, 1].

Ñïåêòðàëüíèì ðàäióñîì åëåìåíòà a íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

r(a) = lim
n→∞

‖an‖1/n .

Äîâåäiòü, ùî:

3. σ(a) ⊂ r(a)D ⊂ ‖a‖D, äåD � çàìêíåíèé êðóã îäèíè÷íîãî ðàäióñó ç öåíòðîì
â íóëi ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi (äëÿ öüîãî óòî÷íiòü ëåìó ïðî ìàëå çáóðåííÿ
îäèíè÷íîãî åëåìåíòà).

4. Ó ôîðìóëi äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäióñà âåðõíþ ãðàíèöþ ìîæíà çàìiíèòè
ïðîñòî ãðàíèöåþ.

5. r(a) � öå ìiíiìàëüíèé ðàäióñ êðóãà ç öåíòðîì â íóëi, â ÿêîìó ëåæèòü ñïåêòð
åëåìåíòà a.

6. σ (a+ te) = σ (a) + t; σ (tA) = tσ (A).

1.4. Ðåçîëüâåíòà i íåïîðîæíiñòü ñïåêòðà

Ðåçîëüâåíòîþ åëåìåíòà a ∈ A íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ Ra : C\σ(a) → A, ÿêà
âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ Ra(λ) = (a− λe)−1.

Âëàñòèâîñòi ðåçîëüâåíòè: 1. Îñíîâíà òîòîæíiñòü äëÿ ðåçîëüâåíòè:

Ra(λ)−Ra(µ) = (λ− µ)Ra(λ)Ra(µ).
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Äîâåäåííÿ.

(λ− µ)(a− λe)−1(a− µe)−1 =

= (a− λe)−1 ((a− µe)− (a− λe)) (a− µe)−1 = (a− λe)−1 − (a− µe)−1. 2

2. Êîìóòàòèâíiñòü: Ra(λ)Ra(µ) = Ra(µ)Ra(λ) � î÷åâèäíèì ÷èíîì âèïëèâà¹
ç ïîïåðåäíüî¨ âëàñòèâîñòi.

3. Íåïåðåðâíiñòü ó êîæíié òî÷öi λ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ. Âèïëèâà¹ ç íåïå-
ðåðâíîñòi îïåðàöié äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ i ïåðåõîäó äî îáåðíåíîãî åëåìåíòà
(ç ïðèâîäó îñòàííüîãî � äèâ. òåîðåìó 2 ï. 1.2).

4. Ðåçîëüâåíòà ïðÿìó¹ äî íóëÿ íà íåñêií÷åííîñòi.

Äîâåäåííÿ. Ïðÿìóâàííÿ λ → ∞ êîðåêòíå, áî ñïåêòð � îáìåæåíà ìíîæèíà; ó
äîâåäåííi ìè áóäåìî ââàæàòè |λ| > 2||a||. Ïåðåïèøåìî âèðàç äëÿ ðåçîëüâåíòè:

Ra (λ) = −λ−1
(
e− a

λ

)−1

.

Îñêiëüêè |λ| > 2||a||, òî ‖λ−1a‖ < 1
2
, i ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè äî e − λ−1a

ôîðìóëó îáåðíåííÿ:

Ra (λ) = −λ−1(e+ λ−1a+ λ−2a2 + ...).

Ïåðåõîäÿ÷è äî íîðì i âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà, îäåðæèìî:

||Ra (λ) || < 1

|λ|

(
1 +

1

2
+

1

4
+ ...

)
=

2

|λ|
.

Îñòàííié âèðàç, âî÷åâèäü, ïðÿìó¹ äî 0 ïðè λ→∞.

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé D � âiäêðèòà ìíîæèíà íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi, E �
áàíàõiâ ïðîñòið. Ôóíêöiÿ F : D → E íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷öi

λ0 ∈ D, ÿêùî iñíó¹
lim
λ→λ0

F (λ)− F (λ0)

λ− λ0

.

Öÿ ãðàíèöÿ, ÿê i â ñêàëÿðíîìó âèïàäêó, íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ F â
òî÷öi λ0 i ïîçíà÷à¹òüñÿ F ′(λ0). Ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ àíàëiòè÷íîþ â îáëàñòi
D, ÿêùî âîíà äèôåðåíöiéîâíà â êîæíié òî÷öi îáëàñòi.

Òâåðäæåííÿ. Ðåçîëüâåíòà àíàëiòè÷íà â ñâî¨é îáëàñòi âèçíà÷åííÿ.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñü îñíîâíîþ òîòîæíiñòþ äëÿ ðåçîëüâåíòè i îá÷èñëèìî
ïîòðiáíó ãðàíèöþ:

lim
λ→λ0

Ra(λ)−R(λ0)

λ− λ0

= lim
λ→λ0

Ra(λ)Ra(λ0) = (Ra(λ0))2. 2
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Òåîðåìà 1.4.1 (Òåîðåìà Ëióâiëëÿ äëÿ öiëèõ ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè â áàíà-
õîâîìó ïðîñòîði). ßêùî ôóíêöiÿ F : C→ E àíàëiòè÷íà i îáìåæåíà, òî âîíà

ñòàëà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé F (z1) 6= F (z2) äëÿ äåÿêèõ òî÷îê z1, z2 ∈ C. Çà òåîðåìîþ
Ãàíà�Áàíàõà, iñíó¹ òàêèé ôóíêöiîíàë f ∈ E∗, ùî f(F (z1)) 6= f(F (z2)). Ðîç-
ãëÿíåìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ g : C→ C, g(z) = f(F (z)). Íà ïiäñòàâi íåïåðåðâ-
íîñòi ôóíêöiîíàë f ìîæíà ïåðåñòàâëÿòè çi çíàêîì ãðàíèöi, òîìó ôóíêöiÿ g
àíàëiòè÷íà. Êðiì òîãî,

sup
z∈C
|g(z)| 6 ‖f‖ · sup

z∈C
‖F (z)‖ <∞,

òîìó, çãiäíî ç òåîðåìîþ Ëióâiëëÿ äëÿ ñêàëÿðíèõ ôóíêöié, g � ñòàëà, òîáòî
g(z1) = g(z2). Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü òåîðåìó.

Òåïåð ìè ãîòîâi äîâåñòè òåîðåìó, äëÿ ÿêî¨ íàì ïîòðiáíå ïîíÿòòÿ ðåçîëü-
âåíòè.

Òåîðåìà 1.4.2. Ñïåêòð áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà áàíàõîâî¨ àëãåáðè íåïîðîæíié.

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî ìiðêóâàòè ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé ñïåêòð åëå-
ìåíòà a ∈ A ïîðîæíié. Òîäi îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ðåçîëüâåíòè Ra ¹ âñÿ êîì-
ïëåêñíà ïëîùèíà. Îñêiëüêè ðåçîëüâåíòà íåïåðåðâíà i ïðÿìó¹ äî 0 íà ∞, òî
âîíà îáìåæåíà ó âñié ïëîùèíi. À îñêiëüêè âîíà àíàëiòè÷íà â C, òî ìè ïîòðà-
ïëÿ¹ìî â óìîâè òåîðåìè Ëióâiëëÿ. Òîìó Ra = const. Àëå lim

λ→∞
Ra (λ) = 0, òîìó

Ra (λ) ≡ 0, ùî ñóïåðå÷èòü îçíà÷åííþ ðåçîëüâåíòè: ¨¨ çíà÷åííÿìè ìîæóòü áóòè
òiëüêè îáîðîòíi åëåìåíòè àëãåáðè.

Çàóâàæåííÿ. Çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè Ëióâiëëÿ ¹ íå âèïàäêîâèì. Àíàëîãi-
÷íà òåîðåìà ïðî íåïîðîæíiñòü ñïåêòðà êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi ñïèðàëàñü íà iñíó-
âàííÿ êîðåíÿ ðiâíÿííÿ det(A − λI) = 0, ÿêå âèïëèâà¹ ç îñíîâíî¨ òåîðåìè
àëãåáðè; à öþ òåîðåìó íàéïðîñòiøå äîâîäèòè ç âèêîðèñòàííÿì òåîðåìè Ëióâi-
ëëÿ.

Òåîðåìà 1.4.3 (Òåîðåìà Ãåëüôàíäà�Ìàçóðà). Íåõàé áàíàõîâà àëãåáðà A ìà¹

òàêó âëàñòèâiñòü: âñi ¨¨ íåíóëüîâi åëåìåíòè îáîðîòíi. Òîäi êîæåí åëåìåíò

a ∈ A ìà¹ âèãëÿä a = λe ç äåÿêèì λ ∈ C. Iíøèìè ñëîâàìè, ç òî÷íiñòþ

äî içîìîðôiçìó, ¹äèíà áàíàõîâà àëãåáðà, ÿêà ¹ ïîëåì � öå ïîëå êîìïëåêñíèõ

÷èñåë.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a ∈ A, òîäi, çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî íåïîðîæíiñòü ñïåêòðà,
iñíó¹ λ ∈ C òàêå, ùî a−λe � öå íåîáîðîòíèé åëåìåíò àëãåáðè. Òîäi a−λe = 0,
òîáòî a = λe.
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Âïðàâè

1. Îá÷èñëèòè ñïåêòð i ðåçîëüâåíòó îäèíè÷íîãî åëåìåíòà.
2. Íåõàé åëåìåíò a ∈ A çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ a2 = a (òàêi åëåìåíòè íàçèâà-
þòüñÿ iäåìïîòåíòàìè). Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó îáåðíåííÿ, îá÷èñëèòè
ðåçîëüâåíòó öüîãî åëåìåíòà. ßêèì ìîæå áóòè ñïåêòð iäåìïîòåíòà?

3. Íåõàé åëåìåíò a ∈ A çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ an = 0 (òàêi åëåìåíòè íàçèâà-
þòüñÿ íiëüïîòåíòíèìè). Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó îáåðíåííÿ, îá÷èñëèòè
ðåçîëüâåíòó öüîãî åëåìåíòà.

4. Íåõàé λ ∈ σ(a), λn � ðåãóëÿðíi òî÷êè åëåìåíòà a i λn → λ (n → ∞). Òîäi
‖Ra (λn)‖ → ∞ (n→∞).

5. Íåõàé σ(a) = {0} äëÿ âñiõ λ ∈ C\{0} âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ‖Ra (λ)‖ 6 C
|λ| ,

äå C > 0 � äåÿêà ñòàëà. Äîâåñòè, ùî a = 0.



Ðîçäië 2. Ôàêòîð-ïðîñòîðè òà

ôàêòîð-àëãåáðè

2.1. Ôàêòîð-ïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó

Íåõàé A1, A2 � ïiäìíîæèíè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó X, λ1, λ2 � ñêàëÿðè. ×åðåç
λ1A1 + λ2A2 ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ åëåìåíòiâ âèãëÿäó λ1a1 + λ2a2, äå a1 ∈
A1, a2 ∈ A2.

Íåõàé X � ëiíiéíèé ïðîñòið, X1 � ïiäïðîñòið â X. Ââåäåìî òàêå âiäíîøåííÿ
åêâiâàëåíòíîñòi íàX: x ∼ y, ÿêùî x−y ∈ X1. Êëàñîì åêâiâàëåíòíîñòi åëåìåíòà
x ¹ ìíîæèíà

[x] = x+X1 = {x+ y : y ∈ X1} .

Ìíîæèíà òàêèõ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi, íàäiëåíà îïåðàöiÿìè, îïèñàíèìè â íà
ïî÷àòêó ïàðàãðàôó, íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîð-ïðîñòîðîì ïðîñòîðó X çà ïiäïðî-
ñòîðîì X1 i ïîçíà÷à¹òüñÿ X/X1. Çàçíà÷èìî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi ëiíiéíèõ
îïåðàöié íà ôàêòîð-ïðîñòîði, ç ÿêèõ âèïëèâà¹, çîêðåìà êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ
òà òå, ùî ôàêòîð-ïðîñòið ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì.

1. Êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi íóëÿ � íóëüîâèé åëåìåíò ôàêòîð-ïðîñòîðó.

2. λ1[x1] + λ2[x2] = [λ1x1 + λ2x2].

Äîâåäåìî âëàñòèâiñòü 2:

λ1[x1] + λ2[x2] = λ1(x1 +X1) + λ2(x2 +X1) =

λ1x1 + λ2x2 + (λ1X1 + λ2X1) = λ1x1 + λ2x2 +X1 = [λ1x1 + λ2x2].

Ç ôàêòîð-ïðîñòîðîì òiñíî ïîâ'ÿçàíèé îïåðàòîð q � ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ

ïðîñòîðó X íà X/X1 : q(x) = [x]. Ëiíiéíiñòü îïåðàòîðà ôàêòîð-âiäîáðàæåí-
íÿ âèïëèâà¹ iç âëàñòèâîñòi 2. Îïåðàòîð ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ ñþð'¹êòèâíèé.
Âàæëèâèé ïðèêëàä ôàêòîð-ïðîñòîðó ïðèðîäíî âèíèêà¹ â òåîði¨ iíòåãðóâàí-
íÿ. Íåõàé (Ω,Σ, µ) � ïðîñòið ç ìiðîþ (ñêií÷åííîþ àáî íåñêií÷åííîþ). ×åðåç
L0 (Ω,Σ, µ) ïîçíà÷à¹òüñÿ ôàêòîð-ïðîñòið ïðîñòîðó X âñiõ âèìiðíèõ ñêàëÿðíî-
çíà÷íèõ ôóíêöié íà Ω ïî ïiäïðîñòîðó X1 ôóíêöié, ÿêi ìàþòü íåõòóâàíi íîñi¨.
Ó öüîìó ïðèêëàäi âiäïîâiäíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi � öå äîáðå çíàéîìà
÷èòà÷åâi ðiâíiñòü ìàéæå ñêðiçü.

Âïðàâè

11
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1. Îá ðóíòóéòå ïåðåõîäè ó äîâåäåííi âëàñòèâîñòi 2 îïåðàöié íàä êëàñàìè åêâi-
âàëåíòíîñòi.

2. 0 ∈ A1 − A2 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè A1 i A2 ïåðåòèíàþòüñÿ.
3. ßêùî A1 i A2 � ïiäïðîñòîðè, òî λ1A1 + λ2A2 òàêîæ áóäå ïiäïðîñòîðîì.
4. ßêùî A1 i A2 � ïiäïðîñòîðè, òî Lin (A1 ∪ A2) = A1 + A2.
5. ßêùî A1 i A2 � ïiäïðîñòîðè i A1∩A2 = {0}, òî áóäü-ÿêèé åëåìåíò x ∈ A1+A2

ìà¹ ¹äèíå çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi x = a1 + a2, äå a1 ∈ A1, a2 ∈ A2. Ó öüîìó
âèïàäêó, ùîá ïiäêðåñëèòè ¹äèíiñòü çîáðàæåííÿ, âèêîðèñòîâóþòü ñèìâîë ⊕
ïðÿìî¨ ñóìè: çàìiñòü A1 + A2 ïèøóòü A1 ⊕ A2.

6. Ïiäìíîæèíà Y ëiíiéíîãî ïiäïðîñòîðó X ¹ ïiäïðîñòîðîì òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè λ1Y + λ2Y ⊂ Y äëÿ áóäü-ÿêèõ ñêàëÿðiâ λ1 i λ2.

2.2. Ií'¹êòèâiçàöiÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà

Íåõàé X, Y � ëiíiéíi ïðîñòîðè, T : X → Y � ëiíiéíèé îïåðàòîð, âçàãàëi êà-
æó÷è, íå ií'¹êòèâíèé. Ií'¹êòèâiçàöi¹þ îïåðàòîðà T íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ
T̃ : X/KerT → Y , ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êëàñó åêâiâàëåíòíîñòi [x] åëå-
ìåíòà x ∈ X åëåìåíò Tx: T̃ ([x]) = Tx.

Âïðàâè

1. Ïåðåâiðòå êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà T̃ , à ñàìå, ÿêùî â åëåìåíòiâ x1 i
x2 çáiãàþòüñÿ êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi, òî Tx1 = Tx2. Iíøèìè ñëîâàìè, T̃ ([x])
íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêà ó êëàñi åêâiâàëåíòíîñòi [x].

2. Ïåðåâiðòå ëiíiéíiñòü òà ií'¹êòèâíiñòü îïåðàòîðà T̃ .
3.Ïåðåâiðòå, ùî T = T̃◦q, äå q : X → X/KerT � îïåðàòîð ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ.
Îòæå, áóäü-ÿêèé îïåðàòîð ìîæíà ðîçêëàñòè â êîìïîçèöiþ ñþð'¹êòèâíîãî é
ií'¹êòèâíîãî îïåðàòîðiâ. Ïîðiâíÿéòå ç âïðàâîþ ?? ï. ??.

Íåõàé X � ëiíiéíèé ïðîñòið, X1 � ïiäïðîñòið â X, X ′ � ïðîñòið âñiõ ëiíiéíèõ
ôóíêöiîíàëiâ íà X. Àíóëÿòîðîì â X ′ ïiäïðîñòîðó X1 íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà
X⊥1 âñiõ f ∈ X ′, äëÿ ÿêèõ Ker f ⊃ X1. Äëÿ êîæíîãî ôóíêöiîíàëà g íà X/X1

îçíà÷èìî ôóíêöiîíàë Ug ∈ X ′ ðiâíiñòþ Ug(x) = g ([x]). Iíøèìè ñëîâàìè, Ug
� öå êîìïîçèöiÿ ôóíêöiîíàëà g ç ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿì.

4. U � öå ëiíiéíèé ií'¹êòèâíèé îïåðàòîð.
5. U

(
(X/X1)′

)
= X⊥1 , òîáòî X

⊥
1 � öå ëiíiéíèé ïiäïðîñòið, içîìîðôíèé (X/X1)′.

2.3. Ãiïåðïiäïðîñòîðè i ãiïåðïëîùèíè

Ïiäïðîñòið Y ëiíiéíîãî ïðîñòîðóX íàçèâà¹òüñÿ ãiïåðïiäïðîñòîðîì, ÿêùî iñíó¹
òàêèé âåêòîð e ∈ X\Y , ùî Lin{e, Y } = X.
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Òåîðåìà 2.3.1. Äëÿ ïiäïðîñòîðó Y ëiíiéíîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè åêâi-

âàëåíòíi:

1. Y � ãiïåðïiäïðîñòið â X.

2. dimX/Y = 1.

3. Iñíó¹ íåíóëüîâèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë f íà X, äëÿ ÿêîãî Ker f = Y .

Äîâåäåííÿ. 1.⇒ 2. Íåõàé Y � ãiïåðïiäïðîñòið â X, e ∈ X\Y � òàêèé åëåìåíò,
ùî Lin{e, Y } = X. Ðîçãëÿíåìî [e] ∈ X/Y � êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi åëåìåíòà e.
[e] 6= 0, àäæå e /∈ Y . Âîäíî÷àñ Lin [e] = X/Y , òîáòî â X/Y iñíó¹ áàçèñ ç îäíîãî
åëåìåíòà.

2. ⇒ 3. Îñêiëüêè dimX/Y = 1, iñíó¹ içîìîðôiçì U : X/Y → K íàøîãî
ôàêòîð-ïðîñòîðó i ïîëÿ ñêàëÿðiâ. Îçíà÷èìî ôóíêöiîíàë f = U ◦ q, äå q �
ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðó X íà X/Y . Äëÿ öüîãî ôóíêöiîíàëà Ker f = Y.

3. ⇒ 1. Íåõàé f � ôóíêöiîíàë ç ï. 3. Âèáåðåìî åëåìåíò e ∈ X, äëÿ ÿêîãî
f(e) = 1. Î÷åâèäíî, e ∈ X\Y . Äîâåäåìî, ùî Lin{e, Y } = X. Äëÿ öüîãî âiçüìå-
ìî äîâiëüíèé âåêòîð x ∈ X i çîáðàçèìî éîãî ó âèãëÿäi x = f(x)e+(x− f(x)e).
Ó öüîìó çàïèñó äðóãèé äîäàíîê x − f(x)e ëåæèòü â Ker f = Y , òîáòî ìè
çîáðàçèëè åëåìåíò x ó âèãëÿäi ae+ y, äå a ∈ K, y ∈ Y .

Ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ ãiïåðïëîùèíîþ, ÿêùî
âîíà ¹ çñóíóòèì ãiïåðïiäïðîñòîðîì. Iíøèìè ñëîâàìè, ãiïåðïëîùèíà â X � öå
ìíîæèíà âèãëÿäó x+ Y , äå x ∈ X, à Y � ãiïåðïiäïðîñòið â X.

Âïðàâè

1. Íåõàé f � íåíóëüîâèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë ó ïðîñòîði X, a � äîâiëüíå
÷èñëî. Äîâåäiòü, ùî ëiíiÿ ðiâíÿ fa = {x ∈ X : f(x) = a} ôóíêöiîíàëà f
óòâîðþ¹ ãiïåðïëîùèíó â X.

2. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêà ãiïåðïëîùèíà âX ¹ ëiíi¹þ ðiâíÿ äåÿêîãî íåíóëüîâîãî
ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà.

3. Íåõàé Y � ãiïåðïiäïðîñòið â X. Äîâåñòè, ùî Lin{e, Y } = X äëÿ áóäü-ÿêîãî
âåêòîðà e ∈ X\Y .

4. Íåõàé ÿäðà äâîõ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ çáiãàþòüñÿ. Äîâåäiòü, ùî öi ôóí-
êöiîíàëè ëiíiéíî çàëåæíi.

5. Íåõàé Y � ãiïåðïëîùèíà ó äiéñíîìó ïðîñòîði X. Íà X\Y ââåäåìî òà-
êå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi: x1 ∼ x2, ÿêùî âiäðiçîê, ùî ñïîëó÷à¹ öi
òî÷êè, íå ïåðåòèíà¹ öþ ãiïåðïëîùèíó. Ïåðåâiðòå, ùî òàê ââåäåíå âiäíî-
øåííÿ ñïðàâäi ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi. X\Y ðîçïàäà¹òüñÿ íà äâà
êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi. Öi êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi íàçèâàþòüñÿ ïiâïðîñòî-

ðàìè, ïîðîäæåíèìè ãiïåðïëîùèíîþ Y .
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6. Íåõàé ãiïåðïëîùèíà � öå ëiíiÿ ðiâíÿ fa ôóíêöiîíàëà f ó äiéñíîìó ïðî-
ñòîði X. Ïåðåâiðòå, ùî ïiâïðîñòîðàìè, ïîðîäæåíèìè ãiïåðïëîùèíîþ fa, ¹
ìíîæèíè f<a = {x ∈ X : f(x) < a} i f>a = {x ∈ X : f(x) > a}.

7. ×îìó â äâîõ ïîïåðåäíiõ âïðàâàõ âàæëèâà äiéñíiñòü ïðîñòîðó?

Îçíà÷åííÿ.Ïiäïðîñòið Y ëiíiéíîãî ïðîñòîðóX ìà¹ êîâèìiðíiñòü n (codimXY =
n), ÿêùî âèìiðíiñòü ôàêòîð-ïðîñòîðó X/Y äîðiâíþ¹ n.

8. codimXY 6 n òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü n âåêòîðiâ {xk}n1 ⊂ X òàêèõ,
ùî Lin{x1, ... , xn, Y } = X.

9. codimXY 6 n òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Y ìà¹ íåíóëüîâèé ïåðåòèí ç áóäü-
ÿêèì ïiäïðîñòîðîì Z â X âèìiðíîñòi, ÿêà áiëüøà àáî äîðiâíþ¹ n+ 1.

10. codimXY = n òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ ïiäïðîñòið Z â X òàêèé, ùî
dimZ = n, Z ∩ Y = {0}, Z + Y = X.

11. Íåõàé Y ⊂ Z � ïiäïðîñòið ïðîñòîðó X. Òîäi codimXY = codim ZY +
codimXZ.

12.Äëÿ áóäü-ÿêèõ ïiäïðîñòîðiâ Y, Z ïðîñòîðóX âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

max {codimXY, codimXZ} 6 codimX (Y ∩ Z) 6 codimXY + codimXZ.

13. codimXY = dimY ⊥.
14. codimXY 6 n òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè íà X iñíó¹ òàêèé íàáið ç n ëiíiéíèõ

ôóíêöiîíàëiâ, ùî ïåðåòèí ¨õíiõ ÿäåð ìiñòèòüñÿ â Y .
15. codimXY = n òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè íà X iñíó¹ òàêèé ëiíiéíî íåçàëåæíèé

íàáið ç n ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ, ùî ïåðåòèí ¨õíiõ ÿäåð çáiãà¹òüñÿ ç Y .

16. Íåõàé f , {fk}nk=1 � ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè íà X i Ker f ⊃
n⋂
k=1

Ker fk. Òîäi

f ∈ Lin {fk}nk=1.

2.4. Ôàêòîð-ïðîñòîðè íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó

Íåõàé Y � çàìêíóòèé ïiäïðîñòið íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X, x ∈ X � äîâiëüíèé
åëåìåíò, [x] = x+ Y � âiäïîâiäíèé åëåìåíò ôàêòîð-ïðîñòîðó X/Y . Îçíà÷èìî
òàêó âåëè÷èíó:

‖[x]‖ = inf
y∈Y
‖x+ y‖ .

Iíøèìè ñëîâàìè, ‖[x]‖ � öå âiäñòàíü â X âiä 0 äî ìíîæèíè x+ Y . Îñêiëüêè Y
� ïiäïðîñòið i, âiäòàê, Y = −Y , òî òàêå îçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíå ïî÷àòêîâîìó:
‖[x]‖ = inf

y∈Y
‖x− y‖. Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò öüîãî îçíà÷åííÿ: ‖[x]‖ � öå âiäñòàíü â

X âiä x äî ïiäïðîñòîðó Y .

Òåîðåìà 2.4.1. Ââåäåíà âèùå âåëè÷èíà ‖[x]‖ çàäà¹ íîðìó íà ïðîñòîði X/Y.
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Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî àêñiîìè íîðìè.
1. Íåõàé ‖[x]‖ = 0. Òîäi infy∈Y ‖x− y‖ = 0, i, îòæå, x � ãðàíè÷íà òî÷êà

ïiäïðîñòîðó Y . Îñêiëüêè Y çàìêíåíà, x ∈ Y i [x] = Y = [0].
2. Îñêiëüêè Y � ïiäïðîñòið, λY = Y äëÿ áóäü-ÿêîãî íåíóëüîâîãî ñêàëÿðà

λ. Ìà¹ìî:

‖[λx]‖ = inf
y∈Y
‖λx+ y‖ = inf

y∈Y
‖λx+ λy‖ = |λ| inf

y∈Y
‖x+ y‖ = |λ| · ‖[x]‖ .

3. Íåõàé x1, x2 ∈ X, ε > 0. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì iíôiìóìà iñíóþòü òàêi
y1, y2 ∈ Y , ùî ‖x1 + y1‖ < ‖[x1]‖+ ε i ‖x2 + y2‖ < ‖[x2]‖+ ε. Îòðèìó¹ìî îöiíêó

‖[x1 + x2]‖ = inf
y∈Y
‖x1 + x2 + y‖ 6 ‖x1 + x2 + y1 + y2‖ 6

6 ‖x1 + y1‖+ ‖x2 + y2‖ 6 ‖[x1]‖+ ‖[x2]‖+ 2ε,

ùî ç îãëÿäó íà äîâiëüíiñòü ε îçíà÷à¹ ïîòðiáíó íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà.

Íàäàëi çàâæäè áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ôàêòîð-ïðîñòið íîðìîâàíîãî ïðî-
ñòîðó íàäiëåíèé îïèñàíîþ âèùå íîðìîþ.

Ïðèêëàä. Íåõàé (Ω,Σ, µ) � ïðîñòið ç ìiðîþ, X � ïðîñòið âñiõ îáìåæåíèõ
âèìiðíèõ ôóíêöié íà Ω, íàäiëåíèé íîðìîþ ‖f‖ = supt∈Ω |f(t)|, Y � ïiäïðî-
ñòið â X, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié, ùî äîðiâíþþòü íóëþ ìàéæå ñêðiçü.
Âiäïîâiäíèé ôàêòîð-ïðîñòið X/Y ïîçíà÷à¹òüñÿ L∞ (Ω,Σ, µ).

Âïðàâè

1. Äîâåäiòü òàêó ôîðìóëó äëÿ íîðìè â L∞ (Ω,Σ, µ):

‖f‖∞ = inf
A∈Σ,µ(A)=0

{
sup
t∈Ω\A

|f(t)|

}
.

2. Äîâåäiòü íåðiâíiñòü |f |
ì.ñ.

6 ‖f‖∞.
3. Äîâåäiòü, ùî ‖f‖∞ äîðiâíþ¹ iíôiìóìó ìíîæèíè òèõ ñòàëèõ c, äëÿ ÿêèõ

|f |
ì.ñ.

6 c.
4. Ó ïðîñòîði C [a, b] ðîçãëÿíåìî ïiäïðîñòið Y , ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òîòîæíî
ñòàëèõ ôóíêöié. Äîâåñòè, ùî íîðìà åëåìåíòà [f ] ôàêòîð-ïðîñòîðó C [a, b]/Y
îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

‖[f ]‖ =
1

2

(
max {f(t) : t ∈ [a, b]} −min {f(t) : t ∈ [a, b]}

)
.

5. Ïðîñòið `1 ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ëiíiéíèé ïiäïðîñòið â c0, õî÷à íîðìîâàíèì
ïiäïðîñòîðîì â c0 âií íå áóäå: íîðìà, çàäàíà â `1, íå çáiãà¹òüñÿ ç íîðìîþ ç c0.
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Äîâåñòè, ùî `1 íåçàìêíåíèé i ùiëüíèé â c0. Äîâåñòè, ùî `1 ÿê ïiäìíîæèíà
â c0 íàëåæèòü äî êëàñó Fσ.

6. Äîâåñòè, ùî ïiäïðîñòið c0 âñiõ çáiæíèõ äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòåé çàìêíåíèé
â `∞.

7. Ïîêàçàòè, ùî íîðìà åëåìåíòà [a] â ôàêòîð-ïðîñòîði `∞/c0 îá÷èñëþ¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ ‖[a]‖ = lim

n→∞
|an|, äå an � öå êîîðäèíàòè åëåìåíòó a ∈ `∞. 1

2.5. Ôàêòîð-ïðîñòîðè áàíàõîâîãî ïðîñòîðó

Òåîðåìà 2.5.1. ÍåõàéX � áàíàõiâ ïðîñòið, Y � çàìêíåíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið
â X. Òîäi ôàêòîð-ïðîñòið X/Y � òàêîæ áàíàõiâ ïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé xn ∈ X òàêi, ùî íîðìè âiäïîâiäíèõ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi
óòâîðþþòü àáñîëþòíî çáiæíèé ðÿä:

∑
n ‖[xn]‖ <∞. Çãiäíî ç êðèòåði¹ì ïîâíî-

òè, ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî ðÿä
∑

n [xn] çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî åëåìåíòà ôàêòîð-
ïðîñòîðó. Äëÿ öüîãî â êîæíîìó êëàñi [xn] âèáåðåìî ïî òàêîìó ïðåäñòàâíèêó
yn, ùî ‖yn‖ 6 ‖[xn]‖+ 1

2n
. Òîäi

∑
n yn � àáñîëþòíî çáiæíèé ðÿä â X, ùî ç îãëÿ-

äó íà ïîâíîòó ïðîñòîðó îçíà÷à¹, ùî
∑

n yn çáiãà¹òüñÿ â X äî äåÿêîãî åëåìåíòà
x. Ïåðåâiðèìî, ùî

∑
[xn] = [x]. Ñïðàâäi,∥∥∥∥∥[x]−

n∑
k=1

[xk]

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥[x]−
n∑
k=1

[yk]

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥[x−
n∑
k=1

yk]

∥∥∥∥∥ 6

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

yk

∥∥∥∥∥ −−−→n→∞
0. 2

Âïðàâè
1. Íåõàé X � íîðìîâàíèé ïðîñòið, X1 � çàìêíåíèé ïiäïðîñòið â X. Äîâåäiòü,
ùî ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ q ïðîñòîðó X íà X/X1 (äèâ. ï. 2.1) � öå íåïåðåðâ-
íèé ëiíiéíèé îïåðàòîð. Îá÷èñëiòü ‖q‖. Äîâåäiòü, ùî q(BX) = BX/X1 .

2. Íåõàé X, Y � íîðìîâàíi ïðîñòîðè, T : X → Y � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Ïåðå-
âiðòå, ùî ií'¹êòèâiçàöiÿ T̃ îïåðàòîðà T (äèâ. ï. 6) � öå íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé
îïåðàòîð i ‖T̃‖ = ‖T‖.

3. Íåõàé X � íîðìîâàíèé ïðîñòið, f � ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà X,
A = {x ∈ X : f(x) = 1}. Äîâåäiòü, ùî ρ(0, A) = ‖f‖−1. Çîêðåìà, ÿêùî
ρ(0, A) 6= 0, òî ôóíêöiîíàë f íåïåðåðâíèé.

4. Íåõàé X � íîðìîâàíèé ïðîñòið, x ∈ X, f ∈ X∗, a � äîâiëüíèé ñêàëÿð,
A = {x ∈ X : f(x) = a}. Òîäi ρ(x,A) = |f(x)−a|

‖f‖ . Çîêðåìà, ïiäñòàâèâ a = 0
îòðèìó¹ìî, ùî

ρ(x, ker f) =
|f(x)|
‖f‖

.

1Ó ðàäÿíñüêèé ÷àñ â îäíié ç õàðêiâñüêèõ ãàçåò ñòàòòÿ ïðî ïåðåâèêîíàííÿ ïëàíó ïåðå-
äîâèêàìè âèðîáíèöòâà íàçèâàëàñü ¾Íîðìà � íå ïðåäåë! (ðîñ.)¿. Îñòàííþ âïðàâó ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ÿê êîíòðïðèêëàä äî öüîãî òâåðäæåííÿ.
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5. Äëÿ íåíóëüîâîãî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà f , çàäàíîãî íà íîðìîâàíîìó ïðî-
ñòîði X, òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

� ôóíêöiîíàë f íåïåðåðâíèé;

� ÿäðî ôóíêöiîíàëà f çàìêíåíå;

� ÿäðî ôóíêöiîíàëà f íå ùiëüíå â X.

2.6. Iäåàëè

Äëÿ ïiäìíîæèí A,B ⊂ A áàíàõîâî¨ àëãåáðè A ïðèðîäíî âèçíà÷à¹òüñÿ äîáó-
òîê:

AB = {ab : a ∈ A, b ∈ B}.

Äâîñòîðîííiì iäåàëîì áàíàõîâî¨ àëãåáðè A íàçèâàþòü ëiíiéíèé ïiäïðîñòið
I ⊂ A, ùî íå äîðiâíþ¹ óñié àëãåáði (òîáòî I 6= A) òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
AI ⊂ I òà IA ⊂ I. Áiëüø äåòàëüíî: äëÿ äîâiëüíèõ a ∈ A, x ∈ I âèêîíàíi
óìîâè ax ∈ I òà xa ∈ I. Îñêiëüêè e ∈ A, ìàþòü ìiñöå çâîðîòíi âêëþ÷åííÿ
IA ⊃ I òà AI ⊃ I, òîáòî

IA = I = AI.

Ó ðàçi, ÿêùî àëãåáðà A ¹ êîìóòàòèâíîþ, äâîñòîðîííi iäåàëè ñêîðî÷åíî íàçè-
âàþòü iäåàëàìè. Ó êîìóòàòèâíîìó âèïàäêó äîñòàòíüî ïåðåâiðÿòè ëèøå ÿêåñü
îäíå ç âêëþ÷åíü AI ⊂ I, IA ⊂ I.

Ïðèêëàäè

1. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè M 6= ∅ êîìïàêòó K ïiäìíîæèíà
{x ∈ C(K) : x|M = 0} ¹ iäåàëîì â C(K).

2. Íåõàé (Ω,Σ, µ) � ïðîñòið ç ìiðîþ, µ(Ω) 6= 0, àX � àëãåáðà âñiõ îáìåæåíèõ
âèìiðíèõ ôóíêöié íà Ω, íàäiëåíà íîðìîþ ‖f‖ = supt∈Ω |f(t)|. Ïiäïðîñòið Y
îáìåæåíèõ ôóíêöié, ùî äîðiâíþþòü íóëþ ìàéæå ñêðiçü, ¹ iäåàëîì â X.

3. Ïiäïðîñòið c0 âñiõ çáiæíèõ äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòåé ¹ iäåàëîì â l∞.
4. Â L(l2) ïiäìíîæèíà K(l2) âñiõ êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ ¹ äâîñòîðîííiì

iäåàëîì.

Âàæëèâà âëàñòèâiñòü
ßêùî A � áàíàõîâà àëãåáðà, I ⊂ A � äâîñòîðîííié iäåàë â A, òî I íå

ìiñòèòü æîäíîãî îáîðîòíîãî åëåìåíòó àëãåáðè. Äîâåäåìî öå. Íåõàé I ìiñòèòü
ÿêèéñü îáîðîòíèé åëåìåíò u ∈ I. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé åëåìåíò a ∈ A.
Îñêiëüêè a = u(u−1a), u ∈ I, à äîáóòîê åëåìåíòó ç I íà áóäü-ÿêèé åëåìåíò ç A
ìiñòèòüñÿ â I, îòðèìó¹ìî, ùî a ∈ I. Òîáòî I = A, ùî ïðîòèði÷èòü îçíà÷åííþ
iäåàëó.
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2.7. Ôàêòîð-àëãåáðè

Íåõàé A � áàíàõîâà àëãåáðà, I � çàìêíåíèé äâîñòîðîííié iäåàë â A. Òîäi
íà ôàêòîð-ïðîñòîði A/I (ÿêèé, çãiäíî äî Òåîðåìè ïóíêòó 2.5 ¹ áàíàõîâèì
ïðîñòîðîì) ìîæíà òàêîæ îçíà÷èòè îïåðàöiþ ìíîæåííÿ: êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi
� öå ïiäìíîæèíè, à ùî òàêå äîáóòîê ïiäìíîæèí àëãåáðè, ìè çíà¹ìî.

Âiäìiòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ A ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

[a][b] = [ab], (2.7.1)

òîáòî îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ äiéñíî ¹ áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ íà ôàêòîð-ïðîñòîði
A/I. Äîñèòü ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî öÿ îïåðàöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìè, ùî ïåðå-
ëi÷åíi íà ïî÷àòêó ðîçäiëó 1.1. Êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi [e] îäèíè÷íîãî åëåìåíòà e
áóäå îäèíè÷íèì åëåìåíòîì â A/I. Òîáòî äëÿ ïåðåâiðêè òîãî, ùî A/I ¹ áàíà-
õîâîþ àëãåáðîþ, çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè ðiâíiñòü

‖[e]‖ = 1.

Çðîáèìî öå. Ïî-ïåðøå,

‖[e]‖ = inf
y∈I
‖e+ y‖ 6 ‖e‖ = 1.

Ç iíøîãî áîêó, âiäïîâiäíî äî Ëåìè 2 ðîçäiëó 1.2, ÿêùî åëåìåíò a áàíàõîâî¨
àëãåáðè A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ‖a‖ < 1, òî åëåìåíò e− a îáîðîòíèé. Îñêiëüêè
iäåàë I íå ìiñòèòü îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ, ìà¹ìî ùî ‖e− y‖ > 1 äëÿ óñiõ y ∈ I
(áî iíàêøå y = e− (e− y) áóâ áè îáîðîòíèì). Îòæå,

‖[e]‖ = inf
y∈I
‖e− y‖ > 1.

Íàäàëi, ó çàçíà÷åíèõ óìîâàõ, áóäåìî íàçèâàòè A/I ôàêòîð-àëãåáðîþ.

Îçíà÷åííÿ 2.7.1. Íåõàé A1,A2 � áàíàõîâi àëãåáðè. Âiäîáðàæåííÿ ϕ : A1 →
A2 íàçèâà¹òüñÿ ãîìîìîðôiçìîì, ÿêùî âîíî ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì i �ïîâàæà¹�
ìíîæåííÿ òà îäèíè÷íèé åëåìåíò: ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y ∈ A1,
òà ϕ(e1) = e2, äå e1, e2 � îäèíè÷íi åëåìåíòè àëãåáð A1,A2 âiäïîâiäíî.

Âiäìiòèìî, ùî ç ôîðìóëè (2.7.1) âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 2.7.2. ßêùî I � çàìêíåíèé äâîñòîðîííié iäåàë áàíàõîâî¨ àëãå-

áðè A, òî ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ q : A→ A/I � öå ãîìîìîðôiçì.

Âïðàâè
1. Ïåðåâiðèòè ðiâíiñòü (2.7.1). Äå â öié ïåðåâiðöi âiäiãðàëî ðîëü òå, ùî I �
iäåàë.

2. Ïåðåâiðèòè äëÿ A/I âèêîíàííÿ àêñiîì àëãåáðè.
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àëãåáðè

3.1. Ìàêñèìàëüíi iäåàëè

Íåõàé A � êîìóòàòèâíà áàíàõîâà àëãåáðà, I � iäåàë â A. Iäåàë I íàçèâà¹òüñÿ
ìàêñèìàëüíèì, ÿêùî â A íåìà¹ iäåàëiâ, ùî ñòðîãî ìiñòÿòü â ñîái I. Iíøèìè
ñëîâàìè, I � ìàêñèìàëüíèé iäåàë â A, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî iäåàëó J ⊂ A ç
óìîâè J ⊃ I âèïëèâà¹, ùî J = I.

Òåîðåìà 3.1.1. Äëÿ êîæíîãî iäåàëó I0 êîìóòàòèâíî¨ áàíàõîâî¨ àëãåáðè A
iñíó¹ ìàêñèìàëüíèé iäåàë I1 òàêèé, ùî I0 ⊂ I1.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó Γ âñiõ iäåàëiâ I ⊂ A. òàêèõ ùî I0 ⊂ I. Ââå-
äåìî íà Γ âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó � çà ïðàâèëîì I1 � I2 ÿêùî I1 ⊃ I2. Òîäi
Γ áóäå iíäóêòèâíî âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ, i çàñòîñóâàííÿ Ëåìè Öîðíà ãà-
ðàíòó¹ iñíóâàííÿ â Γ ìàêñèìàëüíîãî åëåìåíòó I1. Öåé I1 i áóäå ìàêñèìàëüíèì
iäåàëîì, ùî ìè øóêà¹ìî.

Òåîðåìà 3.1.2. Êîæíèé ìàêñèìàëüíèé iäåàë I êîìóòàòèâíî¨ áàíàõîâî¨ àë-

ãåáðè A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî çàìèêàííÿ I iäåàëó I. Ç íåïåðåðâíîñòi ìíîæåííÿ âè-
ïëèâà¹, ùî I � öå òàêîæ iäåàë (ïåðåâiðòå!). Îñêiëüêè I ⊃ I, à I � ìàêñèìàëü-
íèé, îòðèìó¹ìî ùî I = I.

Òåîðåìà 3.1.3. Íåõàé A � êîìóòàòèâíà áàíàõîâà àëãåáðà, x ∈ A � íåîáîðî-

òíèé åëåìåíò. Òîäi ìíîæèíà xA = {xa : a ∈ A} ¹ iäåàëîì àëãåáðè A.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2 ∈ xA iñíóþòü òàêi a1, a2 ∈ A, ùî x1 = xa1 i
x2 = xa2. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ ñêàëÿðiâ α1, α2 ∈ C ìà¹ìî

α1x1 + α2x2 = x(α1a1 + α2a2) ∈ xA,

òîáòî xA � öå ëiíiéíèé ïiäïðîñòið. Äàëi, îñêiëüêè x � íåîáîðîòíèé åëåìåíò,
îäèíè÷íèé åëåìåíò íå ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi e = xa, òîáòî e /∈ xA. Òàêèì
÷èíîì, ìè äîâåëè, ùî xA 6= A. Íàðåøòi, AA = A, òîìó xAA = xA.

Òåîðåìà 3.1.4. Íåõàé A � êîìóòàòèâíà áàíàõîâà àëãåáðà, x ∈ A. Òîäi íåî-

áîðîòíiñòü åëåìåíòà x åêâiâàëåíòíà iñíóâàííþ ìàêñèìàëüíîãî iäåàëó I òà-
êîãî, ùî x ∈ I.

19
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Äîâåäåííÿ. Â iäåàëi íåìà¹ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ, òîìó, ÿêùî x ∈ I, òî x �
íåîáîðîòíèé. Íàâïàêè, ÿêùî x íåîáîðîòíèé, òî âiäïîâiäíî äî ïîïåðåäíüî¨ òå-
îðåìè xA � öå iäåàë. Òåîðåìà 3.1.1 äà¹ íàì iñíóâàííÿ ìàêñèìàëüíîãî iäåàëó
I òàêîãî, ùî xA ⊂ I. Îñêiëüêè x ∈ xA, âî÷åâèäü x ∈ I.

Âïðàâè
1. Íà ïðèêëàäi A = C[0, 1], x ∈ C[0, 1], x(t) = t ïåðåêîíàéòåñü, ùî iäåàë
xA ç Òåîðåìè 3.1.3 ìîæå áóòè íåçàìêíåíîþ ìíîæèíîþ. Òîáòî, òåîðåìà ïðî
çàìêíåíiñòü ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ íå ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ íà äîâiëüíi iäåàëè.

2. Ïåðåâiðòå, ùî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà Γ ç äîâåäåííÿ Òåîðåìè 3.1.1 é íà-
ñïðàâäi áóäå iíäóêòèâíî âïîðÿäêîâàíîþ.

3. Ïðîàíàëiçóéòå, ÿêi ç ðåçóëüòàòiâ öüîãî ðîçäiëó çáåðiãàþòüñÿ äëÿ íåêîìóòà-
òèâíèõ àëãåáð, ç çàìiíîþ ñëîâà �iäåàë� íà �äâîñòîðîííié iäåàë�.

3.2. Êîìïëåêñíi ãîìîìîðôiçìè òà îáîðîòíiñòü

Îçíà÷åííÿ 3.2.1. Íåõàé A � êîìóòàòèâíà áàíàõîâà àëãåáðà. Âiäîáðàæåííÿ
ϕ : A→ C íàçèâà¹òüñÿ êîìïëåêñíèì ãîìîìîðôiçìîì, ÿêùî âîíî ¹ ãîìîìîðôi-
çìîì àëãåáð A i C. Iíøèìè ñëîâàìè, ϕ ¹ ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì i �ïîâàæà¹�
ìíîæåííÿ òà îäèíè÷íèé åëåìåíò: ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y ∈ A, òà
ϕ(e) = 1. Ìíîæèíà âñiõ êîìïëåêñíèõ ãîìîìîðôiçìiâ àëãåáðè A ïîçíà÷à¹òüñÿ
∆(A).

Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî äëÿ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ ϕ(x−1) = 1
ϕ(x)

.

Òåîðåìà 3.2.2. Íåõàé A � êîìóòàòèâíà áàíàõîâà àëãåáðà, ϕ ∈ ∆(A) � êîì-

ïëåêñíèé ãîìîìîðôiçì. Òîäi kerϕ ¹ ìàêñèìàëüíèì iäåàëîì â A.

Äîâåäåííÿ. ßäðî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà � öå ëiíiéíèé ïiäïðîñòið. ϕ(e) = 1 6=
0, òîáòî kerϕ 6= A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíèõ a ∈ A, x ∈ kerϕ ìà¹ìî, ùî ϕ(xa) =
ϕ(x)ϕ(a) = 0, òîáòî xa ∈ kerϕ. Öèì äîâåäåíî, ùî kerϕ � öå iäåàë. Íàðåøòi,
kerϕ � öå ãiïåðïiäïðîñòið, òîáòî ¹äèíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið, ùî ìiñòèòü kerϕ
i éîìó íå äîðiâíþ¹ � öå âñÿ àëãåáðà A.

Òåîðåìà 3.2.3. Íåõàé A � êîìóòàòèâíà áàíàõîâà àëãåáðà. Òîäi äëÿ êîæíîãî

ìàêñèìàëüíîãî iäåàëó I iñíó¹ ¹äèíèé ϕ ∈ ∆(A) òàêèé, ùî kerϕ = I. Ïðè
öüîìó ‖ϕ‖ = 1.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôàêòîð-àëãåáðóA/I òà âiäïîâiäíå ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ
q : A → A/I. Âiäïîâiäíî äî Òâåðäæåííÿ 2.7.2 q � öå ãîìîìîðôiçì àëãåáð A
i A/I. ßêùî ìè äîâåäåìî, ùî A/I içîìîðôíî C, òî, ïîçíà÷èâøè ëiòåðîþ g
âiäïîâiäíèé içîìîðôiçì g : A/I → C, ó ÿêîñòi øóêàíîãî ϕ çìîæåìî âçÿòè
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êîìïîçèöiþ g ◦ q. Äëÿ içîìîðôíîñòi A/I ç C äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî â A/I
íåìà¹ íåîáîðîòíèõ íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ (Òåîðåìà 1.4.3). Îòæå, ïðèïóñòèìî,
ùî iñíó¹ íåîáîðîòíèé z ∈ A/I \ {0}. Òîäi, çà Òåîðåìîþ 3.1.4 iñíó¹ iäåàë J
â A/I òàêèé, ùî x ∈ J , òîáòî J ⊃ {0}, J 6= {0}. Òîäi q−1(J ) � öå iäåàë â
A, q−1(J ) ⊃ q−1({0}) = I, òà q−1(J ) 6== I, ùî ïðîòèði÷èòü ìàêñèìàëüíîñòi
iäåàëó I.

Äëÿ ïîáóäîâàíîãî ãîìîìîðôiçìó ϕ ìà¹ìî ‖ϕ‖ = ‖q‖, à îñêiëüêè íîðìà
ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ äîðiâíþ¹ 1, îòðèìó¹ìî, ùî ‖ϕ‖ = 1.

�äèíiñòü ϕ � öå âæå çîâñiì ïðîñòî, áî iíøèé ãîìîìîðôiçì ç òèì ñàìèì
ÿäðîì I ñïiâïàäà¹ ç ϕ íà i I, i íà åëåìåíòi e 6∈ I, òîáòî ñïiâïàäà¹ íà Lin{I, e} =
Lin{kerϕ, e} = A.

Òåîðåìà 3.2.4. Êîæíèé êîìïëåêñíèé ãîìîìîðôiçì ϕ íà êîìóòàòèâíié áà-

íàõîâié àëãåáði A ¹ íåïåðåðâíèì ç ‖ϕ‖ = 1.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî I = kerϕ. Çà Òåîðåìîþ 3.2.2 I � öå ìàêñèìàëüíèé
iäåàë, òîáòî âií, çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ, ¹ ÿäðîì ëèøå îäíîãî êîìïëåêñíîãî
ãîìîìîðôiçìó, i â öüîãî ¹äèíîãî ãîìîìîðôiçìó íîðìà äîðiâíþ¹ 1.

Êîìáiíóþ÷è ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè ç Òåîðåìîþ 3.1.4 îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé
êîðèñíèé íàñëiäîê.

Òåîðåìà 3.2.5. Íåõàé A � êîìóòàòèâíà áàíàõîâà àëãåáðà. Åëåìåíò x ∈ A
áóäå îáîðîòíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ϕ(x) 6= 0 äëÿ âñiõ ϕ ∈ ∆(A).

ßê íàñëiäîê îòðèìó¹ìî çâ'ÿçîê ìiæ ñïåêòðîì åëåìåíòà òà çíà÷åííÿìè êîì-
ïëåêñíèõ ãîìîìîðôiçìiâ.

Òåîðåìà 3.2.6. Íåõàé A � êîìóòàòèâíà áàíàõîâà àëãåáðà, ∆(A) � ìíîæèíà

âñiõ êîìïëåêñíèõ ãîìîìîðôiçìiâ àëãåáðè A. Äëÿ åëåìåíòà a ∈ A òà ÷èñëà

λ ∈ C íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

(i) λ ∈ σ(a);

(ii) iñíó¹ òàêèé ϕ ∈ ∆(A), ùî ϕ(a) = λ.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî îçíà÷åííÿ ñïåêòðà i òåîðåìó 3.2.5.

(i)⇔ (a− λe íåîáîðîòíèé )⇔ ( iñíó¹ ϕ ∈ ∆(A) ç ϕ(a− λe) = 0)⇔ (ii). 2

Ùîá íàäàòè òåîði¨ áiëüøå �ìàòåðiàëüíîñòi�, îïèøåìî âñi êîìïëåêñíi ãîìî-
ìîðôiçìè àëãåáðè C(K).
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Òåîðåìà 3.2.7. Íåõàé K � êîìïàêò. Ïîçíà÷èìî äëÿ êîæíîãî t ∈ K ñèìâî-

ëîì δt ôóíêöiîíàë �çíà÷åííÿ â òî÷öi� t, òîáòî δt(x) = x(t) äëÿ âñiõ x ∈ C(K).
Òîäi âñi δt � öå êîìïëåêñíi ãîìîìîðôiçìè, i iíøèõ êîìïëåêñíèõ ãîìîìîðôiçìiâ
íà C(K) íåìà¹. 1

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè îïåðàöi¨ â C(K) îçíà÷åíi ïîòî÷êîâî, δt(xy) = (xy)(t) =
x(t)y(t) = δt(x)δt(y) i δt(1) = 1. Òîìó ïåðøà ÷àñòèíà òâåðäæåííÿ òåîðåìè íå
âèêëèêà¹ òðóäíîùiâ, i çàëèøà¹òüñÿ ëèøå ïåðåâiðèòè, ùî íà C(K) íåìà¹ iíøèõ
êîìïëåêñíèõ ãîìîìîðôiçìiâ, êðiì ôóíêöiîíàëiâ âèäó δt.

Îòæå, ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé ϕ ∈ ∆(C(K)) i ïîçíà÷èìî I = kerϕ. Ó ðàçi,
ÿêùî iñíó¹ t ∈ K òàêå, ùî I ⊂ ker δt, òî ç ìàêñèìàëüíîñòi iäåàëó I îäðàçó
âèïëèâà¹, ùî I = ker δt i ϕ = δt. Òîáòî ó öüîìó âèïàäêó òâåðäæåííÿ òå-
îðåìè ñïðàâåäëèâå. Òîìó çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè íåìîæëèâiñòü ñèòóàöi¨, êîëè
I 6⊂ ker δt äëÿ âñiõ t ∈ K.

Â òàêîìó âèïàäêó äëÿ êîæíîãî t ∈ K iñíó¹ xt ∈ I ç xt(t) 6= 0. Ïîçíà÷èìî
Ut = {τ ∈ K : xt(τ) 6= 0}. Çàâäÿêè íåïåðåðâíîñòi ôóíêöié xt ìíîæèíè Ut
âiäêðèòi, i ⋃

t∈K

Ut ⊃
⋃
t∈K

{t} = K,

òîáòî ìíîæèíè Ut ðàçîì óòâîðþþòü âiäêðèòå ïîêðèòòÿ êîìïàêòóK. Âèáåðåìî
ñêií÷åíå ïiäïîêðèòòÿ {Utk}nk=1. Îñêiëüêè xtk ∈ I, à I � iäåàë, îòðèìó¹ìî,
ùî |xtk |2 = xtkxtk ∈ I òàê ñàìî, ÿê i

∑n
k=1 |xtk |2 ∈ I. Çãàäà¹ìî, ùî êîæíà

òî÷êà τ ∈ K ïîïàäå â ÿêóñü ç ìíîæèí Utk , âiäïîâiäíî ÿêèéñü ç äîäàíêiâ
|xtk(τ)|2 áóäå íåíóëüîâèì, i âñÿ ñóìà

∑n
k=1 |xtk(τ)|2 áóäå íåíóëüâîþ. Òàêèì

÷èíîì, åëåìåíò
∑n

k=1 |xtk |2 ∈ I áóäå îáîðîòíèì (ÿê ôóíêöiÿ, ùî â æîäíié
òî÷öi íå äîðiâíþ¹ íóëþ), à òàêîãî áóòè íå ìîæå, áî iäåàë íå ìiñòèòü îáîðîòíèõ
åëåìåíòiâ (�2.6).

Âïðàâè
1. Íåõàé A1,A2 � áàíàõîâi àëãåáðè, ϕ : A1 → A2 � ãîìîìîðôiçì, x ∈ A1 �
îáîðîòíèé åëåìåíò. Òîäi ϕ(x−1) = ϕ(x)−1. Çîêðåìà,

2. ßêùî A � êîìóòàòèâíà áàíàõîâà àëãåáðà, x ∈ A îáîðîòíèé åëåìåíò i ϕ ∈
∆(A), òî ϕ(x−1) = 1

ϕ(x)
. (Öþ âëàñòèâiñòü ìè âiäìiòèëè áåç äîâåäåííÿ íà

ïî÷àòêó ïàðàãðàôó).

3.3. Çàñòîñóâàííÿ äî ðÿäiâ Ôóð'¹

Òåîðåìà 3.3.1 (Í.Âiíåð). Íåõàé êîìïëåêñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ f íà âiäðiçêó

[0, 2π] ðîçêëàäàþòüñÿ â ðÿä f(t) =
∑+∞

n=−∞ f̂ne
int ç

∑+∞
n=−∞ |f̂n| < ∞ òà íå

1Àíãëiéñüêà íàçâà �evaluation functional� äëÿ δt ìåíi çäà¹òüñÿ áiëüø âäàëîþ. Íà æàëü,
íå âìiþ ïåðåêëàñòè ¨¨ êðàùå.
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îáåðòà¹òüñÿ â íóëü â æîäíié òî÷öi âiäðiçêó [0, 2π]. Òîäi ôóíêöiÿ g = 1/f
òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

+∞∑
n=−∞

|ĝn| <∞. (3.3.1)

Äîâåäåííÿ. Âiäìiòèìî, ùî çâ'ÿçîê ìiæ êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹ ôóíêöié f i 1/f
îïîñåðåäêîâàíèé, òîìó äîâîäèòè öi òåîðåìó Âiíåðà ïðÿìèìè îöiíêàìè äóæå
ñêëàäíî. Åëåãàíòíå äîâåäåííÿ, ùî ìè íàâîäèìî íèæ÷å, áóëî çíàéäåíå I. Ãåëü-
ôàíäîì.

Ðîçãëÿíåìî àëãåáðó Âiíåðà W àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ Ôóð'¹ ç ïðèêëàäó
5 ïóíêòó 1.1. Óìîâè íà f ñàìå îçíà÷àþòü, ùî f ∈ W . Ïîçíà÷èìî en ∈ W ,
en(t) = eint. Öi åëåìåíòè ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè enem = enm, e = e0 �
öå îäèíè÷íèé åëåìåíò àëãåáðè W , ‖en‖ = 1. Íàøèì çàâäàííÿì áóäå äîâåñòè
îáîðîòíiñòü â W åëåìåíòà f çà äîïîìîãîþ Òåîðåìè 3.2.5. Îòæå, íåõàé ϕ ∈
∆(W ). Ïîçíà÷èìî α = ϕ(e1). Òåîðåìà 3.2.4 êàæå, ùî ‖ϕ‖ = 1. Òîìó

|α| = |ϕ(e1)| 6 1 òà |α|−1 =
∣∣ϕ(e1)−1

∣∣ = |ϕ(e−1)| 6 1,

òîáòî |α| = 1. Îáåðåìî òàêå ÷èñëî τ ∈ [0, 2π), ùî α = eiτ . Òîäi ϕ(en) = einτ äëÿ
âñiõ n ∈ Z. Îñêiëüêè f =

∑+∞
n=−∞ f̂nen ìà¹ìî, ùî

ϕ(f) =
+∞∑

n=−∞

f̂nϕ(en) =
+∞∑

n=−∞

f̂ne
inτ = f(τ) 6= 0.

Òîáòî, îáîðîòíiñòü åëåìåíòà f ∈ W äîâåäåíà. Åëåìåíò f−1 ∈ W � öå òàêà
ôóíêöiÿ, ùî f−1(t)f(t) = 1 äëÿ âñiõ t, òîáòî f−1 = 1/f i g = 1/f ∈ W . Çà
âèçíà÷åííÿì ïðîñòîðó W , óìîâà (3.3.1) äîâåäåíà.



Ðîçäië 4. Ïåðåòâîðåííÿ Ãåëüôàíäà

4.1. Òîïîëîãiÿ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi

Íåõàé íà ìíîæèíi X çàäàíî ñiì'þ âiäîáðàæåíü F , äå âiäîáðàæåííÿ f ∈ F
äiþòü âiäïîâiäíî â (ìîæëèâî ðiçíi) òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè f(X). Äëÿ äîâiëüíî¨
òî÷êè x ∈ X, äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ñiì'¨ âiäîáðàæåíü {fk}nk=1 ⊂ F i âiäêðèòèõ
îêîëiâ Vk òî÷îê fk(x) ó ïðîñòîði fk(X) âèçíà÷èìî ìíîæèíè

Un,{fk}nk=1,{Vk}
n
k=1

(x) =
n⋂
k=1

f−1
k (Vk).

Íàãàäà¹ìî ôàêò ç çàãàëüíî¨ òîïîëîãi¨, ùî ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X
çàäàíà íåïîðîæíÿ ñiì'ÿ ïiäìíîæèí Ux, ÿêà ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

� ÿêùî U ∈ Ux, òî x ∈ U ;

� ÿêùî U1, U2 ∈ Ux, òî iñíó¹ òàêå U3 ∈ Ux, ùî U3 ⊂ U1 ∩ U2;

� ÿêùî U ∈ Ux i y ∈ U , òî iñíó¹ òàêå V ∈ Uy, ùî V ⊂ U ,

òî iñíó¹ òîïîëîãiÿ τ íà X, äëÿ ÿêî¨ ñiì'¨ Ux ¹ áàçàìè âiäêðèòèõ îêîëiâ âiäïî-
âiäíèõ òî÷îê.

Òîìó íà X iñíó¹ òîïîëîãiÿ (ìîæëèâî, íåâiäîêðåìëþâàíà), äëÿ ÿêî¨ ìíî-
æèíè Un,{fk}nk=1,{Vk}

n
k=1

(x) óòâîðþþòü áàçó îêîëiâ òî÷êè x äëÿ âñiõ x ∈ X. Ïî-
çíà÷èìî öþ òîïîëîãiþ ñèìâîëîì σ(X,F ). Çîêðåìà, îêîëàìè òî÷êè x ∈ X â
òîïîëîãi¨ σ(X,F ) áóäóòü âñi ìíîæèíè âèãëÿäó f−1(V ), äå f ∈ F , à V � îêië
òî÷êè f(x) ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði f(X). Îòæå, âñi âiäîáðàæåííÿ ñiì'¨ F
íåïåðåðâíi â σ(X,F ).

Òåîðåìà 4.1.1. σ(X,F ) � öå íàéñëàáøà ç òîïîëîãié íà X, â ÿêèõ íåïåðåðâíi

âñi âiäîáðàæåííÿ ñiì'¨ F .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé τ � äåÿêà òîïîëîãiÿ, â ÿêié âñi âiäîáðàæåííÿ ñiì'¨ F íå-
ïåðåðâíi. Äîâåäåìî, ùî äîâiëüíà ìíîæèíà âèãëÿäó Un,{fk}nk=1,{Vk}

n
k=1

(x) áóäå
îêîëîì òî÷êè x â òîïîëîãi¨ τ . Öèì áóäå äîâåäåíî, ùî τ � σ(X,F ). Çà óìî-
âîþ, âñi âiäîáðàæåííÿ fk : X → fk(X) íåïåðåðâíi â òîïîëîãi¨ τ . Îòæå, f−1

k (Vk)
� öå âiäêðèòi îêîëè â τ òî÷êè x; âiäêðèòèì îêîëîì ¹ i ñêií÷åííèé ïåðåòèí
Un,{fk}nk=1,{Vk}

n
k=1

(x) òàêèõ ìíîæèí.

Îçíà÷åííÿ 4.1.2. Òîïîëîãiÿ σ(X,F ) íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ

ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü F .
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Iíøà íàçâà (âèíèêëà ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè) � íàéñëàáøà òîïîëîãiÿ, â ÿêié
íåïåðåðâíi âñi âiäîáðàæåííÿ ñiì'¨ F .

Îçíà÷åííÿ 4.1.3. Ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü F âiäîêðåìëþ¹ òî÷êè ìíîæèíè X,
ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2 ∈ X, x1 6= x2 iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ f ∈ F ç f(x1) 6=
f(x2).

Òåîðåìà 4.1.4. Íåõàé âñi ïðîñòîðè f(X), f ∈ F ãàóñäîðôîâi. Äëÿ òîãî, ùîá

òîïîëîãiÿ σ(X,F ) áóëà âiäîêðåìëþâàíîþ çà Ãàóñäîðôîì, íåîáõiäíî i äîñèòü,

ùîá ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü F âiäîêðåìëþâàëà òî÷êè ìíîæèíè X.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü.Ïðèïóñòèìî, ùî F âiäîêðåìëþ¹ òî÷êè ìíîæèíèX.
Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2 ∈ X, x1 6= x2 iñíó¹ f ∈ F ç f(x1) 6= f(x2). Îñêiëü-
êè f(X) � ãàóñäîðôiâ ïðîñòið, iñíóþòü íåïåðåòèííi îêîëè V1, V2 òî÷îê f(x1)
i f(x2) âiäïîâiäíî. Ìíîæèíè f−1(V1) i f−1(V2) ¹ øóêàíèìè σ(X,F )-îêîëàìè,
ùî âiäîêðåìëþþòü òî÷êè x1 i x2.

Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé F íå âiäîêðåìëþ¹ òî÷êè ìíîæèíè X. Òîäi iñíóþòü
òàêi x1, x2 ∈ X, x1 6= x2, ùî f(x1) = f(x2) äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ F . Âiçüìåìî
äîâiëüíèé σ(X,F )-îêië Un,{fk}nk=1,{Vk}

n
k=1

(x1) òî÷êè x1. Îñêiëüêè fk(x1) = fk(x2)
äëÿ âñiõ k = 1, 2, . . . , n, òîìó i x2 òàêîæ ëåæàòèìå â Un,{fk}nk=1,{Vk}

n
k=1

(x1). Îòæå,
â öüîìó âèïàäêó äëÿ σ(X,F ) íåìà¹ íå ëèøå âiäîêðåìëþâàíîñòi çà Ãàóñäîð-
ôîì: íå âèêîíó¹òüñÿ íàâiòü ïåðøà àêñiîìà âiäîêðåìëþâàíîñòi.

Òåîðåìà 4.1.5. Äëÿ òîãî, ùîá ïîñëiäîâíiñòü xn, n ∈ N â X çáiãàëàñÿ â

òîïîëîãi¨ σ(X,F ) äî åëåìåíòà x ∈ X, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá óìîâà

lim
n→∞

f(xn) = f(x) (4.1.1)

âèêîíóâàëàñü äëÿ âñiõ f ∈ F .

Äîâåäåííÿ. Ç îãëÿäó íà íåïåðåðâíiñòü âñiõ f ∈ F â σ(X,F ) íåîáõiäíiñòü î÷å-
âèäíà. Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé (4.1.1) âèêîíàíà äëÿ âñiõ f ∈ F . Íàì
ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó âèãëÿäó U = Um,{fk}mk=1,{Vk}

n
k=1

(x)
iñíó¹ N ∈ N òàêå, ùî xn ∈ U äëÿ âñiõ n > N , òîáòî xn ∈ Vk äëÿ âñiõ n > N i
k = 1, 2, . . . ,m.

Äëÿ êîæíîãî k = 1, 2, . . . ,m, ñïèðàþ÷èñü íà óìîâó (4.1.1) ç f = fk îáåðåìî
Nk ∈ N òàêå, ùî xn ∈ Vk äëÿ âñiõ n > Nk. Òîäi N = max{Nk : 1 6 k 6M} áóäå
òèì ñàìèì, ùî ìè øóêà¹ìî.

Íåõàé Γ � iíäåêñíà ìíîæèíà (òîáòî ìíîæèíà, åëåìåíòè ÿêî¨ íàäàëi íàçèâà-
òèìóòüñÿ iíäåêñàìè). Äàëi, íåõàé êîæíîìó iíäåêñó γ ∈ Γ ïîñòàâëåíî ó âiäïî-
âiäíiñòü äåÿêó ìíîæèíó Xγ. Äåêàðòîâèì äîáóòêîì ìíîæèí Xγ ïî γ ∈ Γ íà-
çèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

∏
γ∈ΓXγ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç âñiõ ôóíêöié x : Γ→

⋃
γ∈Γ Xγ,
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ùî çàäîâîëüíÿþòü äëÿ äîâiëüíîãî γ ∈ Γ óìîâó x(γ) ∈ Xγ. Â îêðåìîìó âèïàä-
êó, êîëè âñi Xγ äîðiâíþþòü îäíié i òié ñàìié ìíîæèíi X, äîáóòîê ñêëàäà¹òüñÿ
ç óñiõ ôóíêöié x : Γ → X. Â öüîìó âèïàäêó äåêàðòiâ äîáóòîê íàçèâà¹òüñÿ
äåêàðòîâèì ñòåïåíåì i ïîçíà÷à¹òüñÿ XΓ.

Çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ x ∈
∏

γ∈Γ Xγ ÷àñòî ïîçíà÷àþòü íå x(γ), à xγ i ñàì åëå-
ìåíò x ∈

∏
γ∈ΓXγ çàïèñóþòü ó âèãëÿäi x = {xγ}γ∈Γ ïðîiíäåêñîâàíî¨ ìíîæèíè

çíà÷åíü.
Äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ Γ âiäîáðàæåííÿ Pα :

∏
γ∈ΓXγ → Xα, ÿêå äi¹ çà ïðàâè-

ëîì Pα(x) = xα, íàçèâàþòü êîîðäèíàòíèì ïðîåêòîðîì.

Îçíà÷åííÿ 4.1.6. Íåõàé âñi Xγ, γ ∈ Γ � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Òîïîëîãi¹þ
Òèõîíîâà íà

∏
γ∈ΓXγ íàçèâà¹òüñÿ íàéñëàáøà ç òîïîëîãié, â ÿêèõ íåïåðåðâíi

âñi êîîðäèíàòíi ïðîåêòîðè Pα, α ∈ Γ. Äåêàðòiâ äîáóòîê
∏
γ∈Γ

Xγ, íàäiëåíèé

òîïîëîãi¹þ Òèõîíîâà, íàçèâà¹òüñÿ äîáóòêîì Òèõîíîâà.

Çàçíà÷èìî, ùî êîîðäèíàòíi ïðîåêòîðè î÷åâèäíèì ÷èíîì âiäîêðåìëþþòü
òî÷êè äîáóòêó, îòæå, çà òåîðåìîþ 4.1.4, äîáóòîê Òèõîíîâà ãàóñäîðôîâèõ ïðî-
ñòîðiâ âiäîêðåìëþâàíèé çà Ãàóñäîðôîì. Äàëi, çà òåîðåìîþ 4.1.5, ïðàâèëüíå
òàêå òâåðäæåííÿ.

Êðèòåðié çáiæíîñòi â äîáóòêó Òèõîíîâà. ïîñëiäîâíiñòü xn = {xn,γ}γ∈Γ,
n ∈ N â

∏
γ∈Γ

Xγ çáiãà¹òüñÿ â òîïîëîãi¨ Òèõîíîâà äî åëåìåíòà y = {yγ}γ∈Γ òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè

yγ = lim
n→∞

xn,γ (4.1.2)

äëÿ âñiõ γ ∈ Γ.
Öåé êðèòåðié ïîÿñíþ¹ àëüòåðíàòèâíó íàçâó äëÿ òîïîëîãi¨ Òèõîíîâà: �òîïî-

ëîãiÿ ïîêîîðäèíàòíî¨ çáiæíîñòi�. ßêùî åëåìåíòè äîáóòêó ñïðèéìàòè ÿê ôóí-
êöi¨, óìîâà (4.1.2) ïåðåïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

y(γ) = lim
n→∞

xn(γ),

ùî ïîÿñíþ¹ âèêîðèñòàííÿ ùå îäíi¹¨ íàçâè�òîïîëîãiÿ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi�.
Îïèøåìî â ÿâíîìó âèãëÿäi òîïîëîãiþ Òèõîíîâà, òîáòî ðîçïèøåìî äåòàëü-

íiøå â öüîìó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó âèãëÿä îêîëiâ òîïîëîãi¨, ÿêà ïîðîäæåíà
ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü. Íåõàé x ∈

∏
γ∈Γ

Xγ;N ⊂ Γ � ñêií÷åííà ìíîæèíà iíäåêñiâ,

Vγ ⊂ Xγ, γ ∈ N � âiäêðèòi îêîëè âiäïîâiäíèõ òî÷îê xγ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

UN,{Vγ}γ∈N (x) =
{
y ∈

∏
γ∈Γ

Xγ : yα ∈ Vα äëÿ âñiõ α ∈ N
}
.
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Òåîðåìà 4.1.7. Ìíîæèíè âèãëÿäó UN,{Vγ}γ∈N (x) óòâîðþþòü ó òîïîëîãi¨ Òè-
õîíîâà áàçó îêîëiâ òî÷êè x ∈

∏
γ∈Γ

Xγ.

Òåîðåìà 4.1.8 (òåîðåìà Òèõîíîâà ïðî äîáóòîê êîìïàêòiâ). Íåõàé Xγ, γ ∈ Γ
� êîìïàêòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Òîäi äîáóòîê Òèõîíîâà

∏
γ∈Γ

Xγ òàêîæ

êîìïàêòíèé.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè, ùî âiäíîñèòüñÿ äî êóðñó çàãàëüíî¨ òîïîëîãi¨, äî-
âîëi ñêëàäíå, òîìó ìè íå áóäåìî éîãî íàâîäèòè ó íàøîìó êóðñi. Òèì ÷è ií-
øèì ÷èíîì öÿ òåîðåìà äîâîäèòüñÿ â ìàéæå êîæíîìó ïiäðó÷íèêó ç çàãàëüíî¨
òîïîëîãi¨. Ñó÷àñíå äîâåäåííÿ çà äîïîìîãîþ êðèòåðiþ êîìïàêòíîñòi â òåðìi-
íàõ óëüòðàôiëüòðiâ âèÿâëÿ¹òüñÿ äóæå êîðîòêèì òà ïðèðîäíiì, àëå äëÿ éîãî
ðîçóìiííÿ íåîáõiäíî îâîëîäiòè òåðìiíîëîãi¹þ ôiëüòðiâ i óëüòðàôiëüòðiâ. Öÿ
òåðìiíîëîãiÿ i âiäïîâiäíå äîâåäåííÿ òåîðåìè Òèõîíîâà âèêëàäåíi, íàïðèêëàä
â ðîçäië 16.1 ïiäðó÷íèêà [Kad].

Âïðàâè

1. Äëÿ âèïàäêó Γ = {1, 2} òà X1 = X2 = R âèçíà÷åííÿ äîáóòêó Òèõîíîâà∏
γ∈ΓXγ óçãîäæó¹òüñÿ ç âèçíà÷åííÿì ïðîñòîðó R × R = R2 i ñòàíäàðòíîþ

òîïîëîãi¹þ íà R2.
2. ×àñòêîâèé âèïàäîê äîáóòêó Òèõîíîâà � ñòåïiíü ÒèõîíîâàXΓ òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðóX � öå ïðîñòið âñiõ ôóíêöié f : Γ→ X. Âèïèøiòü â ÿâíîìó âèãëÿäi
îêîëè ôóíêöi¨ f â òîïîëîãi¨ Òèõîíîâà.

3. Äëÿ ÷àñòêîâîãî âèïàäêó ñòåïåíÿ Òèõîíîâà � ïðîñòîðó [0, 1][0,1] âñiõ ôóíêöié
f : [0, 1] → [0, 1] âèïèøiòü â ÿâíîìó âèãëÿäi îêîëè ôóíêöi¨ f . Äîâåäiòü, ùî
ïiäìíîæèíà âñiõ ïîëiíîìiâ iç ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè ¹ ùiëüíîþ â
[0, 1][0,1], òîáòî [0, 1][0,1] � ñåïàðàáåëüíèé ïðîñòið.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ ñåêâåíöiéíèì êîìïàêòîì, ÿêùî â X
iç äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòiâ ìîæíà âèáðàòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü.

4. Ïðîñòið [0, 1][0,1], íåçâàæàþ÷è íà ñâîþ êîìïàêòíiñòü, íå ¹ ñåêâåíöiéíèì êîì-
ïàêòîì, áî ç ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié fn(t) = 1

2
(1+sin 2πnt íå ìîæíà âèäiëèòè

ïîòî÷êîâî çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü.
Ïiäìíîæèíà A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ ñåêâåíöiéíî ùiëü-

íîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü an ∈ A, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî
X. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ ñåêâåíöiéíî ñåïàðàáåëüíèì, ÿêùî â
X iñíó¹ çëi÷åííà ñåêâåíöiéíî ùiëüíà ìíîæèíà.

5. Ñåêâåíöiéíî ñåïàðàáåëüíèé ãàóñäîðôiâ òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið íå ìîæå ìà-
òè ïîòóæíîñòi, áiëüøî¨ çà ïîòóæíiñòü êîíòèíóóìà.

6. Ïðîñòið [0, 1][0,1], íåçâàæàþ÷è íà ñâîþ ñåïàðàáåëüíiñòü, íå ¹ ñåêâåíöiéíî
ñåïàðàáåëüíèì.
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7. Íåõàé Gγ � òîïîëîãi÷íi ãðóïè. Âèçíà÷èìî íà äîáóòêó Òèõîíîâà
∏
γ∈Γ

Gγ îïå-

ðàöiþ {xγ}γ∈Γ · {yγ}γ∈Γ = {xγ · yγ}γ∈Γ. Ïåðåâiðòå, ÷è
∏

γ∈ΓGγ � òîïîëîãi÷íà
ãðóïà.

8. Íåõàé X � ôiêñîâàíà ìíîæèíà. Îòîòîæíþþ÷è ïiäìíîæèíó A ⊂ X ç ¨¨
õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ 1A, îòðèìà¹ìî ïðèðîäíå îòîòîæíåííÿ ñiì'¨
2X âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X ç ïðîñòîðîì {0, 1}X âñiõ ôóíêöié f : X →
{0, 1}. Îñêiëüêè ìíîæèíà ç äâîõ òî÷îê � öå (äèñêðåòíèé) êîìïàêò, ïðîñòið
{0, 1}X = 2X � êîìïàêò ó òîïîëîãi¨ Òèõîíîâà. Îïèøiòü â ÿâíîìó âèãëÿäi
îêîëè ìíîæèíè A ⊂ X ó òîïîëîãi¨ Òèõîíîâà íà 2X òà êðèòåðié çáiæíîñòi
ó öié òîïîëîãi¨ ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí An ⊂ X äî ìíîæèíè A ⊂ X.

9. Ââåäåìî íà ìíîæèíi ç äâîõ òî÷îê {0, 1} îïåðàöiþ äîäàâàííÿ ïî ìîäóëþ
2: 0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0. Òîäi {0, 1} ùå é áóäå ãðóïîþ.
Âiäïîâiäíî, {0, 1}X ñòà¹ òîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ, i ñiì'ÿ 2X âñiõ ïiäìíîæèí
ìíîæèíè X òàêîæ ñòà¹ òîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ. Îïèøiòü ÿâíî, ÿêó îïåðàöiþ
�ñóìè ìíîæèí� ìè îòðèìó¹ìî â öié êîíñòðóêöi¨.

10. Îñêiëüêè 2N � öå êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà ãðóïà, íà íié iñíó¹ ìiðà Ãààðà µ.
Äëÿ êîæíîãî n ∈ N ïîçíà÷èìî

Un = {A ⊂ N : n ∈ A}, Vn = {A ⊂ N : n /∈ A}.

Ïåðåâiðòå, ùî

(i) µ{Un} = µ{Vn} = 1
2
.

(ii) Un òà Vn � âiäêðèòi ìíîæèíè â 2N.

(iii) Un òà Vn � çàìêíåíi ìíîæèíè â 2N.

(iv) Ñiì'ÿ ìíîæèí Un, n ∈ N ¹ íåçàëåæíîþ â éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (2N, µ).

(v) Îçíà÷èìî êîîðäèíàòíi ïðîåêòîðè Pn : 2N → {0, 1}, n ∈ N, ùî äiþòü çà
ïðàâèëîì Pn(A) = 0, ÿêùî n /∈ A òà Pn(A) = 1, ÿêùî n ∈ A. Äîâå-
äiòü, ùî ñiì'ÿ êîîðäèíàòíèõ ïðîåêòîðiâ Pn ¹ íåçàëåæíîþ ïîñëiäîâíiñòþ
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (2N, µ).

11.Äîâåäiòü, ùî ïðîñòið 2N ãîìåîìîðôíèé äî êàíòîðîâî¨ äîñêîíàëî¨ ìíî-
æèíè K ⊂ [0, 1], ïðè÷îìó âiäïîâiäíèé ãîìåîìîðôiçì f : 2N → K ìîæíà
çàäàòè ôîðìóëîþ

f(A) =
∞∑
n=1

2

3n
Pn(A).
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4.2. Ñëàáêà iç çiðî÷êîþ òîïîëîãiÿ. Òåîðåìà Àëà-

îãëó

Íåõàé X � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä C. Äåêàðòiâ ñòåïiíü CX � öå ëiíiéíèé ïðîñòið
âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié íà X. Âèçíà÷èìî íà CX òîïîëîãiþ äîáóòêó
Òèõîíîâà. Òîäi CX ¹ òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì ç òîïîëîãi¹þ, â ÿêié áàçîþ îêîëiâ
êîæíîãî åëåìåíòà g áóäå ñèñòåìà ìíîæèí âèäó

UG,ε(g) = {f ∈ CX : max
x∈G
|f(x)− g(x)| < ε}, (4.2.1)

äå G ïðîáiãà¹ âñi ñêií÷åííi ïiäìíîæèíè ïðîñòîðó X, à ε > 0. Ïîçíà÷èìî X ′

ïðîñòið âñiõ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ. Êîæíèé ôóíêöiîíàë � öå êîìïëåêñíîçíà-
÷íà ôóíêöiÿ, âiäïîâiäíî, X ′ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïiäìíîæèíó â CX .

Òåîðåìà 4.2.1. X ′ � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó CX .

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2 ∈ X òà a1, a2 ∈ C âèçíà÷èìî ôóíêöiþ
Fx1,x2,a1,a2 : CX → C ðiâíiñòþ

Fx1,x2,a1,a2(f) = f(a1x1 + a2x2)− a1f(x1)− a2f(x2).

Åëåìåíò f ∈ CX ¹ ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
Fx1,x2,a1,a2(f) = 0 äëÿ âñiõ x1, x2 ∈ X òà a1, a2 ∈ C. Iíøèìè ñëîâàìè,

X ′ =
⋂

x1,x2,a1,a2

(Fx1,x2,a1,a2)
−1(0).

Âñi ôóíêöi¨ Fx1,x2,a1,a2 íåïåðåðâíi ÿê ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ êîîðäèíàòíèõ ïðîåêòî-
ðiâ. Îòæå, ìíîæèíè (Fx1,x2,a1,a2)

−1(0) çàìêíåíi. Çàìêíåíèé i X ′, ùî ¹ ïåðåòè-
íîì çàìêíåíèõ ìíîæèí.

Îçíà÷åííÿ 4.2.2. Íåõàé X � êîìïëåêñíèé áàíàõîâèé ïðîñòið, à X∗, ÿê çà-
çâè÷àé, � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà X. Çíîâó ìà¹ìî ïðè-
ðîäíå âêëþ÷åííÿ X∗ ⊂ CX . Ñëàáêîþ iç çiðî÷êîþ òîïîëîãi¹þ íà X∗ (ïîçíà÷à¹-
òüñÿ w∗ âiä àíãëiéñüêîãî weak-star) íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãiÿ íà X∗, ùî iíäóêîâà-
íà ç CX . w∗-âiäêðèòèìè ïiäìíîæèíàìè â X∗ áóäóòü ïåðåòèíè X∗ ç âiäêðèòèìè
ïiäìíîæèíàìè â CX . Áàçó îêîëiâ åëåìåíòà g ∈ X∗ óòâîðþþòü ïåðåòèíè X∗

ç îêîëàìè, ùî îïèñàíi ôîðìóëîþ (4.2.1). Iíøà íàçâà äëÿ w∗ � öå òîïîëîãiÿ

ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi íà X∗. Ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöiîíàëiâ x∗n ∈ X∗ íàçèâà¹-
òüñÿ w∗-çáiæíîþ äî ôóíêöiîíàëà x∗ ∈ X∗ (ïîçíà÷åííÿ: x∗n

w∗−→ x∗), ÿêùî âîíà

çáiãà¹òüñÿ â w∗-òîïîëîãi¨. Äåòàëüíiøå: x∗n
w∗−→ x∗, ÿêùî x∗n(x)→ x∗(x) (n→∞)

äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X.
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Òåîðåìà 4.2.3 (L. Alaoglu, 1940). Çàìêíåíà îäèíè÷íà êóëÿ B̄X∗ ñïðÿæåíîãî

áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X∗ � öå w∗-êîìïàêò. 1

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì w∗-òîïîëîãiÿ iíäóêîâàíà ç CX , òîìó íàì äîñòàòíüî
äîâåñòè êîìïàêòíiñòü B̄X∗ ÿê ïiäìíîæèíè ñòåïåíÿ Òèõîíîâà CX . Ôóíêöiÿ f ∈
CX íàëåæèòü äî B̄X∗ , ÿêùî f � ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë, i |f(x)| 6 ‖x‖ äëÿ âñiõ
x ∈ X. Iíøèìè ñëîâàìè,

B̄X∗ = X ′ ∩
∏
x∈X

C‖x‖,

C‖x‖ ïîçíà÷åíî çàìêíåíèé êðóã â C ç öåíòðîì â íóëi ðàäióñà ‖x‖. Âiäïîâiäíî
äî òåîðåìè 4.2.1, X ′ � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó CX , à çà
òåîðåìîþ Òèõîíîâà ïðî äîáóòîê êîìïàêòiâ,

∏
x∈X

∏
x∈X C‖x‖ � êîìïàêò â CX .

Îòæå, B̄X∗ � öå ïåðåòèí çàìêíåíî¨ ìíîæèíè ç êîìïàêòîì, òîáòî êîìïàêò.

Íàãàäà¹ìî, ùî â òîïîëîãi¨, ÿêà çàäà¹òüñÿ íîðìîþ, êóëÿ íåñêií÷åííîâèìið-
íîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó íå ìîæå áóòè êîìïàêòîì (òåîðåìà Ðiñà). Öå ñóòò¹âî
îáìåæó¹ ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàííÿ ãåîìåòðè÷íî¨ iíòó¨öi¨ â íåñêií÷åííîâèìið-
íîìó âèïàäêó: âñi ìiðêóâàííÿ, ÿêi ñïèðàþòüñÿ íà âèáið çáiæíî¨ ïiäïîñëiäîâíî-
ñòi ç îáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi, ¹ çàáîðîíåíèìè. Òåîðåìà Àëàîãëó äà¹ íàäiþ íà
÷àñòêîâå çíÿòòÿ öi¹¨ çàáîðîíè, ïðèíàéìíi äëÿ ñïðÿæåíèõ ïðîñòîðiâ i íå äëÿ
çáiæíîñòi çà íîðìîþ, à äëÿ ñëàáøî¨ � w∗-çáiæíîñòi.

4.3. Êîìïàêò Ãåëüôàíäà áàíàõîâî¨ àëãåáðè

Íåõàé A � êîìóòàòèâíà áàíàõîâà àëãåáðà, ∆(A) � ìíîæèíà âñiõ êîìïëåêñíèõ
ãîìîìîðôiçìiâ àëãåáðè A (îçíà÷åííÿ 3.2.1). Îñêiëüêè êîæíèé êîìïëåêñíèé
ãîìîìîðôiçì ϕ íà êîìóòàòèâíié áàíàõîâié àëãåáði A ¹ íåïåðåðâíèì ëiíiéíèì
ôóíêöiîíàëîì ç ‖ϕ‖ = 1, ìà¹ìî âêëþ÷åííÿ ∆(A) ⊂ B̄A∗ .

Òåîðåìà 4.3.1. ∆(A) � êîìïàêòíà â w∗-òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó A∗ ïiäìíîæèíà

îäèíè÷íî¨ êóëi B̄A∗.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çà òåîðåìîþ Àëàîãëó B̄A∗ � öå w
∗-êîìïàêò, íàì ïîòðiáíî

ëèøå äîâåñòè çàìêíåíiñòü ìíîæèíè ∆(A) Ðîçìiðêîâóâàòèìåìî ïî àíàëîãi¨ ç
òåîðåìîþ 4.2.1. Äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2 ∈ A âèçíà÷èìî ôóíêöi¨ Fx1,x2 : A∗ → C,
à òàêîæ ôóíêöiþ G : A∗ → C ðiâíîñòÿìè

Fx1,x2(f) = f(x1x2)− f(x1)f(x2), G(f) = f(e).

1 Àëàîãëó äîâiâ öå òâåðäæåííÿ, óçàãàëüíèâøè ðåçóëüòàòè Áàíàõà, ÿêi áóëè îòðèìàíi
ðàíiøå ìîâîþ ïîòî÷êîâî çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé i òðàíñôiíiòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ôóíêöiî-
íàëiâ. Òîìó òåîðåìà ÷àñòî öèòó¹òüñÿ ÿê òåîðåìà Áàíàõà-Àëàîãëó.
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Åëåìåíò f ∈ A∗ ¹ êîìïëåêñíèì ãîìîìîðôiçìîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Fx1,x2(f) =
0 äëÿ âñiõ x1, x2 ∈ A òà G(f) = 1. Iíøèìè ñëîâàìè,

∆(A) =
⋂

x1,x2∈A

(Fx1,x2)
−1(0)

⋂
G−1(1).

Âñi ôóíêöi¨ Fx1,x2 i G íåïåðåðâíi â òîïîëîãi¨ w∗ ÿê îáìåæåííÿ íà A∗ íåïåðåðâ-
íèõ ôóíêöié íà CA. Îòæå, ìíîæèíè (Fx1,x2)

−1(0) i G−1(1) çàìêíåíi. Ç öüîãî
âèïëèâà¹ çàìêíåíiñòü ìíîæèíè ∆(A), ùî ¹ ïåðåòèíîì çàìêíåíèõ ìíîæèí.

Îçíà÷åííÿ 4.3.2. Ìíîæèíà ∆(A), íàäiëåíà w∗-òîïîëîãi¹þ (òî÷íiøå, òîïîëî-
ãi¹þ, ùî iíäóêîâàíà ç (A∗, w∗)), íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòîì Ãåëüôàíäà áàíàõîâî¨

àëãåáðè A.

Â òåîði¨ êîìóòàòèâíèõ áàíàõîâèõ àëãåáð âàæëèâó ðîëü âiäiãðà¹ C(∆(A))
� ïðîñòið íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié íà êîìïàêòi Ãåëüôàíäà.

Îçíà÷åííÿ 4.3.3. Ïåðåòâîðåííÿ Ãåëüôàíäà êîìóòàòèâíî¨ áàíàõîâî¨ àëãåáðè
A íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ G : A → C(∆(A)), ùî äi¹ çà íàñòóïíèì ïðàâè-
ëîì:

(Ga)(ϕ) = ϕ(a),

a ∈ A, ϕ ∈ ∆(A).

Çáåðåìî â êóïó åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ãåëüôàíäà, ïåðåâið-
êó ÿêèõ çàëèøèìî ÷èòà÷åâi.

Òåîðåìà 4.3.4. Ïåðåòâîðåííÿ Ãåëüôàíäà G : A → C(∆(A)) êîìóòàòèâíî¨

áàíàõîâî¨ àëãåáðè A ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì àëãåáð, i ‖G‖ = 1.

Òåïåð ïåðåéäåìî äî áiëüø  ðóíòîâíîãî àíàëiçó. Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ a ∈
A éîãî ñïåêòðàëüíèì ðàäióñîì r(a) íàçèâàþòü ìiíiìàëüíèé ðàäióñ êðóãà ç
öåíòðîì â íóëi, â ÿêîìó ëåæèòü ñïåêòð åëåìåíòà a. Iíøèìè ñëîâàìè, r(a) =
max{|λ| : λ ∈ σ(a)}.

Îçíà÷åííÿ 4.3.5. Ðàäiêàëîì êîìóòàòèâíî¨ áàíàõîâî¨ àëãåáðè A íàçèâà¹òüñÿ
ìíîæèíà òèõ a ∈ A, äëÿ ÿêèõ ñïåêòð ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç òî÷êè íóëü. Àëãåáðà
íàçèâà¹òüñÿ ïiâïðîñòîþ, ÿêùî ¨¨ ðàäèêàë ¹ òðèâiàëüíèì, òîáòî ìiñòèòü ëèøå
íóëüîâèé åëåìåíò. Iíøèìè ñëîâàìè, A � ïiâïðîñòà àëãåáðà, ÿêùî r(a) = 0
òiëüêè äëÿ a = 0.

Òåîðåìà 4.3.6. Íåõàé A � êîìóòàòèâíà áàíàõîâà àëãåáðà, G : A→ C(∆(A))
� ¨¨ ïåðåòâîðåííÿ Ãåëüôàíäà. Òîäi

(I) (G(a))(∆(A)) = σ(a) äëÿ êîæíîãî a ∈ A.
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(II) ‖G(a)‖ = r(a) äëÿ êîæíîãî a ∈ A.

(III) kerG = {a ∈ A : σ(a) = {0}}.

(IV) Ïåðåòâîðåííÿ Ãåëüôàíäà áóäå ií'¹êòèâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè A �
ïiâïðîñòà àëãåáðà.

Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâiñòü (I) � öå áåçïîñåðåäíié íàñëiäîê òåîðåìè 3.2.5, ðåøòà
ëàíêà çà ëàíêîþ âèïëèâàþòü îäíå ç îäíîãî.

Âïðàâè

1. Äëÿ áàíàõîâî¨ àëãåáðè C(K) ïåðåâiðèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ t 7→ δt, ùî ðîç-
ãëÿäà¹òüñÿ â òåîðåìi 3.2.7, áóäå íå òiëüêè ái¹êöi¹þ ìiæ K òà ∆(C(K)), àëå
é òàêîæ ãîìåîìîðôiçìîì öèõ äâîõ êîìïàêòiâ.

2. Äëÿ àëãåáðè Âiíåðà W â äîâåäåííi òåîðåìè 3.3.1 áóâ ó äåùî çàìàñêîâàíî-
ìó âèãëÿäi íàâåäåíèé íàñòóïíèé îïèñ ∆(W ): äëÿ êîæíîãî ϕ ∈ ∆(W ) iñíó¹
òî÷êà τ = τϕ ∈ [0, 2π) òàêà, ùî ϕ(f) = f(τ) äëÿ âñiõ f ∈ W . Ïåðåâið-
òå, ùî âiäîáðàæåííÿ ϕ 7→ τϕ ¹ ái¹êöi¹þ ìiæ ∆(W ) òà [0, 2π). ×è áóäå öÿ
ái¹êöiÿ íåïåðåðâíîþ? ßêîìó äîáðå âiäîìîìó Âàì êîìïàêòó áóäå ãîìåîìîð-
ôíèé êîìïàêò ∆(W )?



Ðîçäië 5. Òåîðåìà

Ñòîóíà�Âåéåðøòðàñà ïðî

ïiäàëãåáðè â C(K)

5.1. Êðàéíi òî÷êè îïóêëèõ ìíîæèí. Îçíà÷åííÿ i

ïðèêëàäè

Îñíîâíîþ ïåðåâàãîþ ïiäõîäó äî çàäà÷ êëàñè÷íîãî àíàëiçó, ùî ïðîïîíó¹òüñÿ â
ìåæàõ ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, ¹ çâåäåííÿ àíàëiòè÷íèõ çà ôîðìóëþâàííÿì
çàäà÷ äî çàäà÷ ãåîìåòðè÷íîãî õàðàêòåðó. Ãåîìåòðè÷íi îá'¹êòè, ÿêi ïðè öüîìó
âèíèêàþòü, ëåæàòü ó íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ, àëå ìàíiïóëþâàòè íè-
ìè ìîæíà, âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëîãiþ ç ôiãóðàìè íà ïëîùèíi àáî â ïðîñòîði.
Ùîá âiëüíiøå îïåðóâàòè öi¹þ àíàëîãi¹þ, ðîçóìiòè, êîëè öÿ àíàëîãiÿ äîïîìà-
ãà¹, à íå íàâïàêè, ìè âèâ÷èëè ÷èñëåííi âëàñòèâîñòi ïðîñòîðiâ, ïiäïðîñòîðiâ,
îïóêëèõ ìíîæèí, êîìïàêòiâ, ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, çâåðòàþ÷è êîæåí ðàç óâà-
ãó íà çáiãè i âiäìiííîñòi çi ñêií÷åííîâèìiðíèìè âàðiàíòàìè öèõ âëàñòèâîñòåé.
Ó öüîìó ðîçäiëi äî âæå ðîçðîáëåíîãî àðñåíàëó ãåîìåòðè÷íèõ ïðèéîìiâ äîäà-
ñòüñÿ ùå îäèí: âèâ÷åííÿ îïóêëî¨ ìíîæèíè ÷åðåç ¨¨ êðàéíi òî÷êè. Õî÷à êðàéíÿ
òî÷êà � öå ïðÿìå óçàãàëüíåííÿ âåðøèíè ìíîãîêóòíèêà àáî ìíîãîãðàííèêà, â
ðàìêàõ êëàñè÷íî¨ ãåîìåòði¨ äëÿ ôiãóð çàãàëüíîãî âèãëÿäó öåé ÷èñòî ãåîìåòðè-
÷íèé îá'¹êò íå âèêîðèñòîâóâàâñÿ. Âèâ÷åííÿ i çàñòîñóâàííÿ êðàéíiõ òî÷îê äî
çàäà÷ ãåîìåòði¨ (â òîìó ÷èñëi ñêií÷åííîâèìiðíî¨), ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó,
ìàòåìàòè÷íî¨ åêîíîìiêè � öå îäíå ç äîñÿãíåíü äâàäöÿòîãî ñòîëiòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 5.1.1. Íåõàé A � îïóêëà ïiäìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó X. Òî-
÷êà x ∈ A íàçèâà¹òüñÿ êðàéíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A, ÿêùî âîíà íå ¹ ñåðå-
äèíîþ æîäíîãî íåâèðîäæåíîãî âiäðiçêà ç êiíöÿìè, ùî ëåæàòü â A. Ìíîæèíà
âñiõ êðàéíiõ òî÷îê ìíîæèíè A ïîçíà÷à¹òüñÿ extA.

Äåòàëüíiøå: x ∈ extA òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ x1, x2 ∈ A,
ÿêùî x1+x2

2
= x, òî x1 = x2 (i, îòæå, îáèäâà âåêòîðè x1, x2 çáiãàþòüñÿ ç x).
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Òåîðåìà 1. Íåõàé A � îïóêëà ïiäìíîæèíà íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X. Òîäi
æîäíà âíóòðiøíÿ òî÷êà ìíîæèíè A íå ¹ êðàéíüîþ òî÷êîþ öi¹¨ ìíîæèíè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ A � âíóòðiøíÿ òî÷êà. Òîäi iñíó¹ òàêå r > 0, ùî x +
rBX ⊂ A. Íåõàé y ∈ rBX\{0}. Ïîêëàäåìî x1 = x + y, x2 = x − y. Òîäi
x1, x2 ∈ A, x1+x2

2
= x, àëå x1 6= x2.

Îòæå, âñi êðàéíi òî÷êè ïiäìíîæèíè íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó ëåæàòü íà ¨¨
ìåæi. Çðîçóìiëî, öå äóæå íåïîâíà iíôîðìàöiÿ ïðî ðîçòàøóâàííÿ êðàéíiõ òî-
÷îê. Çàçíà÷èìî, ùî extA çàëåæèòü òiëüêè âiä îïóêëî¨ ãåîìåòði¨ ìíîæèíè A
i íå çàëåæèòü âiä òîãî, â ÿêîìó øèðøîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði ðîçãëÿäàþòüñÿ
A, àáî âiä òîãî, ÿêà òîïîëîãiÿ çàäàíà íà A. Ìåæà æ, íàâïàêè, çàëåæèòü i âiä
òîïîëîãi¨ íà A, i âiä òîãî, â ÿêîìó ïðîñòîði A ðîçãëÿäà¹òüñÿ.

Òåîðåìà 2 (ïðèêëàäè).

(a) ßêùî A � îïóêëèé ìíîãîêóòíèê íà ïëîùèíi, òî extA � ìíîæèíà âåðøèí
ìíîãîêóòíèêà.

(b) ßêùî A � öå êðóã, òî extA � êîëî.

(c) Ìíîæèíà êðàéíiõ òî÷îê çàìêíåíî¨ îäèíè÷íî¨ êóëi BH ãiëüáåðòîâîãî ïðî-
ñòîðó H � îäèíè÷íà ñôåðà SH .

(d) Çàìêíåíà îäèíè÷íà êóëÿ Bc0
ïðîñòîðó c0 íå ìà¹ æîäíî¨ êðàéíüî¨ òî÷êè.

Äîâåäåííÿ. Ïóíêòè (a) i (b) î÷åâèäíi. Ïåðåéäåìî äî òâåðäæåííÿ (c). Çà òåî-
ðåìîþ 1, extBH ⊂ SH . Äîâåäåìî çâîðîòíå âêëþ÷åííÿ. Íåõàé x, x1, x2 ∈ SH ,
x1+x2

2
= x. Öå îçíà÷à¹, ùî ‖x1‖ = ‖x2‖ = 1 i ‖x1 + x2‖ = 2. Àëå òîäi, çà ðiâíiñòþ

ïàðàëåëîãðàìà,

‖x1 − x2‖2 = ‖x1 + x2‖2 − 2 ‖x1‖2 − 2 ‖x2‖2 = 4− 2− 2 = 0,

òîáòî x1 = x2.
(d) Äîâåäåìî, ùî æîäåí åëåìåíò êóëi Bc0

íå áóäå êðàéíüîþ òî÷êîþ. Íåõàé

a = (a1, a2, . . .) ∈ Bc0
. Öå îçíà÷à¹, ùî âñi êîîðäèíàòè aj íå ïåðåâèùóþòü

îäèíèöþ çà ìîäóëåì i aj → 0 (j → ∞). Îñòàííÿ óìîâà îçíà÷à¹, ùî iñíó¹
òàêå n, ùî |an| < 1

2
. Ðîçãëÿíåìî òàêi âåêòîðè x1, x2, ùî çáiãàþòüñÿ ç a íà âñiõ

êîîðäèíàòàõ, êðiì n-î¨, à íà n-ié êîîðäèíàòi âiäðiçíÿþòüñÿ âiä a íà ±1/2 :

x1 = (a1, a2, . . . , an−1, an + 1/2, an+1, . . .),

x2 = (a1, a2, . . . , an−1, an − 1/2, an+1, . . .).

Öi x1, x2 ëåæàòü â Bc0
, x1+x2

2
= a, àëå x1 6= x2.
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Ïðîñòèé îïèñ ìàþòü êðàéíi òî÷êè äåêàðòîâîãî äîáóòêó îïóêëèõ ìíîæèí.

Òåîðåìà 3. Íåõàé Γ � iíäåêñíà ìíîæèíà, Xγ, γ ∈ Γ � ëiíiéíi ïðîñòîðè,
Aγ ⊂ Xγ � îïóêëi ïiäìíîæèíè. Òîäi ext

∏
γ∈ΓAγ =

∏
γ∈Γ extAγ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

x = (xγ)γ∈Γ ∈
∏
γ∈Γ

extAγ,

òîáòî xγ ∈ extAγ ïðè âñiõ γ ∈ Γ. Äîâåäåìî, ùî x ∈ ext
∏

γ∈ΓAγ. Ðîçãëÿíåìî

òàêi åëåìåíòè y = (yγ)γ∈Γ i z = (zγ)γ∈Γ ç
∏

γ∈ΓAγ, ùî
y+z

2
= x. Òîäi yγ+zγ

2
= xγ

i yγ, zγ ∈ Aγ. Îñêiëüêè xγ ∈ extAγ, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî yγ = zγ ïðè âñiõ γ ∈ Γ,
òîáòî, ùî y = z. Öèì äîâåäåíî âêëþ÷åííÿ ext

∏
γ∈ΓAγ ⊃

∏
γ∈Γ extAγ.

Òåïåð äîâåäåìî çâîðîòíå âêëþ÷åííÿ ext
∏
γ∈Γ

Aγ ⊂
∏
γ∈Γ

extAγ. Íåõàé

x = (xγ)γ∈Γ ∈
∏
γ∈Γ

Aγ\
∏
γ∈Γ

extAγ.

Òîäi iñíó¹ iíäåêñ γ0 ∈ Γ, ïðè ÿêîìó xγ0 ∈ Aγ0\extAγ0 . Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî iñíó-
þòü ðiçíi åëåìåíòè yγ0 , zγ0 ∈ Aγ0 , äëÿ ÿêèõ

yγ0+zγ0
2

= xγ0 . Îçíà÷èìî åëåìåíòè
y, z ∈

∏
γ∈ΓAγ ó òàêèé ñïîñiá: ïðè γ 6= γ0 êîîðäèíàòè åëåìåíòiâ y, z ïîêëà-

äåìî îäíàêîâèìè i òàêèìè, ùî äîðiâíþþòü âiäïîâiäíié êîîðäèíàòi åëåìåíòà
x, à äëÿ iíäåêñó γ0 çà êîîðäèíàòè âiçüìåìî åëåìåíòè yγ0 i zγ0 âiäïîâiäíî. Çà
òàêî¨ ïîáóäîâè y 6= z (åëåìåíòè âiäðiçíÿþòüñÿ íà êîîðäèíàòi γ0), àëå

y+z
2

= x.
Îòæå, x /∈ ext

∏
γ∈ΓAγ.

Ç òi¹¨ òåîðåìè ç î÷åâèäíiñòþ âèïëèâà¹ îïèñ êðàéíiõ òî÷îê äâîõ âàæëèâèõ
n-âèìiðíèõ òië.

Íàñëiäîê 1. Êðàéíiìè òî÷êàìè n-âèìiðíîãî êóáà [−1, 1]n ¹ òi i òiëüêè òi
âåêòîðè, âñi êîîðäèíàòè ÿêèõ äîðiâíþþòü ±1.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ C1 = {λ ∈ C : |λ| 6 1}, T1 = {λ ∈ C : |λ| = 1} (îäèíè-
÷íèé êðóã i îäèíè÷íå êîëî).

Íàñëiäîê 2. Ìíîæèíà êðàéíiõ òî÷îê n-âèìiðíîãî ïîëiêðóãà (C1)n çáiãà¹-
òüñÿ ç êiñòÿêîì ïîëiêðóãà (T1)n.

Âïðàâè

1. Ó ïðîñòîði C[0, 1] çàìêíåíà îäèíè÷íà êóëÿ ìà¹ òiëüêè äâi êðàéíi òî÷êè:
f(t) ≡ 1 i f(t) ≡ −1.

2. Ó ïðîñòîði L1[0, 1] çàìêíåíà îäèíè÷íà êóëÿ íå ìà¹ æîäíî¨ êðàéíüî¨ òî÷êè.
3. Ïðè 1 < p <∞ êîæåí åëåìåíò îäèíè÷íî¨ ñôåðè ïðîñòîðó Lp[0, 1] � êðàéíÿ
òî÷êà çàìêíåíî¨ îäèíè÷íî¨ êóëi. Öÿ âëàñòèâiñòü ïðîñòîðó çâåòüñÿ, ñòðîãîþ
îïóêëiñòþ.
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4. Íåõàé X, Y � ëiíiéíi ïðîñòîðè, T : X → Y ií'¹êòèâíèé ëiíiéíèé îïåðà-
òîð. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ îïóêëî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ X âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
T (extA) = extT (A).

5.Íàâåäiòü ïðèêëàä, ÿêèé ïîêàçó¹, ùî óìîâó ií'¹êòèâíîñòi â ïîïåðåäíié âïðàâi
âiäêèíóòè íå ìîæíà.

6. Äëÿ áóäü-ÿêîãî îïóêëîãî êîìïàêòó A ⊂ R2 ìíîæèíà extA çàìêíåíà.
7. Íàâåäiòü ïðèêëàä îïóêëîãî êîìïàêòó A ⊂ R3 ç íåçàìêíåíîþ ìíîæèíîþ
êðàéíiõ òî÷îê.

5.2. Òåîðåìà Êðåéíà-Ìiëüìàíà

Ó öüîìó ïóíêòi áóäå äîâåäåíî îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîçäiëó � iñíóâàííÿ êðàéíiõ
òî÷îê ó áóäü-ÿêîãî îïóêëîãî êîìïàêòó â ñëàáêî âiäîêðåìëþâàíîìó òîïîëîãi-
÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði, çîêðåìà â íîðìîâàíîìó ïðîñòîði.

Îçíà÷åííÿ 5.2.1. Ëiíiéíèé ïðîñòið X (äiéñíèé àáî êîìïëåêñíèé) iç çàäà-
íîþ íà íüîìó òîïîëîãi¹þ τ íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íèì âåêòîðíèì ïðîñòî-

ðîì, ÿêùî òîïîëîãiÿ τ òàê óçãîäæåíà ç ëiíiéíîþ ñòðóêòóðîþ, ùî âiäîáðàæå-
ííÿ ñóìè åëåìåíòiâ i ìíîæåííÿ ñêàëÿðà íà åëåìåíò íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ
çìiííèõ.

Îçíà÷åííÿ 5.2.2. Òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòiðX íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêî âiä-
îêðåìëþâàíèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ x1, x2 ∈ X, x1 6= x2 iñíó¹ íåïåðåðâíèé
ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë F íà X ç F (x1) 6= F (x2).

Âiäìiòèìî, ùî ó êîìïëåêñíîìó âèïàäêó, ÿêùî F (x1) 6= F (x2), òî àáî
ReF (x1) 6= ReF (x2), àáî ImF (x1) 6= ImF (x2), òîáòî â îñòàííüîìó îçíà÷åííi i
â äiéñíîìó, i â êîìïëåêñíîìó âèïàäêàõ ôóíêöiîíàë ìîæíà îáðàòè äiéñíèì.

Â íàøîìó êóðñi, âiä òîïîëîãi÷íèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ êðiì öèõ íàçâ íàì
áóäå ïîòðiáíå ëèøå î÷åâèäíå çàóâàæåííÿ, ùî ïðèêëàäàìè ñëàáêî âiäîêðåì-
ëþâàíèõ òîïîëîãi÷íèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ áóäóòü, ç îäíîãî áîêó, íîðìîâàíi
ïðîñòîðè çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ, ùî ïîðîäæåíà íîðìîþ, à ç iíøîãî áîêó,
ñïðÿæåíi ïðîñòîðè çi w∗-òîïîëîãi¹þ. Çàöiêàâëåíîãî ÷èòà÷à âiäñèëà¹ìî äî ðîç-
äiëiâ 16 i 17 ïiäðó÷íèêà [Kad], àáî äî ïiäðó÷íèêà [Rud], äå ìîæíà çíàéòè
áàãàòî iíøèõ ïðèêëàäiâ i ôàêòiâ ïðî òîïîëîãi÷íi âåêòîðíi ïðîñòîðè.

Îçíà÷åííÿ 5.2.3. Íåõàé A � îïóêëà ïiäìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó X. Ìíî-
æèíà B ⊂ A íàçèâà¹òüñÿ êðàéíüîþ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè A, ÿêùî âîíà
çàäîâîëüíÿ¹ òàêi âèìîãè:

� B íåïîðîæíÿ;
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� B îïóêëà;

� äëÿ áóäü-ÿêèõ x1, x2 ∈ A, ÿêùî òiëüêè x1+x2
2
∈ B, òî x1, x2 ∈ B.

Î÷åâèäíî, ïiäìíîæèíà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè x, ¹ êðàéíüîþ òî-
äi i òiëüêè òîäi, êîëè x � êðàéíÿ òî÷êà. ßêùî A � òðèêóòíèê íà ïëîùèíi,
ïðèêëàäîì êðàéíüî¨ ïiäìíîæèíè B ⊂ A ¹ ñòîðîíà öüîãî òðèêóòíèêà.

Ëåìà 1. Íåõàé X, Y � ëiíiéíi ïðîñòîðè, T : X → Y ëiíiéíèé îïåðàòîð,
A ⊂ X � îïóêëà ïiäìíîæèíà. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ êðàéíüî¨ ïiäìíîæèíè B
ìíîæèíè T (A) ìíîæèíà T−1(B) ∩ A (ïîâíèé ïðîîáðàç â A ìíîæèíè B) ¹
êðàéíüîþ ïiäìíîæèíîþ âèõiäíî¨ ìíîæèíè A. Çîêðåìà, ïîâíèé ïðîîáðàç â A
êðàéíüî¨ òî÷êè ìíîæèíè T (A) ¹ êðàéíüîþ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè A.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x1, x2 ∈ A i x1+x2
2
∈ T−1(B). Òîäi Tx1, Tx2 ∈ T (A) i Tx1+Tx2

2
∈

B. Îñêiëüêè B � êðàéíÿ ïiäìíîæèíà ìíîæèíè T (A), öå îçíà÷à¹, ùî Tx1, Tx2 ∈
B, i, îòæå, x1, x2 ∈ T−1(B).

Ëåìà 2. Íåõàé A � îïóêëà ìíîæèíà, B � êðàéíÿ ïiäìíîæèíà â A, à C �
êðàéíÿ ïiäìíîæèíà â B. Òîäi C � êðàéíÿ ïiäìíîæèíà ìíîæèíè A. Çîêðåìà,
êðàéíÿ òî÷êà êðàéíüî¨ ïiäìíîæèíè � öå êðàéíÿ òî÷êà âèõiäíî¨ ìíîæèíè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x1, x2 ∈ A i x1+x2
2
∈ C. Òîäi, çîêðåìà, x1+x2

2
∈ B. Îñêiëüêè

B � êðàéíÿ ïiäìíîæèíà ìíîæèíè A, çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî x1, x2 ∈ B.
Çãàäóþ÷è, ùî x1+x2

2
∈ C, à C � êðàéíÿ ïiäìíîæèíà â B îäåðæó¹ìî ïîòðiáíó

óìîâó x1, x2 ∈ C.

Òåïåð ïåðåéäåìî âiä äîâiëüíèõ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ äî ëîêàëüíî îïóêëèõ
òîïîëîãi÷íèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ i âiä äîâiëüíèõ îïóêëèõ ìíîæèí äî îïóêëèõ
êîìïàêòiâ.

Ëåìà 3. Íåõàé A � îïóêëèé êîìïàêò â òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòî-
ði X, f � íåïåðåðâíèé äiéñíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà X i b = max

x∈A
f(x). Òîäi

ìíîæèíà M(f, A) = {x ∈ A : f(x) = b} òèõ x, äå f äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìàëü-
íîãî íà A çíà÷åííÿ, � öå êðàéíÿ â A ïiäìíîæèíà.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà f(A) � öå çàìêíåíèé âiäðiçîê [a, b], ùî ñïîëó÷à¹ ìiíi-
ìàëüíå i ìàêñèìàëüíå íà A çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà f . Òîìó b � öå êðàéíÿ òî÷êà
ìíîæèíè f(A). Çà ëåìîþ 1, M(f, A) = f−1(b) ∩ A � êðàéíÿ ïiäìíîæèíà.

Ëåìà 4. Íåõàé A � îïóêëèé êîìïàêò ó òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði
X, M � öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ êðàéíiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè A. Òîäi D =⋂
B∈MB � ïåðåòèí âñiõ åëåìåíòiâ ñiì'¨ M òàêîæ óòâîðþ¹ çàìêíåíó êðàéíþ

ïiäìíîæèíó ìíîæèíè A.
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Äîâåäåííÿ. Ç êîìïàêòíîñòi âèïëèâà¹, ùî D íåïîðîæíÿ. Îïóêëiñòü i çàìêíå-
íiñòü óñïàäêîâóþòüñÿ ïåðåòèíîì ìíîæèí, òîìó D îïóêëà i çàìêíåíà. Íåõàé
x1, x2 ∈ A i x1+x2

2
∈ D. Òîäi, çîêðåìà, x1+x2

2
∈ B äëÿ áóäü-ÿêîãî B ∈M. Îòæå,

x1, x2 ∈ B äëÿ âñiõ B ∈M, òîáòî x1, x2 ∈
⋂
B∈MB = D.

Ëåìà 5. Íåõàé A � îïóêëèé êîìïàêò, ùî ñêëàäà¹òüñÿ áiëüø íiæ ç îäíi¹¨
òî÷êè, ó ñëàáêî âiäîêðåìëþâàíîìó òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði. Òîäi
A ìiñòèòü çàìêíåíó êðàéíþ ïiäìíîæèíó B, ùî íå çáiãà¹òüñÿ çi ñàìîþ ìíîæè-
íîþ A.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x1, x2 ∈ A i x1 6= x2. Òîäi iñíó¹ äiéñíèé íåïåðåðâíèé ôóí-
êöiîíàë f , çíà÷åííÿ ÿêîãî â x1 i x2 íå çáiãàþòüñÿ. Òîäi f � öå íå òîòîæíÿ ñòàëà
íà A, i çà øóêàíó B ìîæíà âçÿòè ìíîæèíó M(f, A) ç ëåìè 3.

Òåîðåìà 1 (Êðåéíà-Ìiëüìàíà)1. Áóäü-ÿêèé îïóêëèé êîìïàêòK ó ñëàá-
êî âiäîêðåìëþâàíîìó òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði ìà¹ êðàéíi òî÷êè.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ E óñiõ çàìêíåíèõ êðàéíiõ ïiäìíîæèí êîìïàêòà
K, âïîðÿäêîâàíó çà ñïàäàííÿì ìíîæèí. Çãiäíî ç ëåìîþ 4, E � iíäóêòèâíà âïî-
ðÿäêîâàíà ñiì'ÿ. Çà ëåìîþ Öîðíà, iñíó¹ ìiíiìàëüíà çà âêëþ÷åííÿì çàìêíåíà
êðàéíÿ ïiäìíîæèíà A êîìïàêòà K. Ç îãëÿäó íà ëåìó 5, A ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨
òî÷êè. Öÿ òî÷êà i ¹ øóêàíîþ êðàéíüîþ òî÷êîþ êîìïàêòà K.

Íèæ÷åíàâåäåíèé ðåçóëüòàò ìà¹ ÷èñëåííi çàñòîñóâàííÿ â çàäà÷àõ ëiíiéíî¨
îïòèìiçàöi¨ i, çîêðåìà, â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷íî¨ åêîíîìiêè.

Òåîðåìà 2 (ïðî ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà). Íåõàé K � îïóêëèé êîì-
ïàêò ó ñëàáêî âiäîêðåìëþâàíîìó òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði X, f �
íåïåðåðâíèé äiéñíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà X i b = maxx∈K f(x). Òîäi iñíó¹
òî÷êà x ∈ extK, â ÿêié f(x) = b. Iíøèìè ñëîâàìè, ïðè ïîøóêó ìàêñèìóìó
ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà íà îïóêëîìó êîìïàêòi äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè çíà÷åííÿ
ó êðàéíiõ òî÷êàõ êîìïàêòà.

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 3 M(f,K) = {x ∈ K : f(x) = b} � êðàéíÿ ïiäìíîæèíà
êîìïàêòà K, äî òîãî æ íà ïiäñòàâi íåïåðåðâíîñòi ôóíêöiîíàëà f � çàìêíåíà.
ÎñêiëüêèM(f,K) � îïóêëèé êîìïàêò, ó íüîãî ¹ êðàéíÿ òî÷êà x0, i, çà îçíà÷åí-
íÿì ìíîæèíèM(f,K), f(x0) = b. Çàëèøà¹òüñÿ ñêîðèñòàòèñü ëåìîþ 2: êðàéíÿ
òî÷êà êðàéíüî¨ ïiäìíîæèíè � öå êðàéíÿ òî÷êà âèõiäíî¨ ìíîæèíè.

1Ìàðê Ãðèãîðîâè÷ Êðåéí i Äàâèä Ïiíõóñîâè÷ Ìiëüìàí � âèäàòíi îäåñüêi ìàòåìàòèêè.
Òîìó, íà âiäìiíó âiä òåîðåì ëüâiâñüêî¨ øêîëè Áàíàõà, ÿêi ëèøå ç îãëÿäó íà ïiñëÿâî¹ííi
ãåîïîëiòè÷íi çìiíè ñòàëè ¾óêðà¨íñüêèìè¿, òåîðåìà Êðåéíà-Ìiëüìàíà � ¾ñóòî óêðà¨íñüêà¿,
i ïðè ¨¨ çãàäóâàííi íàøi ïàòðiîòè÷íi ïî÷óòòÿ ìîæóòü ðîçêâiòàòè iç çàêîííèì íà òå ïðà-
âîì. Ïèøó äåùî iðîíi÷íî, áî íàñïðàâäi ìàòåìàòèêà ¹äèíà i âçàãàëi íå ìà¹ ïîäiëÿòèñÿ çà
íàöiîíàëüíèìè, ðåëiãiéíèìè ÷è òî ãåíäåðíèìè îçíàêàìè.
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Îñîáëèâî åôåêòèâíèì ¹ âèêîðèñòàííÿ òåîðåìè ïðî ìàêñèìóì ôóíêöiîíà-
ëà, êîëè K � ñêií÷åííîâèìiðíèé áàãàòîãðàííèê. Òîäi extK � ñêií÷åííà ìíî-
æèíà, i çàäà÷à îá÷èñëåííÿ ìàêñèìóìó ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà çâîäèòüñÿ äî
ñêií÷åííîãî (íåõàé íàâiòü i âåëèêîãî) ïåðåáîðó. Öåé ïåðåáið ìîæíà çäiéñíèòè,
çîêðåìà, çà äîïîìîãîþ çíàìåíèòîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäó Êàíòîðîâè÷à, ïðî ÿêèé
ìîæíà ïðî÷èòàòè â áóäü-ÿêîìó ïiäðó÷íèêó ç ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ.

Îòæå, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî â îïóêëîãî êîìïàêòà íå ïðîñòî ¹ êðàéíi
òî÷êè, à öèõ òî÷îê ¾áàãàòî¿. Íàïðèêëàä, ìîæíà äîâåñòè ùî ó íåñêií÷åííîâè-
ìiðíîãî êîìïàêòó íåñêií÷åííà êiëüêiñòü êðàéíiõ òî÷îê.

Ðîçãëÿíóâøè ñëàáêó iç çiðî÷êîþ òîïîëîãiþ, îäåðæó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið. Òîäi áóäü-ÿêà îïóêëà ñëàáêî iç
çiðî÷êîþ çàìêíåíà îáìåæåíà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó X∗ i, çîêðåìà, çàìêíåíà
îäèíè÷íà êóëÿ ìà¹ êðàéíi òî÷êè. ßêùî ïðîñòið íåñêií÷åííîâèìiðíèé, çàìêíå-
íà îäèíè÷íà êóëÿ ïðîñòîðó X∗ ìà¹ íåñêií÷åííå ÷èñëî êðàéíiõ òî÷îê.

Òîìó ïðîñòîðè c0, L1[0, 1] i C[0, 1] íå ñïðÿæåíi äî æîäíîãî áàíàõîâîãî ïðî-
ñòîðó (òîáòî íå içîìåòðè÷íi æîäíîìó ïðîñòîðó âèãëÿäó X∗).

Âïðàâà*. Îäèíè÷íèé åëåìåíò áóäü-ÿêî¨ áàíàõîâî¨ àëãåáðè A � êðàéíÿ
òî÷êà êóëi BA.
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Ó öüîìó ïóíêòi ìè îçíàéîìèìîñÿ ç íàäçâè÷àéíî ãàðíèì i îäíî÷àñíî äóæå
êîðèñíèì óçàãàëüíåííÿì òåîðåìè Âåé¹ðøòðàññà ïðî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ ïî-
ëiíîìàìè. Öå óçàãàëüíåííÿ, ïðèäóìàíå Ñòîóíîì (M. H. Stone), çàñòîñîâíå äî
ôóíêöié íå òiëüêè íà âiäðiçêó, àëå i íà áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi. Äîâåäåííÿ, ùî
íàâîäèòüñÿ íèæ÷å, íàëåæèòü äå Áðàíæó (L. de Branges, 1959). Çàñòîñóâàííÿ
öi¹¨ æ iäå¨ äîâåäåííÿ äî ùå çàãàëüíiøîãî ðåçóëüòàòó � òåîðåìè Áiøîïà (E.
Bishop) ìîæíà ïðî÷èòàòè â êíèçi [Rud].

Áóäåìî, ÿê çâè÷àéíî, íåïåðåðâíi ôóíêöiîíàëè íà C(K) îòîòîæíþâàòè ç
ðåãóëÿðíèìè áîðåëåâèìè çàðÿäàìè, ÿêi ¨õ ïîðîäæóþòü. Çîêðåìà, δx (éìîâið-
íiñíà ìiðà, çîñåðåäæåíà â òî÷öi x) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ôóíêöiîíàë íà C(K),
ÿêèé äi¹ òàê:

〈δx, f〉 =

∫
K

fdδx = f(x).

Òîáòî δx îòîòîæíþ¹òüñÿ ç ôóíêöiîíàëîì ¾çíà÷åííÿ â òî÷öi x¿.
I ùå òðîõè òåðìiíîëîãi¨. Íîñi¹ì ðåãóëÿðíîãî áîðåëåâîãî çàðÿäó σ íàçèâà-

¹òüñÿ íîñié ìiðè |σ| . ßê i äëÿ ìið, íîñié çàðÿäó σ ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì
suppσ. Î÷åâèäíî, supp δx = {x}, i ÿêùî suppσ = {x}, òî σ = λδx, äå λ �
íåíóëüîâèé ñêàëÿð.
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Äëÿ áóäü-ÿêî¨ âèìiðíî¨ çà Áîðåëåì îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ g íà K i áóäü-ÿêîãî
áîðåëåâîãî çàðÿäó σ ÷åðåç g × σ ïîçíà÷èìî áîðåëiâ çàðÿä, ùî íàáóâà¹ òàêi
çíà÷åííÿ:

(g × σ)(A) =

∫
A

gdσ.

Ôóíêöiîíàë, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ çàðÿäîì g × σ, äi¹ çà ïðàâèëîì 〈g × σ, f〉 =∫
K
fgdσ. Ââåäåíà îïåðàöiÿ ìà¹ ïðèðîäíi âëàñòèâîñòi ìíîæåííÿ:
1× σ = σ;
(g + h)× σ = g × σ + h× σ;
(gh)× σ = (hg)× σ = h× (g × σ);
g × (ν + σ) = g × ν + g × σ.
Íàðåøòi, íîðìà çàðÿäó g×σ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ïðàâèëîì ‖g × σ‖ =

∫
K

|g| d |σ|.

Òåîðåìà Ñòîóíà-Âåé¹ðøòðàññà. Íåõàé ëiíiéíèé ïiäïðîñòiðX ïðîñòîðó
C(K) ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

(a) 1 ∈ X;

(b) ÿêùî f, g ∈ X, òî fg ∈ X (iíøèìè ñëîâàìè, X � ïiäàëãåáðà àëãåáðè
C(K));

(c) äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ X ¨ ¨ êîìïëåêñíî ñïðÿæåíà f òàêîæ íàëåæèòü
X;

(d) äëÿ áóäü-ÿêèõ t1, t2 ∈ K, t1 6= t2 iñíó¹ f ∈ X ç f(t1) 6= f(t2) (òîáòî X
âiäîêðåìëþ¹ òî÷êè êîìïàêòà K).

Òîäi ïiäïðîñòið X ùiëüíèé â C(K).

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ íå âèêîíó¹òüñÿ i ïiäïðîñòið X íå
ùiëüíèé â C(K). Òîäi àíóëÿòîð X⊥ ⊂ C(K)∗ ñêëàäà¹òüñÿ íå òiëüêè ç íóëÿ.
Îñêiëüêè X⊥ � öå ñëàáêî iç çiðî÷êîþ çàìêíåíèé ïiäïðîñòið â C(K)∗, îòæå, çà
òåîðåìîþ Àëàîãëó, BX⊥ = BC(K)∗ ∩X⊥ � ñëàáêèé iç çiðî÷êîþ êîìïàêò. Çãiäíî
ç òåîðåìîþ Êðåéíà�Ìiëüìàíà, ó êóëi BX⊥ iñíó¹ êðàéíÿ òî÷êà ν. Î÷åâèäíî,
ν ∈ SX⊥ , òîáòî ‖ν‖ = 1. Ìè âèâ÷èìî âëàñòèâîñòi öüîãî ðåãóëÿðíîãî áîðåëåâîãî
çàðÿäó ν i ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî âîíè âíóòðiøíüî ñóïåðå÷ëèâi. Ñïî÷àòêó äåêiëüêà
êîðèñíèõ çàóâàæåíü ïðî âëàñòèâîñòi ìíîæèí X i X⊥ :

(i) ÿêùî f ∈ X, òî Re f ∈ X i Im f ∈ X (âèïëèâà¹ ç óìîâè (c) i ôîðìóë

Re f = f+f̄
2
, Im f = f−f̄

2i
).

(ii) ßêùî f ∈ X, η ∈ X⊥, òî f × η ∈ X⊥, äå × � îïåðàöiÿ, îçíà÷åíà
íà ïî÷àòêó öüîãî ïóíêòó. Ñïðàâäi, äëÿ áóäü-ÿêîãî g ∈ X äîáóòîê fg òàêîæ
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íàëåæèòü äî X i, îòæå, àíóëþ¹òüñÿ çàðÿäîì η. Ìà¹ìî: 〈f × η, g〉 = 〈η, fg〉 = 0,
òîáòî f × η ∈ X⊥.

(iii) ßêùî η ∈ X⊥, òî supp η ìiñòèòü ïðèíàéìíi äâi ðiçíi òî÷êè. Ñïðàâäi,
ÿêùî supp η = {t}, òî η = aδt ç a ∈ C\{0}. Òîäi 〈η,1〉 = a 6= 0, òîáòî η /∈ X⊥.

Òåïåð ïîâåðíåìîñÿ äî çàðÿäó ν ∈ SX⊥ , ùî ïðåòåíäó¹ íà ðîëü êðàéíüî¨
òî÷êè êóëi BX⊥ . Ñêîðèñòà¹ìîñü âëàñòèâiñòþ (iii). Íåõàé t1, t2 ∈ supp ν i t1 6=
t2. Çãiäíî ç óìîâîþ (d), iñíó¹ f ∈ X ç f(t1) 6= f(t2). Òîäi àáî Re f(t1) 6=
Re f(t2), àáî Im f(t1) 6= Im f(t2). Çãiäíî ç (i), Re f, Im f ∈ X. Âiäïîâiäíî, f
ìîæíà ââàæàòè äiéíîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ: iíàêøå çàìiíèìî ¨¨ íà Re f àáî Im f .
Äàëi, äîäàâøè äî f âåëèêó äîäàòíó ñòàëó, ìîæíà äîñÿãòè äîäàòíîñòi ôóíêöi¨,
à ïîìíîæèâøè íà ìàëåíüêèé äîäàòíèé êîåôiöi¹íò, îäåðæèìî ôóíêöiþ, âñi
çíà÷åííÿ ÿêî¨ ëåæàòü íà âiäðiçêó (0, 1). Îòæå, iñíó¹ f ∈ X ç f(t1) 6= f(t2), ùî
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 0 < f(t) < 1 äëÿ âñiõ t ∈ K.

Ââåäåìî â ðîçãëÿä äîïîìiæíi çàðÿäè ν1 = f × ν i ν2 = (1− f)× ν. Òîäi

‖ν1‖ =

∫
K

fd |ν|, ‖ν2‖ =

∫
K

(1− f)d |ν|,

i îáèäâà öi ÷èñëà íå äîðiâíþþòü íóëþ, îñêiëüêè, çà ïîáóäîâîþ, ôóíêöi¨ f i
1− f íå ïåðåòâîðþþòüñÿ â íóëü. Äàëi,

‖ν1‖+ ‖ν2‖ =

∫
K

d |ν| = 1.

Âèïèøåìî î÷åâèäíó ðiâíiñòü ‖ν1‖ ν1
‖ν1‖ + ‖ν2‖ ν2

‖ν2‖ = ν. Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò öi¹¨

ðiâíîñòi òàêèé: âåêòîð ν ∈ BX⊥ ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ âiäðiçêà, ùî ç'¹äíó¹
âåêòîðè ν1

‖ν1‖ ∈ BX⊥ i
ν2
‖ν2‖ ∈ BX⊥ (íàëåæíiñòü çàðÿäiâ ν1, ν2 äî ïiäïðîñòîðó X

⊥

âèïëèâà¹ ç (ii)). Îñêiëüêè çà íàøèì ïðèïóùåííÿì ν � êðàéíÿ òî÷êà êóëi BX⊥ ,
êiíöi âiäðiçêà ïîâèííi çáiãàòèñÿ ç ν:

ν1

‖ν1‖
=

ν2

‖ν2‖
= ν.

Çîêðåìà, ν1 = ‖ν1‖ ν, òîáòî (f − ‖ν1‖) × ν = 0. Çãàäàâøè ôîðìóëó äëÿ íîðìè
çàðÿäó, ìà¹ìî

∫
K
|f − ‖ν1‖ | d |ν| = 0. Ç îãëÿäó íà íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ f

îñòàííÿ ðiâíiñòü îçíà÷à¹, ùî f(t) = ‖ν1‖ äëÿ âñiõ t ∈ supp ν. Ìè ïðèéøëè äî
ñóïåðå÷íîñòi ç óìîâîþ f(t1) 6= f(t2).

Âïðàâè

Âèâåäiòü ç òåîðåìè Ñòîóíà-Âåé¹ðøòðàññà:

1. Ùiëüíiñòü ìíîæèíè ïîëiíîìiâ â C(K), äå K � êîìïàêò â R (çîêðåìà, äëÿ
C[a, b]).
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2. Ùiëüíiñòü ìíîæèíè ïîëiíîìiâ âiä n çìiííèõ â C(K), äå K � êîìïàêò â Rn

3. Ùiëüíiñòü ìíîæèíè ¾äâîái÷íèõ¿ ïîëiíîìiâ âèãëÿäó
∑n

k=−n akz
k, n ∈ N, ó

ïðîñòîði C(T) íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà êîëi T = {z ∈ C : |z| = 1}.
Ðîçãëÿíåìî ïiââiñü [0,+∞] � êîìïàêòèôiêàöiþ ïiâîñi [0,+∞). Îêîëè ñêií-

÷åííèõ òî÷îê ïiâîñi îçíà÷àþòüñÿ, ÿê çâè÷àéíî, à îêîëàìè òî÷êè +∞ ¹ äîïîâ-
íåííÿ äî îáìåæåíèõ ìíîæèí. Ïåðåâiðòå, ùî:

4. [0,+∞] � êîìïàêò â öié òîïîëîãi¨.
5. Ïðîñòið C[0,+∞] çáiãà¹òüñÿ ç ïðîñòîðîì âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f(t) íà

[0,+∞), ÿêi ìàþòü ãðàíèöþ ïðè t→∞.
6. Ìíîæèíà åêñïîíåíò âèãëÿäó e−at, äå a ∈ [0,+∞) � öå ïîâíà â C[0,+∞]
ñèñòåìà åëåìåíòiâ.
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