
Ðîçäië 12. Ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè

Ñåðåä íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðiâ Áàíàõà ãiëüáåðòiâ ïðîñòið âiäçíà÷à¹òüñÿ âiä-
íîñíîþ ïðîñòîòîþ. Ó ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ íàì íàéïîâíiøå âäà¹òüñÿ âèêîðèñòîâóâà-
òè ñâîþ ãåîìåòðè÷íó iíòó¨öiþ: âèìiðþâàòè êóòè ìiæ âåêòîðàìè, çàñòîñîâóâàòè òåîðåìó
Ïiôàãîðà é îðòîãîíàëüíå ïðîåêòóâàííÿ. Òóò âiäñóòíi òàêi àíîìàëüíi ÿâèùà1, ÿê íåäî-
ïîâíþâàíi ïiäïðîñòîðè, ÷è ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè, ùî íå äîñÿãàþòü ñâî¹¨ âåðõíüî¨ ìåæi íà
îäèíè÷íié ñôåði. Óñi ñåïàðàáåëüíi íåñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè içîìîðôíi
ìiæ ñîáîþ. Çàâäÿêè öié âiäíîñíié ïðîñòîòi, ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
ó çàñòîñóâàííÿõ. Ñêðiçü, äå öå òiëüêè ìîæëèâî (ïðàâäà, öå âäà¹òüñÿ íå çàâæäè), íàìà-
ãàþòüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè ìîâó ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ, à íå çàãàëüíèõ áàíàõîâèõ àáî æ
òîïîëîãi÷íèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ. Òåîðiÿ îïåðàòîðiâ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði ðîçâè-
íåíà çíà÷íî ãëèáøå, íiæ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, òîìó ÷àñòiøå çàñòîñîâó¹òüñÿ.

12.1. Íîðìà, ïîðîäæåíà ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

12.1.1. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê

Íåõàé X � êîìïëåêñíèé ëiíiéíèé ïðîñòið. Ôóíêöiÿ 〈 · , · 〉 : X × X → C, ÿêà ñòàâèòü
êîæíié ïàði x, y åëåìåíòiâ ïðîñòîðó X ó âiäïîâiäíiñòü êîìïëåêñíå ÷èñëî, íàçèâà¹òüñÿ
ñêàëÿðíèì äîáóòêîì, ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi àêñiîìè:

(1) 〈x, x〉 > 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X (äîäàòíiñòü);

(2) ÿêùî 〈x, x〉 = 0, òî x = 0 (íåâèðîäæåíiñòü);

(3) 〈ax1 + bx2, y〉 = a 〈x1, y〉+ b 〈x2, y〉 äëÿ áóäü-ÿêèõ x1, x2 ∈ X i a, b ∈ C (ëiíiéíiñòü çà
ïåðøîþ çìiííîþ);

(4) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y ∈ X (åðìiòîâà ñèìåòðè÷íiñòü) (ðèñêà â îñòàííié
ôîðìóëi îçíà÷à¹ îïåðàöiþ ïåðåõîäó äî êîìïëåêñíî ñïðÿæåíîãî ÷èñëà).

Çàçíà÷èìî, ùî ç òðåòüî¨ i ÷åòâåðòî¨ àêñiîì âèïëèâàþòü ïðàâèëà ðîçêðèòòÿ äóæîê
çà äðóãîþ çìiííîþ:

(5) 〈x, y1 + y2〉 = 〈x, y1〉+ 〈x, y2〉; 〈x, ay〉 = ā 〈x, y〉.

Íàâåäåíèé ó÷áîâèé òåêñò ¹ âèòÿãîì ç ïiäðó÷íèêó
Êàäåöü Â.Ì. Êóðñ ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó òà òåîði¨ ìiðè. � Ëüâiâ: Âèäàâåöü I.Å. ×èæèêîâ, 2012. �
590 ñ. � (Ñåðiÿ �Óíiâåðñèòåòñüêà áiáëiîòåêà�) ISBN 978-966-2645-03-3
Óñi ïîñèëàííÿ íà òåîðåìè, âïðàâè, îçíà÷åííÿ, òàêi ùî íå óâiéøëè äî öüîãî òåêñòó � öå ïîñèëàííÿ íà
ïiäðó÷íèê.

1Íàñêiëüêè íàì âiäîìî, ëiòàþ÷i òàðiëêè, ïîëòåðãåéñò, òåëåïàòiÿ òà ñíiãîâà ëþäèíà íiêîìó íå çóñòði-
÷àëèñü íàâiòü â çàãàëüíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ.
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Åëåìåíòè x, y, äëÿ ÿêèõ 〈x, y〉 = 0, íàçèâàþòüñÿ îðòîãîíàëüíèìè ìiæ ñîáîþ (ñêîðî÷å-
íèé çàïèñ: x⊥y).

Ïðèêëàäè
I. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê â Cn: íåõàé x, y ∈ Cn, x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn). Ïîêëà-

äåìî 〈x, y〉 =
n∑
k=1

xkȳk.

II. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê â l2: äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y ∈ l2, x = (x1, ..., xn, ...), y = (y1, ..., yn, ...)

ïîêëàäåìî 〈x, y〉 =
∞∑
k=1

xkȳk.

III. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê â L2 (Ω,Σ, µ): ∀f, g ∈ L2 îçíà÷èìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê ôîð-
ìóëîþ 〈f, g〉 =

∫
Ω

f ḡ dµ.

Õî÷à â óñiõ ïåðåëi÷åíèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü, ïðèðîäíî, é iíøi ñêàëÿðíi äîáóòêè,
íàäàëi, ÿêùî íå îáóìîâëåíî ïðîòèëåæíå, ïiä ñêàëÿðíèìè äîáóòêàìè â Cn, l2 i L2 ìè
ìàòèìåìî íà óâàçi ñàìå îïèñàíi âèùå ïðèêëàäè.

Âïðàâè

1. Ñïèðàþ÷èñü íà íåðiâíiñòü |ab| 6 |a|2 + |b|2 (a, b ∈ C), äîâåäiòü çáiæíiñòü ðÿäó é
iñíóâàííÿ iíòåãðàëà â îçíà÷åíèõ ñêàëÿðíèõ äîáóòêàõ â l2 i L2 [0, 1] âiäïîâiäíî.

2. Ïåðåâiðòå âèêîíàííÿ àêñiîì ñêàëÿðíîãî äîáóòêó â óñiõ íàâåäåíèõ âèùå ïðèêëàäàõ
ñêàëÿðíèõ äîáóòêiâ.

3. ßêèì ïîâèíåí áóòè âiäðiçîê [a, b], ùîá ôóíêöi¨ f(t) = eit i g(t) = e2it áóëè îðòîãî-
íàëüíèìè ìiæ ñîáîþ â L2 [a, b]?

4. ×è ìîæóòü äâà ïîëiíîìè ïåðøîãî ñòåïåíÿ áóòè îðòîãîíàëüíèìè ìiæ ñîáîþ â L2 [0, 1]?
5. ×è ìîæóòü äâi äîäàòíi ôóíêöi¨ áóòè îðòîãîíàëüíèìè ìiæ ñîáîþ â L2 [0, 1]? Äâi íå-
âiä'¹ìíi? Äâi çíàêîçìiííi?

6. ×è ¹ âiäíîøåííÿ ⊥ îðòîãîíàëüíîñòi âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi? Âiäíîøåííÿì ïî-
ðÿäêó?

7. Âèâåäiòü òàêó ôîðìóëó ñêîðî÷åíîãî ìíîæåííÿ (êâàäðàò ñóìè):

〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉+ 2 Re 〈x, y〉+ 〈y, y〉 .

Óâàãà! Öi¹þ ôîðìóëîþ ìè áóäåìî íåîäíîðàçîâî êîðèñòóâàòèñü íàäàëi.

12.1.2. Íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî

Òåîðåìà. Íåõàé X � ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y ∈ X
âèêîíó¹òüñÿ òàêà íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî:

|〈x, y〉| 6 〈x, x〉1/2 〈y, y〉1/2 .

Äîâåäåííÿ. Íà ïiäñòàâi àêñiîìè äîäàòíîñòi äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ R ìà¹ìî 〈x+ ty, x+ ty〉 >
0.

Ðîçêðèâøè äóæêè îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ R

〈x, x〉+ 2tRe 〈x, y〉+ t2 〈y, y〉 > 0.

Êâàäðàòè÷íèé ïîëiíîì ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìîæå áóòè íåâiä'¹ìíèì íà âñié
îñi, òiëüêè ÿêùî éîãî äèñêðèìiíàíò íå ïåðåâèùó¹ íóëÿ. Òîáòî ìè äîâåëè, ùî äëÿ áóäü-
ÿêèõ x, y ∈ X âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Re 〈x, y〉 6 〈x, x〉1/2 〈y, y〉1/2 .
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Ùîá çâiäñè îäåðæàòè ïîòðiáíó íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî, çàçíà÷èìî, ùî

|〈x, y〉| = Re
〈
x, ei arg<x,y>y

〉
6

6 〈x, x〉1/2 〈ei arg<x,y>y, ei arg<x,y>y
〉1/2

= 〈x, x〉1/2 〈y, y〉1/2 .

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Âïðàâè

1. Äëÿ ôóíêöié f(t) = t i g(t) = t2 â L2 [0, 1] îá÷èñëiòü ñêàëÿðíi äîáóòêè 〈f, g〉, 〈f, f〉 i
〈g, g〉. Ïåðåâiðòå âèêîíàííÿ â öüîìó ïðèêëàäi íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî.

2. Íåõàé äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ x, y ïðîñòîðó çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì íåðiâíiñòü Êîøi-
Áóíÿêîâñüêîãî ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ðiâíiñòü: |〈x, y〉| = 〈x, x〉1/2 〈y, y〉1/2. Òîäi öi åëåìåíòè
ëiíiéíî çàëåæíi.

3. Cïèðàþ÷èñü íà ïðèêëàäè II i III ï. 12.1.1, âèâåäiòü òàêi âàðiàíòè íåðiâíîñòi Êîøi-
Áóíÿêîâñüêîãî: ∣∣∣∣∣

∞∑
k=1

xkyk

∣∣∣∣∣ 6
(
∞∑
k=1

|xk|2
)1/2( ∞∑

k=1

|yk|2
)1/2

i

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f g dµ

∣∣∣∣∣∣ 6
∫

Ω

|f |2 dµ

1/2∫
Ω

|g|2 dµ

1/2

.

4. Íåõàé ôóíêöiÿ F äâîõ çìiííèõ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði X çàäîâîëüíÿ¹ âñi àêñiîìè
ñêàëÿðíîãî äîáóòêó, çà âèíÿòêîì àêñiîìè íåâèðîäæåíîñòi. Ïåðåâiðòå, ùî i â öüîìó
âèïàäêó âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî |F (x, y)| 6 F (x, x)1/2F (y, y)1/2.
(Óâàãà! Öèì ôàêòîì ìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñü ïðè âèâ÷åííi ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðà-
òîðiâ).

12.1.3. Ïîíÿòòÿ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé H � ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Âåëè÷èíà ‖x‖ = 〈x, x〉1/2

íàçèâà¹òüñÿ íîðìîþ, ïîðîäæåíîþ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ââåäåíå ïîçíà÷åííÿ, íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî ìîæíà ïåðå-

ïèñàòè ó âèãëÿäi |〈x, y〉| 6 ‖x‖ · ‖y‖, à ôîðìóëà êâàäðàòà ñóìè ìîæå áóòè çàïèñàíà ÿê
‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 2 Re 〈x, y〉+ ‖y‖2 .

Ïåðåâiðèìî, ùî íîðìà, ïîðîäæåíà ñêàëÿðíèì äîáóòêîì, çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü
òðèêóòíèêà. Äëÿ öüîãî ïiäíåñåìî ïîòðiáíó íåðiâíiñòü ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ äî êâàäðàòà
i ðîçêðè¹ìî äóæêè:

‖x‖2 + 2 Re 〈x, y〉+ ‖y‖2 6 ‖x‖2 + 2 ‖x‖ · ‖y‖+ ‖y‖2 .

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü çâîäèòüñÿ äî íåðiâíîñòi Re 〈x, y〉 6 ‖x‖ · ‖y‖ � ïðîñòîãî íàñëiäêó ç
íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî. Ðåøòó àêñiîì íîðìè äëÿ íîðìè, ïîðîäæåíî¨ ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì, ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi ïåðåâiðèòè ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà. Íåõàé H íàäiëåíèé íîðìîþ, ïîðîäæåíîþ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì, h ∈ H.
Çàäàìî âiäîáðàæåííÿ F : H → C ôîðìóëîþ F (x) = 〈x, h〉. Òîäi F � íåïåðåðâíèé ëiíié-
íèé ôóíêöiîíàë i ‖F‖ = ‖h‖.



4 12. Ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè

Äîâåäåííÿ. Ëiíiéíiñòü ôóíêöiîíàëà F � öå àêñiîìà (3) ñêàëÿðíîãî äîáóòêó. Íåïåðåðâ-
íiñòü ôóíêöiîíàëà i íåðiâíiñòü ‖F‖ 6 ‖h‖ âèïëèâàþòü ç íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî.
Ïîòðiáíî òiëüêè ïåðåïèñàòè öþ íåðiâíiñòü ó âèãëÿäi

|F (x)| = |〈x, h〉| 6 ‖x‖ · ‖h‖ .

Äëÿ îöiíêè æ íîðìè ôóíêöiîíàëà F çíèçó ïiäñòàâèìî â F âåêòîð h
‖h‖ ∈ SH :

‖F‖ >
∣∣∣∣F ( h

‖h‖

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣〈h, h〉‖h‖

∣∣∣∣ =
‖h‖2

‖h‖
= ‖h‖ .

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Îçíà÷åííÿ 2. Ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì H íàçèâà¹òüñÿ ãiëüáåðòîâèì ïðî-

ñòîðîì, ÿêùî âií ïîâíèé â íîðìi, ïîðîäæåíié ñêàëÿðíèì äîáóòêîì.

Òàê ñàìî, ÿê i äëÿ çàãàëüíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ, â òåîði¨ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó
ïiäïðîñòîðàìè íàçèâàþòüñÿ çàìêíåíi ëiíiéíi ïiäïðîñòîðè. Íà ïiäïðîñòîði ãiëüáåðòîâîãî
ïðîñòîðó âèçíà÷åíî òîé ñàìèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê, ùî é íà âñüîìó ïðîñòîði. Ó öüîìó
ñêàëÿðíîìó äîáóòêó ïiäïðîñòið ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó ñàì ¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì.

Âïðàâè

1. Íåõàé x⊥y. Òîäi
‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2

(àíàëîã òåîðåìè Ïiôàãîðà). ×è ïðàâèëüíå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ: ÿêùî ‖x+ y‖2 =
‖x‖2 + ‖y‖2, òî x⊥y?

2. Ïåðåâiðòå, ùî ââåäåíi íàìè ðàíiøå â ï. 6.2.2 íîðìè ïðîñòîðiâ l2 i L2, ïîðîäæåíi
âiäïîâiäíèìè ñêàëÿðíèìè äîáóòêàìè (äèâ. ïðèêëàäè II, III ï. 12.1.1).

3. Äîâåäiòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y � åëåìåíòiâ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü ïàðàëåëîãðàìà:

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2 ‖x‖2 + 2 ‖y‖2 .

Óâàãà! Ðiâíiñòü ïàðàëåëîãðàìà áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñü íèæ÷å â ï. 12.2.1.
4. Íåõàé xn, x, yn i y � åëåìåíòè ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H, xn → x, yn → y (n → ∞).
Òîäi 〈xn, yn〉 → 〈x, y〉 (n→∞).

5. Ïåðåâiðòå, ùî â áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ C [0, 1] , L1 [0, 1] , c0 i l1 ðiâíiñòü ïàðàëåëîãðàìà
íå âèêîíó¹òüñÿ.

6. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ x, y íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X âèêîíó¹-
òüñÿ ðiâíiñòü ïàðàëåëîãðàìà, òî íîðìà ïðîñòîðó X ïîðîäæó¹òüñÿ äåÿêèì ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì.

12.2. Ãåîìåòðiÿ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó

12.2.1. Òåîðåìà ïðî íàéêðàùå íàáëèæåííÿ

Òåîðåìà. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, A ⊂ H � îïóêëà çàìêíåíà ìíîæèíà. Òîäi äëÿ
áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà h ïðîñòîðó H â A iñíó¹ ¹äèíèé íàéáëèæ÷èé äî h åëåìåíò. Iíøèé
ñëîâàìè, iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò a0 ∈ A, äëÿ ÿêîãî ‖h− a0‖ = ρ(h,A).



12.2. Ãåîìåòðiÿ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó 5

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ρ(h,A) = ρ(0, A − h), òåîðåìó äîñòàòíüî äîâåñòè äëÿ âèïàäêó
h = 0. Ïîçíà÷èìî ρ(0, A) ÷åðåç r i ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

An =

{
a ∈ A : ‖a‖ 6 r +

1

n

}
= A ∩

(
r +

1

n

)
B̄H .

Ïåðåòèí óñiõ An � öå ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ÿêi ðîçòàøîâàíi íà âiäñòàíi r âiä íóëÿ. Òîáòî
íàì ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî

⋂∞
n=1An ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè. Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñü

ïðèíöèïîì âêëàäåíèõ ìíîæèí (ï. 1.3.3). Ìíîæèíè An óòâîðþþòü ñïàäíèé ëàíöþæîê
îïóêëèõ çàìêíåíèõ ìíîæèí. Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî diamAn → 0 (n→∞). Äëÿ îöiíêè
äiàìåòðà âiçüìåìî äâi äîâiëüíi òî÷êè x, y ∈ An òà çàñòîñó¹ìî ðiâíiñòü ïàðàëåëîãðàìà i
íåðiâíiñòü

r 6 ‖e‖ 6 r + 1/n,

ÿêà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî e ∈ An :

‖x− y‖2 = 2 ‖x‖2 + 2 ‖y‖2 − ‖x+ y‖2 = 2

(
‖x‖2 + ‖y‖2 − 2

∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥2
)
6

6 2
(
(r + 1/n)2 + (r + 1/n)2 − 2r2

)
=

8r

n
+

4

n2
.

Îòæå, diamAn 6
(

8r
n

+ 4
n2

)1/2 → 0 (n→∞).

Âïðàâè

1. Ïåðåâiðòå îïóêëiñòü i çàìêíåíiñòü ìíîæèí An â äîâåäåííi òåîðåìè ïðî íàéêðàùå
íàáëèæåííÿ.

2. Äå â äîâåäåííi âèêîðèñòîâóâàëàñü îïóêëiñòü ìíîæèí An?
3. Äå â äîâåäåííi âèêîðèñòîâóâàëîñü òå, ùî íîðìà ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó ïîðîäæåíà
ñêàëÿðíèì äîáóòêîì?

4.Ó ïðîñòîði C[0, 1] ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë F , ÿêèé äi¹ çà ïðàâèëîì F (x) =
∫ 1/2

0
x(t)dt−∫ 1

1/2
x(t)dt. Òîäi A = {x ∈ C[0, 1] : F (x) = 1} � îïóêëà çàìêíåíà ìíîæèíà, ÿêà íå ìi-

ñòèòü íàéáëèæ÷îãî äî íóëÿ åëåìåíòà (äèâ. òàêîæ ï. 6.4.2, âïðàâà 10).
5. Ó ïðîñòîði C[0, 1] ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó A âñiõ ôóíêöié, ÿêi íàáóâàþòü â íóëi çíà÷åííÿ
1. Ïåðåâiðòå, ùî âiäñòàíü âiä A äî 0 äîðiâíþ¹ 1, ùî öÿ âiäñòàíü äîñÿãà¹òüñÿ, àëå
íàéáëèæ÷à äî íóëÿ òî÷êà â A íå ¹äèíà.

6. Äëÿ íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X òàêi âëàñòèâîñòi åêâiâàëåíòíi:

� â áóäü-ÿêié îïóêëié ïiäìíîæèíi A ⊂ X äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x ∈ X, ÿêùî â A ¹
íàéáëèæ÷èé äî x åëåìåíò, òî öåé åëåìåíò ¹äèíèé;

� äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ íåêîëiíåàðíèõ âåêòîðiâ x, y ∈ X âèêîíó¹òüñÿ ñòðîãà íåðiâíiñòü
òðèêóòíèêà: ‖x+ y‖ < ‖x‖+ ‖y‖;

� ‖x+ y‖ < 2 äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ ðiçíèõ âåêòîðiâ x, y ∈ SX ;

� îäèíè÷íà ñôåðà ïðîñòîðó íå ìiñòèòü ïðÿìîëiíiéíèõ âiäðiçêiâ íåíóëüîâî¨ äîâæèíè
(îñòàííÿ âëàñòèâiñòü ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ ñòðîãîþ îïóêëiñòþ).

7. Íåõàé äëÿ ïiäìíîæèíè A íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X âèêîíó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ òåîðåìè
ïðî íàéêðàùå íàáëèæåííÿ: äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà h ïðîñòîðó X â A iñíó¹ ¹äèíèé
íàéáëèæ÷èé äî h åëåìåíò. Òîäi A çàìêíåíà.

8. Íåõàé äëÿ ïiäìíîæèíè A ñêií÷åííîâèìiðíîãî ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H âèêîíó¹òüñÿ
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ïðî íàéêðàùå íàáëèæåííÿ. Òîäi A îïóêëà.
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9. Ïîøèðòå òâåðäæåííÿ îñòàííüî¨ âïðàâè íà âèïàäîê íåñêií÷åííîâèìiðíîãî ãiëüáåðòî-
âîãî ïðîñòîðó2.

12.2.2. Îðòîãîíàëüíi äîïîâíåííÿ é îðòîïðîåêòîðè

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Åëåìåíò h ∈ H íàçèâàþòü îðòîãîíàëüíèì
äî ïiäìíîæèíè X ⊂ H (h⊥X), ÿêùî h îðòîãîíàëüíèé äî âñiõ åëåìåíòiâ ïiäìíîæèíè.
Ìíîæèíà âñiõ åëåìåíòiâ, îðòîãîíàëüíèõ äî ïiäìíîæèíè X, íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì
äîïîâíåííÿì äî X i ïîçíà÷à¹òüñÿ X⊥.

Òâåðäæåííÿ 1. X⊥ � ïiäïðîñòið â H (íàãàäà¹ìî, ùî â áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ,
à îòæå, i â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, çãiäíî ç ïðèéíÿòîþ íàìè äîìîâëåíiñòþ, òåðìií
ïiäïðîñòið áåç äîäàòêîâèõ åïiòåòiâ îçíà÷à¹ çàìêíåíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið).

Äîâåäåííÿ. X⊥ =
⋂
x∈X x

⊥. Òîìó äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà x
ìíîæèíà x⊥ � öå çàìêíåíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið â H. Àëå x⊥ çáiãà¹òüñÿ ç ÿäðîì F−1(0)
íåïåðåðâíîãî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà F : y 7→ 〈y, x〉 (äèâ. òåîðåìó ï. 12.1.3).

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ ïðÿìèì óçàãàëüíåííÿì ôàêòó, äîáðå âiäîìîãî ùå çi øêiëü-
íî¨ ãåîìåòði¨: ùîá çíàéòè â ïiäïðîñòîði X íàéáëèæ÷èé åëåìåíò äî òî÷êè h, ïîòðiáíî
îïóñòèòè ïåðïåíäèêóëÿð íà ïiäïðîñòið.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé X � ïiäïðîñòið ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H, h ∈ H, h0 ∈ X.
Òîäi òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(a) h0 � íàéáëèæ÷èé â X åëåìåíò äî h;

(b) h− h0 ∈ X⊥.

Äîâåäåííÿ. (a)⇒ (b). Ïðèïóñòèìî, ùî óìîâà (b) íå âèêîíó¹òüñÿ. Òîäi â X iñíó¹ åëåìåíò
x, äëÿ ÿêîãî 〈x, h− h0〉 6= 0. Äîìíîæèâøè çà íåîáõiäíîñòi x íà ñòàëó, îòðèìà¹ìî âåêòîð,
äëÿ ÿêîãî 〈x, h− h0〉 = 1. Çãiäíî óìîâè (a), äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0

‖h− h0‖2 6 ‖h− h0 − tx‖2 = ‖h− h0‖2 − 2t+ t2 ‖x‖2 .

Òîáòî ïðè áóäü-ÿêîìó t > 0 ìà¹ìî t2 ‖x‖2 − 2t > 0, ùî î÷åâèäíî íå âèêîíó¹òüñÿ ïðè
t = ‖x‖−2.

(b)⇒ (a). Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé åëåìåíò h1 ∈ X. Ìà¹ìî

‖h− h1‖2 = ‖(h− h0)− (h0 − h1)‖2 = ‖h− h0‖2 + ‖h0 − h1‖2 > ‖h− h0‖2 .

Òîáòî h0 � íàéáëèæ÷èé â X åëåìåíò äî h, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Òåîðåìà. Íåõàé X � ïiäïðîñòið ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H. Òîäi H ðîçïàäà¹òüñÿ
â ïðÿìó ñóìó ïiäïðîñòîðiâ X i X⊥: H = X ⊕X⊥.

Äîâåäåííÿ. Íàì ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî 1) X ∩ X⊥ = {0}, i 2) äëÿ áóäü-ÿêîãî h ∈ H
iñíóþòü òàêi x ∈ X i y ∈ X⊥, ùî h = x + y. 1) Íåõàé äåÿêèé åëåìåíò x íàëåæèòü
îäíî÷àñíî äî ïiäïðîñòîðiâ X i X⊥. Òîäi x⊥x, òîáòî 〈x, x〉 = 0, i, âiäòàê, x = 0.

2) Íåõàé h ∈ H � äîâiëüíèé åëåìåíò. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x íàéáëèæ÷èé äî h åëå-
ìåíò ïiäïðîñòîðó X i ïîêëàäåìî y = h − x. Òîäi x ∈ X, y ∈ X⊥ (çà äîâåäåíèì âèùå
òâåðäæåííÿì 2) i h = x+ y.

2ßêùî Âàì öå âäàñòüñÿ � ïóáëiêóéòå! Ïðèíàéìíi, íà ÷àñ íàïèñàííÿ öüîãî êóðñó çàäà÷à çàëèøàëàñü
íåðîçâ'ÿçàíîþ.
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Îñêiëüêè H = X ⊕X⊥, iñíó¹ (äèâ. ï. 10.3.2) îáìåæåíèé ïðîåêòîð P íà ïiäïðîñòið
X ç KerP = X⊥. Äiþ öüîãî ïðîåêòîðà ìîæíà áåçïîñåðåäíüî îïèñàòè ó òàêèé ñïîñiá: äëÿ
áóäü-ÿêîãî h ∈ H çàïèøåìî çîáðàæåííÿ h = x+y, äå x ∈ X, y ∈ X⊥. Òîäi Ph = x. Òàêèé
ïðîåêòîð P íàçèâà¹òüñÿ îðòîïðîåêòîðîì íà ïiäïðîñòið X. ×èòà÷ êðàùå îçíàéîìèòüñÿ
ç âëàñòèâîñòÿìè îðòîïðîåêòîðiâ, ðîçâ'ÿçàâøè íèæ÷åíàâåäåíi âïðàâè.

Çàóâàæåííÿ. ßê ìè ùîéíî äîâåëè, â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði iñíó¹ îáìåæåíèé
ïðîåêòîð íà áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið. Âiäîìà é îáåðíåíà òåîðåìà Ëiíäåíøòðàóññà-Öàôðiði
[L-T1]: ÿêùî â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið äîïîâíþâàíèé, òî X içî-
ìîðôíèé äî ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó.

Âïðàâè

1. Îðòîïðîåêòîð íà ïiäïðîñòið X ⊂ H ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó åëåìåíòó h ∈ H
íàéáëèæ÷èé äî h åëåìåíò ïiäïðîñòîðó X.

2. Íîðìà îðòîïðîåêòîðà íà íåíóëüîâèé ïiäïðîñòið äîðiâíþ¹ îäèíèöi.
3. ßêùî äåÿêèé ïðîåêòîð P íà ïiäïðîñòið X ìà¹ ‖P‖ = 1, òî öå � îðòîïðîåêòîð.
4. Äîâåäiòü, ùî îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ äî ïiäìíîæèíè � öå çàìêíåíèé ëiíiéíèé
ïiäïðîñòið, ñïèðàþ÷èñü áåçïîñåðåäíüî íà îçíà÷åííÿ.

5. Íåõàé X � ïiäïðîñòið ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H. Òîäi (X⊥)⊥ = X.
6. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè X ⊂ H ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ: (X⊥)⊥ çáiãà¹òüñÿ iç
çàìèêàííÿì ëiíiéíî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè X.

7. Íåõàé ek ∈ H, k = 1, 2, ...; X = Lin {ek}∞1 . Òîäi äëÿ òîãî, ùîá åëåìåíò y ∈ H íàëåæàâ
äî X⊥, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá y áóâ îðòîãîíàëüíèé äî âñiõ ek. Iíøèìè ñëîâàìè,
X⊥ =

⋂
k∈N

e⊥k .

12.2.3. Òåîðåìà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â

ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

Òåîðåìà. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëà F , çàäàíîãî íà ãiëüáåð-
òîâîìó ïðîñòîði H, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò h ∈ H, ùî F (x) = 〈x, h〉 äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ H.
Òàêèé åëåìåíò h âèçíà÷åíèé îäíîçíà÷íî, i ‖F‖ = ‖h‖.

Äîâåäåííÿ. Ó âèïàäêó ôóíêöiîíàëà F , ùî òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ, òâåðäæåííÿ î÷å-
âèäíå. Íåõàé F 6= 0. Ïîçíà÷èìî ÿäðî ôóíêöiîíàëà F ÷åðåç X. Òîäi iñíó¹ åëåìåíò e
îäèíè÷íî¨ íîðìè, îðòîãîíàëüíèé X. Çà øóêàíèé åëåìåíò âiçüìåìî h = F (e)e. Çà òàêîãî
âèáîðó F (x) = 〈x, h〉 äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X. Ðiâíiñòü F (x) = 〈x, h〉 âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
x = e. Îòæå, F (x) = 〈x, h〉 äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ Lin{e,X}. Àëå X � öå ãiïåðïiäïðî-
ñòið â H (äèâ. ï. 5), îòæå, Lin{e,X} = H i F (x) = 〈x, h〉 íà âñüîìó ïðîñòîði. Ðiâíiñòü
‖F‖ = ‖h‖ áóëî äîâåäåíî âèùå, â ï. 12.1.3. Çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè ¹äèíiñòü åëåìåí-
òà h. Íåõàé h1 ∈ H � òàêèé åëåìåíò, ùî F (x) = 〈x, h1〉 äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ H. Òîäi
〈x, h− h1〉 = 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ H, çîêðåìà 〈h− h1, h− h1〉 = 0. Òîáòî h − h1 = 0 i
h = h1. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ. Ìiðêóâàííÿ, âèêîðèñòàíå â êiíöi äîâåäåííÿ, ìîæíà ïîäàòè îêðåìèì
òâåðäæåííÿì: ÿêùî 〈x, h1〉 = 〈x, h2〉 äëÿ âñiõ x ∈ H, òî h1 = h2. Öèì òâåðäæåííÿì ìè
áóäåìî íåîäíîðàçîâî êîðèñòóâàòèñÿ íàäàëi.

Âïðàâè

1. Ó âèùåíàâåäåíîìó äîâåäåííi ðîçãëÿíóòî òiëüêè âèïàäîê F 6= 0 (äî ðå÷i, äå ìè êîðè-
ñòóâàëèñü íåÿâíî öi¹þ óìîâîþ?). Ïðîàíàëiçóéòå ñàìîñòiéíî âèïàäîê F = 0.

2. Ó ÿêèé ñïîñiá âèêîðèñòîâóâàëàñü íåïåðåðâíiñòü ôóíêöiîíàëà F?
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3. ×îìó ç âèêîíàííÿ ðiâíîñòi F (x) = 〈x, h〉 äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X i äëÿ x = e âèïëèâà¹
âèêîíàííÿ öi¹¨ ðiâíîñòi äëÿ âñiõ x ∈ Lin{e,X}?

4. ×è âàæëèâà â äîâåäåíié òåîðåìi ïîâíîòà ïðîñòîðó H?
5. Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ U : H → H∗ ó òàêèé ñïîñiá: äëÿ áóäü-ÿêîãî h ∈ H ôóíêöiî-
íàë Uh äi¹ çà ïðàâèëîì (Uh)(x) = 〈x, h〉. Äîâåäiòü, ùî âiäîáðàæåííÿ U ái¹êòèâíå,
àäèòèâíå (òîáòî U(h1 + h2) = Uh1 + Uh2), àëå íå îäíîðiäíå. Çàìiñòü îäíîðiäíîñòi
ñïðàâäæó¹òüñÿ ôîðìóëà U(λh) = λ̄U(h).

6. Íåõàé H � ïiäïðîñòið ïðîñòîðó L2[0, 1], ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîëiíîìiâ ñòåïåíÿ íå âè-
ùîãî çà 2. Çîáðàçiòü ôóíêöiîíàë F íà H, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ F (f) = f(0) ó
âèãëÿäi F (f) = 〈f, h〉, âêàçàíîìó â òåîðåìi ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiî-
íàëà â H. Òå ñàìå äëÿ ôóíêöiîíàëà F1 íà H, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ F1(f) = f ′(0).

7. Ñïèðàþ÷èñü íà òåîðåìè ï. 12.1.3 i âïðàâó 2 ï. 9.1.2, äîâåäiòü òàêèé n-âèìiðíèé àíàëîã
âiäîìî¨ ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ âiäñòàíi âiä òî÷êè äî ïëîùèíè. Íåõàé ãiïåðïëîùèíà
A â n-âèìiðíîìó êîîðäèíàòíîìó ïðîñòîði çàäàíà ðiâíÿííÿì a1x1 + ... + anxn = b.
Òîäi âiäñòàíü âiä áóäü-ÿêîãî âåêòîðà x = (x1, ..., xn) äî ãiïåðïëîùèíè A âèðàæà¹òüñÿ
ôîðìóëîþ

ρ(x,A) =
|a1x1 + ...+ anxn − b|√

a2
1 + ...+ a2

n

.

8. Íåõàé ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü a = (a1, a2, ...) ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü: äëÿ áóäü-ÿêîãî x =
(x1, x2, ...) ∈ l2 ðÿä

∑∞
m=1 amxm çáiãà¹òüñÿ. Òîäi a ∈ l2 i ôîðìóëà f(x) =

∑∞
m=1 amxm

çàäà¹ íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà l2.
Çà äîïîìîãîþ ïîïåðåäíüî¨ âïðàâè íàñòóïíà òåîðåìà çâîäèòüñÿ äî òåîðåìè ïðî çà-

ìêíåíèé ãðàôiê.
9. Íåõàé íåñêií÷åííà ìàòðèöÿ A = (an,m)∞n,m=1 ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü: äëÿ áóäü-ÿêîãî x =

(x1, x2, ...) ∈ l2 i áóäü-ÿêîãî n ∈ N ðÿä
∑∞

m=1 an,mxm çáiãà¹òüñÿ, i ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü
Ax = (

∑∞
m=1 an,mxm)

∞
n=1 íàëåæèòü äî l2 (iíøèìè ñëîâàìè, îïåðàòîð ìíîæåííÿ íà

ìàòðèöþ A âiäîáðàæà¹ l2 â l2). Òîäi îïåðàòîð ìíîæåííÿ íà ìàòðèöþ A íåïåðåðâíèé,
ÿê îïåðàòîð, ùî âiäîáðàæà¹ l2 â l2.

12.3. Îðòîãîíàëüíi ðÿäè

Ïåðåõîäèìî äî âèâ÷åííÿ ðîçäiëó, ÿêèé ïåâíîþ ìiðîþ âæå âèâ÷àëè â iíøèõ óíiâåðñèòåò-
ñüêèõ êóðñàõ: â êóðñi ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó � ïðè âèâ÷åííi òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ
i â êóðñi ëiíiéíî¨ àëãåáðè � ïðè ïîáóäîâi îðòîíîðìîâàíèõ áàçèñiâ ó ñêií÷åííîâèìiðíèõ
åâêëiäîâèõ ïðîñòîðàõ.

12.3.1. Êðèòåðié çáiæíîñòi îðòîãîíàëüíîãî ðÿäó

Ëåìà. Íåõàé åëåìåíòè (xk)
n
1 ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðóH ïîïàðíî îðòîãîíàëüíi: 〈xk, xj〉 =

0 ïðè k 6= j. Òîäi

∥∥∥∥ n∑
k=1

xk

∥∥∥∥2

=
n∑
k=1

‖xk‖2.

Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíî ñêîðèñòàòèñü îçíà÷åííÿì íîðìè, ðîçêðèòè äóæêè i âèêðåñëèòè
íóëüîâi äîäàíêè:∥∥∥∥∥

n∑
k=1

xk

∥∥∥∥∥
2

=

〈
n∑
k=1

xk,

n∑
k=1

xk

〉
=

n∑
k=1

〈xk, xk〉+
n∑

k,j=1, k 6=j

〈xk, xj〉 =
n∑
k=1

‖xk‖2.
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Òåîðåìà. Íåõàé (xk)
∞
1 � ïîñëiäîâíiñòü ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ãiëüáåð-

òîâîãî ïðîñòîðó H. Òîäi äëÿ çáiæíîñòi ðÿäó
∑∞

k=1 xk íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá çáiãàâñÿ
÷èñëîâèé ðÿä

∑∞
k=1 ‖xk‖

2.

Äîâåäåííÿ. Çà êðèòåði¹ì Êîøi, äëÿ çáiæíîñòi ðÿäó
∑∞

k=1 xk íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá
‖
∑m

k=n xk‖
2 −−−−→
n,m→∞

0. Öÿ óìîâà ç îãëÿäó íà äîâåäåíó ëåìó åêâiâàëåíòíà óìîâi
∑m

k=n ‖xk‖
2 −−−−→
n,m→∞

0, ùî, çíîâó æ òàêè çà êðèòåði¹ì Êîøi, ðiâíîñèëüíî çáiæíîñòi ðÿäó
∑∞

k=1 ‖xk‖
2.

Çàóâàæåííÿ. ßêùî ðÿä ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèõ äîäàíêiâ
∑∞

k=1 xk çáiãà¹òüñÿ, òî
ïðîñòèì ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì ïðè n → ∞ ç ôîðìóëè ‖

∑n
k=1 xk‖

2
=
∑n

k=1 ‖xk‖
2 îòðè-

ìó¹ìî ðiâíiñòü ‖
∑∞

k=1 xk‖
2

=
∑∞

k=1 ‖xk‖
2.

Âïðàâà

Íåõàé
∑+∞
−∞ ake

ikt � ðÿä â L2 [0, 2π]. Çà ÿêî¨ óìîâè íà êîåôiöi¹íòè ak ðÿä çáiãà¹òüñÿ
â L2 [0, 2π]? ×îìó äîðiâíþ¹ íîðìà ñóìè öüîãî ðÿäó?

12.3.2. Îðòîíîðìîâàíi ñèñòåìè. Íåðiâíiñòü Áåññåëÿ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó ÷åðåç Γ ïîçíà÷àòèìåòüñÿ ñêií÷åííà àáî çëi-
÷åííà ìíîæèíà iíäåêñiâ. Ïðîòå âèêëàä áóäå ïîáóäîâàíî òàê, ùîá ÷èòà÷ áåç âåëèêèõ
òðóäíîùiâ ìiã ïîøèðèòè îñíîâíi òâåðäæåííÿ i íà âèïàäîê íåçëi÷åííîãî Γ.

Îçíà÷åííÿ. Ñèñòåìà {xk}k∈Γ åëåìåíòiâ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H íàçèâà¹òüñÿ îð-
òîíîðìîâàíîþ ñèñòåìîþ, ÿêùî xk ïîïàðíî îðòîãîíàëüíi i íîðìè âñiõ xk äîðiâíþþòü
1. Öi äâi óìîâè ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ðàçîì ôîðìóëîþ 〈xk, xj〉 = δk,j, äå δk,j � öå ñèì-
âîë Êðîíåêåðà. Êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹ åëåìåíòà h ∈ H çà îðòîíîðìîâàíîþ ñèñòåìîþ
{xk}k∈Γ íàçèâàþòüñÿ ÷èñëà ĥk = 〈h, xk〉, k ∈ Γ.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïðîÿñíþ¹ çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé {xk}k∈Γ � îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà, {ak}k∈Γ � ñêàëÿðè i
h =

∑
k∈Γ akxk (ÿêùî â îñòàííié ñóìi íåñêií÷åííå ÷èñëî íåíóëüîâèõ äîäàíêiâ, òî ñóìó

ðîçóìi¹ìî ÿê ðÿä, çàïèñàíèé â äåÿêîìó ôiêñîâàíîìó ïîðÿäêó). Òîäi ak = ĥk ïðè âñiõ
k ∈ Γ.

Äîâåäåííÿ. Ïîìíîæèìî ñêàëÿðíî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi h =
∑

k∈Γ akxk íà åëåìåíò
xj. Îäåðæèìî 〈h, xj〉 =

∑
k∈Γ

ak 〈xk, xj〉. Çãàäà¹ìî, ùî 〈xk, xj〉 = δk,j, òîáòî âñÿ ñóìà â

ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî äîäàíêà aj, îòðèìó¹ìî ïîòðiáíó
ðiâíiñòü aj = 〈h, xj〉.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé {xk}k∈Γ � îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà åëåìåíòiâ ãiëüáåðòîâîãî
ïðîñòîðó H, ïiäïðîñòið X � öå çàìèêàííÿ ëiíiéíî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè {xk}k∈Γ, h ∈ H.
Äëÿ òîãî, ùîá åëåìåíò h0 ∈ X áóâ íàéáëèæ÷èì â X äî h, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá
êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ åëåìåíòà h0 çà ñèñòåìîþ {xk}k∈Γ çáiãàëèñÿ ç âiäïîâiäíèìè êîåôiöi-
¹íòàìè Ôóð'¹ åëåìåíòà h.

Äîâåäåííÿ. Íà ïiäñòàâi òâåðäæåííÿ 2 ï. 12.2.2, h0 � íàéáëèæ÷èé âX åëåìåíò äî h òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè h−h0 ∈ X⊥. ÎñêiëüêèX = Lin {xk}k∈Γ, òî óìîâà h−h0 ∈ X⊥ åêâiâàëåí-
òíà îäíî÷àñíîìó âèêîíàííþ ðiâíîñòåé
〈h− h0, xk〉 = 0 ïðè âñiõ k ∈ Γ, ùî, â ñâîþ ÷åðãó, îçíà÷à¹ ïîòðiáíó ðiâíiñòü 〈h0, xk〉 =
〈h, xk〉, k ∈ Γ.
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Òåîðåìà (íåðiâíiñòü Áåññåëÿ). Íåõàé {xk}k∈Γ � îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà â ãiëü-

áåðòîâîìó ïðîñòîði H, h ∈ H. Òîäi
∑

k∈Γ |ĥk|
2
6 ‖h‖2 .

Äîâåäåííÿ. Íåðiâíiñòü Áåññåëÿ äîñòàòíüî äîâåñòè äëÿ ñêií÷åííèõ îðòîíîðìîâàíèõ ñè-

ñòåì: ÿêùî
∑

k∈∆ |ĥk|
2
6 ‖h‖2 äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè ∆ ⊂ Γ, òî i ñóìà ïî

âñüîìó Γ îöiíþ¹òüñÿ òèì ñàìèì ÷èñëîì.
Íåõàé ìíîæèíà Γ ñêií÷åííà. Ðîçãëÿíåìî åëåìåíò x =

∑
k∈Γ ĥkxk. Çãiäíî ç òâåðäæå-

ííÿì 1, x̂k = ĥk. Çà òâåðäæåííÿì 2, x � öå íàéáëèæ÷èé â ïiäïðîñòîði X = Lin {xk}k∈Γ

åëåìåíò äî h, òîìó, (h− x)⊥x i ‖x‖2 + ‖h− x‖2 = ‖h‖2. Îòæå,

∑
k∈Γ

∣∣∣ĥk∣∣∣2 = ‖x‖2 6 ‖h‖2 . 2

Âïðàâè

1. ×îìó â äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 1 ìè ìàëè ïðàâî âíîñèòè ñêàëÿðíèé äîáóòîê ïiä çíàê
ñóìè?

2.×îìó â ôîðìóëþâàííi íåðiâíîñòi Áåññåëÿ
∑

k∈Γ |ĥk|
2
íå çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó, â ÿêîìó

âèïèñàíi äîäàíêè?

Íåõàé Γ � äåÿêà, ìîæëèâî íåçëi÷åííà ìíîæèíà iíäåêñiâ. Çà îçíà÷åííÿì, ðÿä
∑

k∈Γ xk
åëåìåíòiâ áàíàõîâîãî ïðîñòîðó áåçóìîâíî çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà x, ÿêùî äëÿ áóäü-
ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà ∆ ⊂ Γ, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åííî¨
ïiäìíîæèíè ∆1 ⊂ Γ, ÿêùî ∆1 ⊃ ∆, òî

∥∥x−∑k∈∆1
xk
∥∥ < ε. (Ïî ñóòi, òóò éäå ìîâà

ïðî çáiæíiñòü çà äåÿêîþ íàïðÿìëåíiñòþ. Ïîðiâíÿéòå ç âïðàâîþ 5 ï. 4.1.2). Íåõàé ðÿä∑
k∈Γ xk åëåìåíòiâ áàíàõîâîãî ïðîñòîðó áåçóìîâíî çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà x. Òîäi:

3. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 êiëüêiñòü äîäàíêiâ, çà íîðìîþ áiëüøèõ íiæ ε, ñêií÷åííà.
4. Êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ äîäàíêiâ ðÿäó íå áiëüø íiæ çëi÷åííà.
5. ßêùî âñi íåíóëüîâi äîäàíêè öüîãî ðÿäó âèïèñàòè ó äîâiëüíèé ñïîñiá â ïîñëiäîâíiñòü
xk1 , xk2 , ..., òî îòðèìàíèé ðÿä

∑∞
n=1 xkn çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà x â çâè÷àéíîìó ðîçó-

ìiííi.
6. Ïåðåâiðòå, ùî ÿêùî ïiä çáiæíiñòþ ðÿäó íåçëi÷åííîãî ÷èñëà äîäàíêiâ ðîçóìiòè áåç-
óìîâíó çáiæíiñòü, òî òâåðäæåííÿ ïðî îðòîãîíàëüíi ðÿäè i îðòîíîðìîâàíi ñèñòåìè,
äîâåäåíi â îñòàííiõ äâîõ ïóíêòàõ, çáåðiãàþòü ñèëó i äëÿ íåçëi÷åííèõ ñèñòåì i ðÿäiâ.

12.3.3. Ðÿäè Ôóð'¹, îðòîíîðìîâàíi áàçèñè i ðiâíiñòü

Ïàðñåâàëÿ

Ðÿä
∑∞

n=1 ĥnen, äå ĥn � âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹, íàçèâà¹òüñÿ ðÿäîì Ôóð'¹ åëåìåíòà
h ∈ H çà ñèñòåìîþ {en}∞1 ⊂ H.

Òåîðåìà 1. Íåõàé {en}∞1 � îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H,
X = Lin {ek}∞1 i P � îðòîïðîåêòîð íà ïiäïðîñòið X. Òîäi ðÿä Ôóð'¹ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà
h ∈ H çáiãà¹òüñÿ i éîãî ñóìà äîðiâíþ¹ Ph.

Äîâåäåííÿ. Çáiæíiñòü ðÿäó
∑∞

n=1 ĥnen âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi Áåññåëÿ
(ï. 12.3.2) i êðèòåðiþ çáiæíîñòi îðòîãîíàëüíîãî ðÿäó (ï. 12.3.1). Äàëi, åëåìåíò h ìî-
æíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

h =

(
∞∑
n=1

ĥnen

)
+

(
h−

∞∑
n=1

ĥnen

)
,
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äå, âî÷åâèäü,
∑∞

n=1 ĥnen ∈ X, à h−
∑∞

n=1 ĥnen ∈ X⊥ (äèâ. âïðàâó 7 ï. 12.2.2). Çà îçíà÷åí-
íÿì îðòîïðîåêòîðà, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Ph =∑∞

n=1 ĥnen.

Îçíà÷åííÿ. Ïîâíà îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà {en}∞1 â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H íà-
çèâà¹òüñÿ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì. Iíøèìè ñëîâàìè, {en}∞1 óòâîðþþòü îðòîíîðìîâà-
íèé áàçèñ, ÿêùî 〈ek, ej〉 = δk,j äëÿ âñiõ k, j ∈ N i Lin {ek}∞1 = H.

ßêùî â óìîâàõ òåîðåìè 1 {en}∞1 � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, òî X = H i îðòîïðîåêòîð
P � öå ïðîñòî òîòîæíèé îïåðàòîð. Çâiäñè îòðèìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Íåõàé {en}∞1 � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â ïðîñòîði H. Òîäi ðÿä Ôóð'¹

áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà h ∈ H çáiãà¹òüñÿ i
∑∞

n=1 ĥnen = h.

Âïðàâè

1. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið,
∞∑
n=1

ĥnen � ðÿä Ôóð'¹ åëåìåíòà h ∈ H. Òàêi óìîâè

åêâiâàëåíòíi:

�
∞∑
n=1

ĥnen = h;

� äëÿ åëåìåíòà h âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ:
∞∑
n=1

|ĥk|2 = ‖h‖2 .

2. ßêùî {en}∞1 � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, òî ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-
ÿêîãî åëåìåíòà h ∈ H.

3. Ïiäáåðiòü êîåôiöi¹íòè ak òàê, ùîá ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié fk = ake
ikt, k ∈ Z óòâîðþ-

âàëà îðòîíîðìîâàíó ñèñòåìó â L2 [0, 2π].
4. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü (fk) íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié óòâîðþ¹ îðòîíîðìî-
âàíó ñèñòåìó â L2 [0, 2π]. Äîâåäiòü, ùî ïîõiäíi ôóíêöié (fk) íå ìîæóòü áóòè îáìåæå-
íèìè â ñóêóïíîñòi.

5. Íàâåäiòü ïðèêëàä ïîñëiäîâíîñòi (fk) íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ç îáìåæå-
íèìè â ñóêóïíîñòi ïîõiäíèìè, ÿêà óòâîðþ¹ îðòîíîðìîâàíó ñèñòåìó â L2 (−∞,+∞).

6. (Íåðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à.) Íåõàé f : R+ → R � íåïåðåðâíà îáìåæåíà ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨
ôóíêöi¨ fk(t) = f(kt), k = 0, 1, ... óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíó ñèñòåìó â L2 [0, 2π]. ×è
ïîâèííà ôóíêöiÿ f áóòè ïåðiîäè÷íîþ?

12.3.4. Îðòîãîíàëiçàöiÿ çà Ãðàìîì�Øìiäòîì i òåîðåìà iñíóâàííÿ

îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó

Òåîðåìà 1. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, {xn}∞1 ⊂ H � ëiíiéíî íåçàëåæíà ïîñëi-
äîâíiñòü, Xn = Lin {xk}n1 . Òîäi iñíó¹ îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà {en}∞1 , ÿêà ìà¹ òàêó âëà-
ñòèâiñòü: Lin {ek}n1 = Xn äëÿ âñiõ n. Òàêà îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà {en}∞1 íàçèâà¹òüñÿ
îðòîãîíàëiçàöiÿ çà Ãðàìîì�Øìiäòîì ñèñòåìè {xn}∞1 .

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Pn îðòîïðîåêòîð íà Xn. Ïîêëàäåìî

e1 =
x1

‖x1‖
, e2 =

x2 − P1x2

‖x2 − P1x2‖
, ..., en+1 =

xn+1 − Pnxn+1

‖xn+1 − Pnxn+1‖
, ....

Ïðè òàêîìó îçíà÷åííi âñi ek ïðè k 6 n ëåæàòü â Xn, à en+1 îðòîãîíàëüíèé äî Xn. Òîáòî
ïðè êîæíîìó n âåêòîð en+1 îðòîãîíàëüíèé äî âñiõ ïîïåðåäíiõ ek. Êðiì òîãî, íîðìè âñiõ
ek äîðiâíþþòü 1. Îòæå, {en}∞1 � îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà. Çà ïîáóäîâîþ, Lin {ek}n1 ⊂ Xn

i âèìiðíîñòi öèõ ïðîñòîðiâ çáiãàþòüñÿ. Îòæå, Lin {ek}n1 = Xn.
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Çàóâàæåííÿ. Îñêiëüêè {ek}n1 óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â Xn, äëÿ áóäü-
ÿêîãî h ∈ H, çà òåîðåìîþ 1 ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó (ï. 12.3.3), Pnh =

∑n
k=1 ĥkek. Òîáòî ek

ìîæíà áóäóâàòè ïî {xn}∞1 ÿâíî, âèêîðèñòîâóþ÷è òàêó ðåêóðåíòíó ôîðìóëó:

en+1 =

xn+1 −
n∑
k=1

〈xn+1, ek〉 ek∥∥∥∥xn+1 −
n∑
k=1

〈xn+1, ek〉 ek
∥∥∥∥ .

Òåîðåìà 2. Ó áóäü-ÿêîìó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó ñåïàðàáåëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó
ïðîñòîði iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ.

Äîâåäåííÿ. Ó ñåïàðàáåëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H iñíó¹ çëi÷åííà ùiëüíà ïîñëi-
äîâíiñòü. Âèêèíóâøè ç öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòè, ëiíiéíî çàëåæíi ç ïîïåðåäíiìè,
îòðèìà¹ìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ïîñëiäîâíiñòü {xn}∞1 ⊂ H, ïîâíó â H. Íåõàé {en}∞1 �
îðòîãîíàëiçàöiÿ çà Ãðàìîì�Øìiäòîì ïîñëiäîâíîñòi {xn}∞1 . Òîäi {en}

∞
1 � îðòîíîðìîâà-

íà ñèñòåìà, Lin {ek}∞1 = Lin {xk}∞1 . Òîáòî ïîáóäîâàíà ñèñòåìà {en}
∞
1 ïîâíà â H, ùî çà

îçíà÷åííÿì äà¹, ùî {en}∞1 � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðó H.

Âïðàâè

1.Ó äîâåäåííi òåîðåìè 1 ìè çàçíà÷àëè, ùî âåêòîð en+1 îðòîãîíàëüíèé äî âñiõ ïîïåðåäíiõ
ek. ×îìó âií îðòîãîíàëüíèé i äî âñiõ íàñòóïíèõ ek?

2. ×îìó çíàìåííèê ó ôîðìóëi en+1 =
xn+1 − Pnxn+1

‖xn+1 − Pnxn+1‖
íå äîðiâíþ¹ íóëþ?

3. Ó òåîðåìi 1 äîâåäåíî iñíóâàííÿ îðòîãîíàëiçàöi¨ çà Ãðàìîì�Øìiäòîì ïîñëiäîâíîñòi
(xn)∞1 . ×è ¹äèíà öÿ îðòîãîíàëiçàöiÿ?

4. ßêîþ âëàñòèâiñòþ ïðîåêòîðà Pn ìè êîðèñòóâàëèñü, ñòâåðäæóþ÷è, ùî en+1 îðòîãî-
íàëüíèé äî Xn?

5. Îá ðóíòóéòå ðiâíiñòü Lin {ek}∞1 = Lin {xk}∞1 ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.
6. Äîâåäiòü, ùî ñiì'ÿ âñiõ îðòîíîðìîâàíèõ ñèñòåì â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H, âïî-
ðÿäêîâàíà çà âêëþ÷åííÿì, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëåìè Öîðíà. Çâiäñè ìîæíà âèâåñòè
ÿê òåîðåìó iñíóâàííÿ îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó â ñåïàðàáåëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðî-
ñòîði, òàê i ¨¨ àíàëîã äëÿ íåñåïàðàáåëüíîãî âèïàäêó. Íåäîëiê òàêîãî ìiðêóâàííÿ �
âiäñóòíiñòü ÿâíî¨ êîíñòðóêöi¨ áàçèñó.

7. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Òîäi ó áóäü-ÿêèõ äâîõ îðòîíîðìîâàíèõ áàçèñiâ â H
îäíà i òà ñàìà ïîòóæíiñòü (¾êiëüêiñòü åëåìåíòiâ¿).

12.3.5. Òåîðåìà ïðî içîìîðôiçì

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé H1, H2 � ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè. Îïåðàòîð T : H1 → H2 íàçèâà¹òüñÿ
içîìîðôiçìîì ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ, ÿêùî T ái¹êòèâíèé i 〈Tx, Ty〉 = 〈x, y〉 äëÿ áóäü-
ÿêèõ x, y ∈ H1. Ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè H1, H2 íàçèâàþòüñÿ içîìîðôíèìè, ÿêùî iñíó¹
içîìîðôiçì ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ T : H1 → H2.

Òåîðåìà. Áóäü-ÿêèé ñåïàðàáåëüíèé íåñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H içî-
ìîðôíèé ïðîñòîðó l2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {en}∞1 � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â H. Îçíà÷èìî îïåðàòîð T : H → l2
ôîðìóëîþ Th = (〈h, e1〉 , 〈h, e2〉 , ..., 〈h, en〉 , ...). Òîáòî åëåìåíòó h ∈ H ñòàâèìî ó âiä-
ïîâiäíiñòü ïîñëiäîâíiñòü éîãî êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹. Çà íåðiâíiñòþ Áåññåëÿ, Th ∈ l2 i
‖Th‖ 6 ‖h‖. Â îïåðàòîðà T iñíó¹ îáåðíåíèé � T−1, ÿêèé äi¹ ç l2 â H çà ïðàâèëîì

T−1 (an)∞1 =
∞∑
n=1

anen.
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Îòæå, îïåðàòîð T îáîðîòíèé, òîáòî âií ái¹êòèâíèé. Çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè ðiâíiñòü

〈Tx, Ty〉 = 〈x, y〉. Îòîæ, íåõàé x =
∞∑
n=1

anen i y =
∞∑
n=1

bnen � äîâiëüíi åëåìåíòè ïðîñòîðó

H. Ìà¹ìî

〈x, y〉 =

〈
∞∑
k=1

akek,
∞∑
j=1

bjek

〉
=

=
∞∑
k=1

(
∞∑
j=1

akb̄j 〈ek, ej〉

)
=
∞∑
k=1

akb̄k = 〈Tx, Ty〉 . 2

Îñêiëüêè âñi ñåïàðàáåëüíi íåñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè içîìîðôíi ìiæ
ñîáîþ, ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi êîíêðåòíî¨ çàäà÷i ìîæíà âèáèðàòè òîé ç ïðîñòîðiâ, ÿêèé ¹
çðó÷íiøèì ó öüîìó âèïàäêó. Íàâåäåìî ïðèêëàä. Ó âïðàâi 5 ï. 11.1.6 ïðîïîíóâàëîñÿ
ïåðåâiðèòè iñíóâàííÿ i îá÷èñëèòè ñïåêòð îïåðàòîðà A, ÿêèé ìà¹ â êàíîíi÷íîìó áàçèñi
ïðîñòîðó l2 äâîäiàãîíàëüíó ìàòðèöþ, äå íà öèõ äiàãîíàëÿõ ðîçòàøîâàíi îäèíèöi. Ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç H2 ïiäïðîñòið ïðîñòîðó L2 [0, 1], óòâîðåíèé çàìèêàííÿì ëiíiéíî¨ îáîëîíêè
îðòîíîðìîâàíî¨ ñèñòåìè en = e2πint, n = 0, 1, 2, .... Ðîçãëÿíåìî â H2 îïåðàòîð T ìíî-
æåííÿ íà ôóíêöiþ g(t) = 1 + e2πit, ÿêèé äi¹ çà ïðàâèëîì Tf = g · f . Ó ââåäåíîìó íàìè
áàçèñi en ìàòðèöåþ îïåðàòîðà T áóäå

1 0 0 0 . . .
1 1 0 0 . . .
0 1 1 0 . . .
0 0 1 1
...

...
. . . . . .

 ,

òîáòî òà ñàìà ìàòðèöÿ, ùî é â A. Âiäïîâiäíî, çàìiñòü òîãî, ùîá ðîçãëÿäàòè îïåðàòîð
A â l2 ìîæíà ðîçãëÿíóòè îïåðàòîð T â H2, ÿêèé ìà¹ òi æ âëàñòèâîñòi. Àëå îïåðàòîð
T âæå âèçíà÷åíî ïðîñòèì ÿâíèì âèðàçîì, i éîãî âëàñòèâîñòi çíà÷íî ëåãøå ïiääàþòüñÿ
âèâ÷åííþ. Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi ðîçâ'ÿçàòè âïðàâó 5 ï. 11.1.6, ñïèðàþ÷èñü íà îïèñàíó
iäåþ çàìiíè ïðîñòîðó l2 ïðîñòîðîì H2.

Âïðàâè

1. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî içîìîðôiçì ðîçïî÷àòî ñëîâàìè: ¾Íåõàé {en}∞1 � îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ â H¿. ×îìó â H iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ?

2. Ïåðåâiðòå ñàìîñòiéíî, ùî îïåðàòîð T ç äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî içîìîðôiçì ëiíiéíèé.

3. ×îìó ðÿä
∞∑
1

anen â îçíà÷åííi îïåðàòîðà T−1 çáiãà¹òüñÿ?

4. Ïåðåâiðòå, ùî îïåðàòîð T−1 (an)∞1 =
∑∞

n=1 anen ñïðàâäi ¹ îáåðíåíèì äî T .
5. ×îìó áóäü-ÿêèé åëåìåíò ïðîñòîðó H ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi x =

∑∞
n=1 anen �

ñóìîþ çáiæíîãî ðÿäó çà ñèñòåìîþ {en}∞1 ?

6. Îá ðóíòóéòå çáiæíiñòü ðÿäó
∞∑
k=1

(
∞∑
j=1

akb̄j 〈ek, ej〉

)
i ðiâíiñòü

〈
∞∑
k=1

akek,

∞∑
j=1

bjek

〉
=
∞∑
k=1

(
∞∑
j=1

akb̄j 〈ek, ej〉

)
â äîâåäåííi òåîðåìè ïðî içîìîðôiçì.

7. Ïîáóäóéòå ÿêèé-íåáóäü êîíêðåòíèé içîìîðôiçì ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ L2 [0, 1] i l2.
8. Êîæíèé içîìîðôiçì T ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ H1, H2 ¹ içîìåòði¹þ: ∀h ∈ H1 ‖Th‖ =
‖h‖.
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9. Êîæíà ái¹êòèâíà içîìåòðiÿ ïðîñòîðiâ H1, H2 ¹ içîìîðôiçìîì öèõ ãiëüáåðòîâèõ ïðî-
ñòîðiâ.

10. ×è ìîæå ñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið áóòè içîìîðôíèì íåñêií÷åííîâèìið-
íîìó?

11. ×è ìîæå ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið áóòè içîìîðôíèì íåñåïàðàáåëüíîìó?
12. Íåõàé ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè H1, H2 ìàþòü ðiâíîïîòóæíi ïîâíi îðòîíîðìîâàíi ñèñòå-

ìè. Òîäi öi ïðîñòîðè içîìîðôíi.

12.4. Ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè

12.4.1. Áiëiíiéíi ôîðìè â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Âiäîáðàæåííÿ F : H ×H → C íàçèâà¹òüñÿ
áiëiíiéíîþ ôîðìîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ x, y, x1, x2, y1, y2 ïðîñòîðó H i
äîâiëüíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë λ, µ âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

� F (λx1 + µx2, y) = λF (x1, y) + µF (x2, y);

� F (x, λy1 + µy2) = λF (x, y1) + µF (x, y2).

Òåðìií ¾áiëiíiéíà ôîðìà¿ òóò íå çîâñiì òî÷íèé: óìîâó ëiíiéíîñòi çà äðóãîþ çìiííîþ
äåùî ìîäèôiêîâàíî. Ó äåÿêèõ ïiäðó÷íèêàõ òàêó ìîäèôiêîâàíó óìîâó íàçèâàþòü íàïiâ-
ëiíiéíiñòþ, à âiäïîâiäíi ôîðìè � íå áiëiíiéíèìè, à ïiâòîðàëiíiéíèìè.

Ïðèêëàäè
1. Ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó êîîðäèíàòíîìó ïðîñòîði áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà ìîæå

áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi F (x, y) =
∑n

k,j=1 ak,jxkȳj, äå xk i yj � êîîðäèíàòè âiäïîâiäíèõ
âåêòîðiâ.

2. ÍåõàéA� ëiíiéíèé îïåðàòîð âH. Âèðàç F (x, y) = 〈x,Ay〉, òàê ñàìî ÿê iG (x, y) =
〈Ax, y〉 , çàäà¹ áiëiíiéíó ôîðìó.

Îçíà÷åííÿ. Áiëiíiéíà ôîðìà íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ, ÿêùî âîíà íåïåðåðâíà çà
êîæíîþ çìiííîþ.

Òåîðåìà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä íåïåðåðâíî¨ áiëiíiéíî¨ ôîðìè â ãiëüáåðòî-
âîìó ïðîñòîði. Íåõàé F � íåïåðåðâíà áiëiíiéíà ôîðìà âH. Òîäi iñíó¹ òàêèé íåïåðåðâ-
íèé îïåðàòîð A, ùî F (x, y) = 〈x,Ay〉 äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y ç H. Îïåðàòîð A âèçíà÷à¹òüñÿ
ôîðìîþ F îäíîçíà÷íî.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî åëåìåíò y ∈ H. Òîäi F (x, y) � íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé ôóíêöiî-
íàë çà ïåðøîþ çìiííîþ. Çà òåîðåìîþ ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â
ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò A (y) ∈ H, ùî F (x, y) = 〈x,A (y)〉. Ïðè
öüîìó åëåìåíò A (y) âèçíà÷à¹òüñÿ çà y îäíîçíà÷íî. Íàì çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè, ùî
âiäîáðàæåííÿ y 7→ A (y) ëiíiéíå i íåïåðåðâíå.

Ëiíiéíiñòü.

〈x,A (λ1y1 + λ2y2)〉 = F (x, λ1y1 + λ2y2) =

= λ1F (x, y1) + λ2F (x, y2) = 〈x, λ1A (y1) + λ2A (y2)〉 .
Ç îãëÿäó íà äîâiëüíiñòü åëåìåíòà x öå îçíà÷à¹, ùî A (λ1y1 + λ2y2) = λ1A (y1) +λ2A (y2).

Íåïåðåðâíiñòü. Äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ H âèðàç F (x, y) = 〈x,Ay〉 íåïåðåðâíèé çà y.
Òîáòî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi (yn) â H, ÿêà ïðÿìó¹ äî íóëÿ, ìà¹ìî 〈x,Ayn〉 → 0
(n→∞). Öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöiîíàëiâ fn(x) = 〈x,Ayn〉 ïîòî÷êîâî ïðÿìó¹
äî íóëÿ. Çà òåîðåìîþ Áàíàõà-Øòåéíãàóçà, (fn) � îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü. Âðàõîâóþ-
÷è, ùî ‖fn‖ = ‖Ayn‖, îäåðæó¹ìî, ùî îïåðàòîð A ïåðåâîäèòü áóäü-ÿêó ïðÿìóþ÷ó äî
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íóëÿ ïîñëiäîâíiñòü (yn) â îáìåæåíó. Àëå öÿ âëàñòèâiñòü, çãiäíî ç òåîðåìîþ ï. 6.4.1,
åêâiâàëåíòíà íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðà. Òåîðåìó äîâåäåíî.

12.4.2. Ñïðÿæåíèé îïåðàòîð äî îïåðàòîðà â ãiëüáåðòîâîìó ïðî-

ñòîði

×èòà÷åâi äîáðå çíàéîìå ïîíÿòòÿ ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà, ÿê îïåðàòîðà, ùî äi¹ â ñïðÿæå-
íèõ ïðîñòîðàõ; àëå, îñêiëüêè â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði íåïåðåðâíi ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè
îòîòîæíþþòüñÿ ç åëåìåíòàìè ñàìîãî ïðîñòîðó, òóò ïðèðîäíî ââåñòè ïîíÿòòÿ ñïðÿæå-
íîãî îïåðàòîðà äåùî ïî-iíøîìó.

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé A ∈ L (H). Ñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì äî îïåðàòîðà A íàçèâà-
¹òüñÿ òàêèé îïåðàòîð A∗, ùî ðiâíiñòü 〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉 âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ
åëåìåíòiâ x, y ∈ H.

Êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ, òîáòî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü îïåðàòîðà A∗, íàì ãàðàíòó¹ òå-
îðåìà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä íåïåðåðâíî¨ áiëiíiéíî¨ ôîðìè.

Çàçíà÷èìî âëàñòèâîñòi îïåðàöi¨ ïåðåõîäó äî ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà:

1. (A1 + A2)∗ = A∗1 + A∗2;

2. I∗ = I;

3. (λA)∗ = λA∗;

4. (A1A2)∗ = A∗2A
∗
1;

5. (A∗)∗ = A.

Óñi ïåðåðàõîâàíi âèùå âëàñòèâîñòi ïåðåâiðÿþòüñÿ çà îäíi¹þ i òi¹þ æ ñõåìîþ. Äîâå-
äåìî, äëÿ ïðèêëàäó, ïåðøó ç öèõ âëàñòèâîñòåé. Íàì ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè, ùî (A1 + A2)∗ y =
A∗1y + A∗2y äëÿ áóäü-ÿêîãî y ∈ H. Äëÿ öüîãî, â ñâîþ ÷åðãó, äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî
〈x, (A1 + A2)∗ y〉 = 〈x,A∗1y + A∗2y〉 äëÿ âñiõ x ∈ H. Ìà¹ìî,

〈x, (A1 + A2)∗ y〉 = 〈(A1 + A2)x, y〉 = 〈A1x, y〉+ 〈A2x, y〉 =

= 〈x,A∗1y〉+ 〈x,A∗2y〉 = 〈x,A∗1y + A∗2y〉 .

Çàóâàæåííÿ. Õî÷à ñïðÿæåíèé îïåðàòîð â ðàìêàõ òåîði¨ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó
îçíà÷åíèé iíàêøå, íiæ äëÿ çâè÷àéíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ (ï. 9.4.1), ïî ñóòi, ìè ìà¹ìî
ñïðàâó ç ÷àñòêîâèì âèïàäêîì öüîãî îçíà÷åííÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî êîæåí åëåìåíò y ∈ H
îòîòîæíèòè ç ïîðîäæåíèì íèì ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì íà H: y(x) = 〈x, y〉, òî îçíà÷åí-
íÿ 〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 ïåðåïèøåòüñÿ ó çâè÷íîìó âèãëÿäi (T ∗y)(x) = y(Tx). Òîìó çàãàëüíi
òåîðåìè ïðî çâ'ÿçêè îáðàçiâ, ÿäåð, ií'¹êòèâíîñòi i ñþð'¹êòèâíîñòi îïåðàòîðà i éîãî ñïðÿ-
æåíîãî, äîâåäåíi ó ï. 9.4.1, çáåðiãàþòü ñâîþ ñèëó. (Äîâåäiòü öå!) Çîêðåìà, ÿêùî îïåðàòîð
A∗ ií'¹êòèâíèé, òî îáðàç îïåðàòîðà A ùiëüíèé â H.

Ëåìà 1. Íåõàé îïåðàòîðè A i A∗ îáìåæåíi çíèçó. Òîäi îïåðàòîð A îáîðîòíèé.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè A îáìåæåíèé çíèçó, òî âií ií'¹êòèâíèé, i éîãî îáðàç çàìêíåíèé.
Ç îáìåæåíîñòi çíèçó îïåðàòîðà A∗ âèïëèâà¹, ùî âií òàêîæ ií'¹êòèâíèé, îòæå, îáðàç
îïåðàòîðà A ùiëüíèé â H. Îñêiëüêè îáðàç îïåðàòîðà A çàìêíåíèé i ùiëüíèé â H, òî
A(H) = H, òîáòî A ñþð'¹êòèâíèé. Ií'¹êòèâíiñòü + ñþð'¹êòèâíiñòü = îáîðîòíiñòü.
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Âïðàâè

1. Ïåðåâiðòå âëàñòèâîñòi 2�5 îïåðàöi¨ ïåðåõîäó äî ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.
2. ßêùî ñïðÿæåíèé îïåðàòîð â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði � ÷àñòêîâèé âèïàäîê ñïðÿæå-

íîãî îïåðàòîðà, âèçíà÷åíîãî äëÿ çàãàëüíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ, òî ÷îìó âëàñòè-
âiñòü 3 îïåðàöi¨ ïåðåõîäó äî ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði âiäði-
çíÿ¹òüñÿ âiä àíàëîãi÷íî¨ âëàñòèâîñòi â áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ? Çâiäêè áåðåòüñÿ ðèñêà
êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ íàä λ?

3. ×è âèêîíó¹òüñÿ â çàãàëüíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ àíàëîã âëàñòèâîñòi 5?
4. Äîâåäiòü ñïiââiäíîøåííÿ σ (U−1) =

{
1
λ

: λ ∈ σ (U)
}
i σ (U∗) = {λ̄: λ ∈ σ (U)}: ïåðøå

� äëÿ îáîðîòíîãî, à äðóãå äëÿ äîâiëüíîãî îïåðàòîðà U ∈ L (H).
5. Ïåðåâiðòå, ùî íåïåðåðâíà áiëiíiéíà ôîðìà íåïåðåðâíà çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ.
6. ×è áóäå íàâåäåíå âèùå îçíà÷åííÿ ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà êîðåêòíèì, ÿêùî H �

íåïîâíèé ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì?
7. Íåõàé P ∈ L (H) � ïðîåêòîð. Òîäi P ∗ � òàêîæ ïðîåêòîð. Íà ÿêèé ïiäïðîñòið?

Íàçâåìî ãiëüáåðò�øìiäòîâîþ íîðìîþ îïåðàòîðà A âåëè÷èíó

‖A‖
H-S

=

( ∑
n,m∈N

|〈Aen, gm〉|2
)1/2

,

äå {en}∞1 , {gn}
∞
1 � ôiêñîâàíà ïàðà îðòîíîðìîâàíèõ áàçèñiâ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó.

Îïåðàòîð íàçâåìî ãiëüáåðò-øìiäòîâèì, ÿêùî ‖A‖
H-S

< ∞ àáî, iíøèìè ñëîâàìè, ÿêùî
éîãî ìàòðèöÿ â öié ïàði áàçèñiâ � ãiëüáåðò-øìiäòîâà. Äîâåäiòü, ùî:
8. ‖A‖ 6 ‖A‖

H-S
.

9.

(∑
n∈N
‖A∗gn‖2

)1/2

= ‖A‖
H-S

=

(∑
n∈N
‖Aen‖2

)1/2

.

10. ‖A‖
H-S

íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïàðè îðòîíîðìîâàíèõ áàçèñiâ {en}∞1 , {gn}
∞
1 , i ‖A‖H-S

=
‖A∗‖H−S.

11. Çàñòîñóéòå ïîïåðåäíþ âïðàâó äëÿ äîâåäåííÿ òàêîãî ôàêòó: íåõàé U � ôiêñîâà-
íèé åëiïñî¨ä ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði. Òîäi âñi ïðÿìîêóòíi ïà-
ðàëåëåïiïåäè, îïèñàíi íàâêîëî U , ìàþòü îäíàêîâi äiàìåòðè. Çàçíà÷èìî, ùî íàâiòü
â òðèâèìiðíîìó âèïàäêó äîâåñòè öåé ôàêò ìåòîäàìè àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨ çîâñiì
íåïðîñòî.

12. Êîæåí ãiëüáåðò-øìiäòîâèé îïåðàòîð êîìïàêòíèé.

12.4.3. Ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð i éîãî êâàäðàòè÷íà ôîðìà

Îçíà÷åííÿ 1. Îïåðàòîð A â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ ñàìîñïðÿæåíèì,
ÿêùî A∗ = A àáî, åêâiâàëåíòíî, ÿêùî 〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ x, y ∈
H.

Ìè çãàäóâàëè ðàíiøå àíàëîãiþ ìiæ îïåðàòîðàìè i êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè. Äëÿ îïå-
ðàòîðiâ â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, çàâäÿêè ïîíÿòòþ ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà, öÿ àíàëîãiÿ
âèÿâëÿ¹òüñÿ çíà÷íî åôåêòèâíiøîþ, íiæ â çàãàëüíîìó âèïàäêó. Çîêðåìà, ñàìîñïðÿæå-
íi îïåðàòîðè (A∗ = A) àíàëîãi÷íi äiéñíèì ÷èñëàì (z = z̄). Âîäíî÷àñ äî öi¹¨ àíàëîãi¨
âàðòî ñòàâèòèñü ç ïåâíîþ îáåðåæíiñòþ: îïåðàòîðè, íà âiäìiíó âiä ÷èñåë, ìîæóòü íå
êîìóòóâàòè.

Íàñòóïíà òåîðåìà ïîäà¹ íåòðèâiàëüíi ïðèêëàäè ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîåêòîðà P ∈ L (H) òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) P � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð;
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(2) P � îðòîïðîåêòîð.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè P � ïðîåêòîð, òî ïðîñòið H ðîçêëàäà¹òüñÿ ó ïðÿìó ñóìó H =
H1⊕H2, äå H1 � ÿäðî ïðîåêòîðà, à H2 � îáðàç. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó iìïëiêàöiþ (1)⇒(2),
òîáòî, ÿêùî P � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð, òî H1 ⊥ H2. Ñïðàâäi, íåõàé h1 ∈ H1 i
h2 ∈ H2. Òîäi

〈h1, h2〉 = 〈h1, Ph2〉 = 〈Ph1, h2〉 = 0.

Äîâåäåìî òåïåð îáåðíåíó iìïëiêàöiþ (2)⇒(1), òîáòî, ÿêùî H1 ⊥ H2, òî P � ñàìî-
ñïðÿæåíèé îïåðàòîð. Äëÿ öüîãî âiçüìåìî åëåìåíòè x, y ∈ H i çàïèøåìî ¨õíié ðîçêëàä
x = x1 + x2, y = y1 + y2, äå x1, y1 ∈ H1, x2, y2 ∈ H2. Ìà¹ìî

〈Px, y〉 = 〈x2, y〉 = 〈x2, y2〉 = 〈x, y2〉 = 〈x, Py〉 . 2

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé A � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð. Áiëiíiéíîþ ôîðìîþ îïåðàòîðà A
íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ F (x, y) = 〈Ax, y〉; ôóíêöiÿ g (x) = 〈Ax, x〉 íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè-

÷íîþ ôîðìîþ îïåðàòîðà A.
Çàçíà÷èìî, ùî

g(x) = 〈Ax, x〉 = 〈x,Ax〉 = 〈Ax, x〉 = g(x),

òîìó êâàäðàòè÷íà ôîðìà ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà íàáóâà¹ òiëüêè äiéñíi çíà÷åííÿ.
Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî

Re 〈Ax, y〉 =
1

4

(
〈A(x+ y), (x+ y)〉 − 〈A(x− y), (x− y)〉

)
.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà çíàéòè é óÿâíó ÷àñòèíó ôîðìè 〈Ax, y〉, òîáòî áiëiíiéíà ôîð-
ìà îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ çà êâàäðàòè÷íîþ. Ó ñâîþ ÷åðãó, ç òåîðåìè ïðî çàãàëüíèé
âèãëÿä áiëiíiéíî¨ ôîðìè âèïëèâà¹, ùî çà áiëiíiéíîþ ôîðìîþ ìîæíà âiäíîâèòè ñàì îïå-
ðàòîð. Îòæå, âñþ iíôîðìàöiþ ïðî ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð ìîæíà îäåðæàòè, çíàþ÷è
âëàñòèâîñòi éîãî êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. ßê ïðèêëàä íàâåäåìî äîñèòü êîðèñíó ôîðìóëó
äëÿ íîðìè ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 2. Íåõàé A � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð. Òîäi

‖A‖ = sup
x∈SH

|〈Ax, x〉| . (1)

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ q = supx∈SH |〈Ax, x〉|. Äëÿ áóäü-ÿêîãî
z ∈ SH ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà |〈Az, z〉| 6 q ‖z‖2. Çà îäíîðiäíiñòþ, öÿ îöiíêà çáåðiãà¹-
òüñÿ i äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ H. Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî ‖A‖ = q. Ìà¹ìî:

‖A‖ = sup
x∈SH

‖Ax‖ = sup
x,y∈SH

Re 〈Ax, y〉 =

= sup
x,y∈SH

1

4
(〈A(x+ y), (x+ y)〉 − 〈A(x− y), (x− y)〉) 6

6 sup
x,y∈SH

q

4

(
‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2) = sup

x,y∈SH

2q

4

(
‖x‖2 + ‖y‖2) = q,

òîáòî ‖A‖ 6 q. Îáåðíåíå ñïiââiäíîøåííÿ âiäðàçó âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi Êîøi�Áóíÿêîâñüêîãî:

q = sup
x∈SH

|〈Ax, x〉| 6 sup
x∈SH

‖Ax‖ = ‖A‖ . 2
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Âïðàâè

1. Ïðè ÿêèõ λ îïåðàòîð λI áóäå ñàìîñïðÿæåíèì?

2. Îá÷èñëèòè íîðìó îïåðàòîðà A, ùî çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ

(
0 0
1 0

)
â äâîìiðíîìó

êîîðäèíàòíîìó ïðîñòîði (ïðîñòið ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó ñòàíäàðòíié åâêëiäîâié íîðìi).
×è áóäå äëÿ öüîãî îïåðàòîðà âèêîíóâàòèñü ôîðìóëà (1)?

3. Äå â äîâåäåííi öi¹¨ ôîðìóëè áóëà âèêîðèñòàíà ñàìîñïðÿæåíiñòü îïåðàòîðà, áåç ÿêî¨
ôîðìóëà íå ñïðàâäæó¹òüñÿ?

4. ×è ìîæå äëÿ íåíóëüîâîãî îïåðàòîðà ôóíêöiÿ g (x) = 〈Ax, x〉 áóòè òîòîæíèì íóëåì?
5. Ïåðåâiðòå, ùî ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè óòâîðþþòü çàìêíåíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið

â L (H). ×è çàìêíåíèé öåé ïiäïðîñòið â ðîçóìiííi ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi îïåðàòîðiâ?
6. Ïåðåâiðòå, ùî äîáóòîê ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè îïåðàòîðè êîìóòóþòü. (N.B. Ìè áóäåìî íàäàëi âèêîðèñòîâó-
âàòè ðåçóëüòàòè äâîõ îñòàííiõ
âïðàâ).

7. ßê ïîâèííi áóòè ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ïiäïðîñòîðè H1, H2 ⊂ H, ùîá îðòîïðîåêòîðè
P1, P2 íà öi ïiäïðîñòîðè êîìóòóâàëè?

8. Îá÷èñëiòü ñïðÿæåíèé îïåðàòîð äî îïåðàòîðà T iíòåãðóâàííÿ ç ÿäðîì â L2 [0, 1]:
(Tf (t)) (x) =

∫ 1

0
K (t, x)f (t) dt, äå K ∈ L2 ([0, 1]× [0, 1]). Çà ÿêî¨ óìîâè íà K îïå-

ðàòîð áóäå ñàìîñîïðÿæåíèì? Òàêi iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè òàêîæ íàçèâàþòüñÿ ãiëü-

áåðò�øìiäòîâèì iíòåãðàëüíèìè îïåðàòîðàìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàä ÿäðà K ó
ïîäâiéíèé ðÿä Ôóð'¹, äîâåäiòü, ùî ãiëüáåðò�øìiäòîâèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð áóäå
ãiëüáåðò�øìiäòîâèì îïåðàòîðîì ó ðîçóìiííi, îïèñàíîìó ó âïðàâàõ ï. 12.4.2.

9. Íåõàé îïåðàòîð T çàäàíî ñâî¹þ ìàòðèöåþ â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi. ßê ïîâ'ÿçàíi
ìàòðèöi îïåðàòîðiâ T i T ∗?

10. Äëÿ îïåðàòîðà T ∈ L (H) îçíà÷èìî äiéñíó é óÿâíó ÷àñòèíè ôîðìóëàìè ReT =
1
2

(T + T ∗) i ImT = 1
2i

(T − T ∗). Ïåðåâiðòå, ùî ReT i ImT � ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè
i T = ReT + i ImT .

11. Íåõàé T i T ∗ êîìóòóþòü (â öüîìó âèïàäêó îïåðàòîð T íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì).
Òîäi ‖T‖ =

√
‖(ReT )2 + (ImT )2‖.

12.4.4. Íåðiâíîñòi ìiæ îïåðàòîðàìè

Íàñòóïíå îçíà÷åííÿ äîïîìîæå ïîãëèáèòè íåîäíîðàçîâî çãàäàíó âèùå àíàëîãiþ ìiæ îïå-
ðàòîðàìè i ÷èñëàìè.

Îçíà÷åííÿ. Îïåðàòîð A ∈ L (H) íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíèì (A > 0), ÿêùî âií ¹ ñà-
ìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì ç íåâiä'¹ìíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ (òîáòî 〈Ax, x〉 > 0 äëÿ
áóäü-ÿêîãî x ∈ H). Íåõàé A,B ∈ L (H). Ââàæàòèìåìî, ùî A > B, ÿêùî A−B > 0.

Òåîðåìà 1. Íåõàé A ∈ L (H) � äîäàòíèé îïåðàòîð. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà
x ∈ H âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖Ax‖ 6 ‖A‖1/2 (〈Ax, x〉)1/2 .

Äîâåäåííÿ. Áiëiíiéíà ôîðìà îïåðàòîðà A çàäîâîëüíÿ¹ âñi àêñiîìè ñêàëÿðíîãî äîáóòêó,
êðiì íåâèðîäæåíîñòi. Òîìó, ÿê ìè çàçíà÷àëè ó âïðàâi 4 ï. 12.1.2, äëÿ íå¨ âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî: |〈Ax, y〉| 6 〈Ax, x〉1/2 〈Ay, y〉1/2. Ïåðåéøîâøè â îáîõ ÷à-
ñòèíàõ îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi äî ñóïðåìóìà çà y ∈ SH , îòðèìó¹ìî ïîòðiáíó îöiíêó.
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Îñíîâíà ìåòà öüîãî ïàðàãðàôà � äîâåñòè äëÿ îïåðàòîðiâ ðåçóëüòàò, àíàëîãi÷íèé
òåîðåìi iñíóâàííÿ ãðàíèöi äëÿ îáìåæåíî¨ ìîíîòîííî¨ ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë.

Òåîðåìà 2.Íåõàé ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè An ∈ L (H) óòâîðþþòü çðîñòàþ÷ó îáìå-
æåíó ïîñëiäîâíiñòü, òîáòî A1 6 A2 6 ... i sup

n
‖An‖ <∞. Òîäi ó öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi iñíó¹

ïîòî÷êîâà ãðàíèöÿ.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé âåêòîð x ∈ H. Ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë an = 〈Anx, x〉 íå
ñïàäà¹ i îáìåæåíà. Îòæå, öÿ ïîñëiäîâíiñòü ìà¹ ãðàíèöþ, i

an − am = 〈(An − Am)x, x〉 −−−−→
n,m→∞

0.

Ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ 1, îäåðæèìî ïîòðiáíó ïîòî÷êîâó çáiæíiñòü:

‖Anx− Amx‖ 6 ‖An − Am‖1/2 (〈(An − Am)x, x〉)1/2 −−−−→
n,m→∞

0. 2

Âïðàâè

1. Ïðè ÿêèõ λ îïåðàòîð λI ¹ äîäàòíèì îïåðàòîðîì?
2. Áóäü-ÿêèé îðòîïðîåêòîð � äîäàòíèé îïåðàòîð.
3. Íåõàé {en}∞n=1 � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â H. Ïåðåâiðòå, ùî îïåðàòîðè Sn ÷àñòèííèõ
ñóì óòâîðþþòü íåñïàäíó îáìåæåíó ïîñëiäîâíiñòü. ßêèé îïåðàòîð áóäå ¨õ ïîòî÷êîâîþ
ãðàíèöåþ?

4. ×è ìîæå â óìîâàõ òåîðåìè 2 ïîñëiäîâíiñòü An íå çáiãàòèñÿ çà íîðìîþ ïðîñòîðó L (H)?
5. Íåõàé A,B � äîäàòíi îïåðàòîðè i A+B = 0. Òîäi A = B = 0.
6. Äîâåäiòü, ùî äîáóòîê äâîõ äîäàòíèõ êîìóòîâíèõ îïåðàòîðiâ � äîäàòíèé îïåðàòîð3.

12.4.5. Ñïåêòð ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà

Îñêiëüêè êâàäðàòè÷íà ôîðìà ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà íàáóâà¹ òiëüêè äiéñíi çíà-
÷åííÿ, éîãî âëàñíi ÷èñëà ìîæóòü áóòè òiëüêè äiéñíèìè (öå ìiðêóâàííÿ äîáðå çíàéîìå
÷èòà÷åâi ç êóðñó ëiíiéíî¨ àëãåáðè). Õî÷à ñïåêòð îïåðàòîðà â íåñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðî-
ñòîði i íå âè÷åðïó¹òüñÿ âëàñíèìè ÷èñëàìè, òâåðäæåííÿ ïðî äiéñíiñòü ñïåêòðà âñå îäíî
çáåðiãà¹ ñèëó.

Òåîðåìà 1 (òåîðåìà ïðî ñòðóêòóðó ñïåêòðà ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà).
Íåõàé A ∈ L (H) � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

α− = α− (A) = inf {〈Ax, x〉 : x ∈ SH} ,
α+ = α+ (A) = sup {〈Ax, x〉 : x ∈ SH} .

Òîäi

(i) ñïåêòð îïåðàòîðà A ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç äiéñíèõ ÷èñåë;

(ii) σ(A) ⊂ [α−, α+];

(iii) êiíöi âiäðiçêà [α−, α+] íàëåæàòü äî ñïåêòðà.

Äîâåäåííÿ. (i) Íåõàé λ = a + bi � êîìïëåêñíå ÷èñëî ç óÿâíîþ ÷àñòèíîþ b, âiäìiííîþ
âiä íóëÿ. Íàì ïîòðiáíî äîâåñòè îáîðîòíiñòü îïåðàòîðà A − λI. Äîâåäåìî äëÿ ïî÷àòêó
îáìåæåíiñòü çíèçó òàêîãî îïåðàòîðà.

‖(A− λI)x‖2 = ‖(Ax− ax)− bix‖2 =

3Íåçâàæàþ÷è íà ïðîñòîòó ôîðìóëþâàííÿ, âïðàâà íåïðîñòà.
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= ‖Ax− ax‖2 − 2 Re 〈Ax− ax, bix〉+ b2 ‖x‖2 .

Âåëè÷èíè 〈Ax, x〉 i 〈x, x〉 äiéñíi, òîìó 2 Re 〈Ax− ax, bix〉 = 0 i ‖(A− λI)x‖2 > b2 ‖x‖2,
òîáòî îïåðàòîð A− λI îáìåæåíèé çíèçó. Ç òi¹¨ æ ïðè÷èíè îáìåæåíèé çíèçó i îïåðàòîð
(A− λI)∗ = A− λ̄I (âií ìà¹ òàêèé ñàìå âèãëÿä, òiëüêè ç iíøèì êîåôiöi¹íòîì λ). Òîáòî,
çà ëåìîþ 1 ï. 12.4.2, îïåðàòîð A− λI îáîðîòíèé.

(ii) Çàçíà÷èìî, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà îïåðàòîðà A − α+I íàáóâà¹ çíà÷åíü, ÿêi
ìåíøi àáî äîðiâíþþòü íóëþ. Ñïðàâäi, äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà x ∈ SH ìà¹ìî

〈(A− α+I)x, x〉 = 〈Ax, x〉 − α+ 6 0.

Íåõàé λ > α+, ε = λ − α+. Äîâåäåìî îáîðîòíiñòü îïåðàòîðà A − λI = (A− α+I) − εI,
äëÿ ÷îãî íà ïiäñòàâi ñàìîñïðÿæåíîñòi äîñòàòíüî äîâåñòè éîãî îáìåæåíiñòü çíèçó (çíîâó
êîðèñòó¹ìîñü ëåìîþ 1 ï. 12.4.2). Ìà¹ìî

‖(A− λI)x‖2 = ‖(A− α+I)x‖2 − 2 Re 〈(A− α+I)x, εx〉+ ε2 ‖x‖2 > ε2 ‖x‖2 .

Îòæå, îïåðàòîð A−λI îáîðîòíèé, òîáòî íå íàëåæèòü äî ñïåêòðà îïåðàòîðà A. Öèì
äëÿ äîâiëüíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà A äîâåäåíî âêëþ÷åííÿ σ(A) ⊂ (−∞, α+].
Çàìiíîþ îïåðàòîðà A íà −A îäåðæèìî, ùî

−σ(A) = σ(A) ⊂ (−∞, α+(−A)] = (−∞, α−(−A)],

òîáòî ùî σ(A) ⊂ [α−(A),+∞).
(iii) Äîâåäåìî, ùî α− ∈ σ(A), òîáòî ùî îïåðàòîð B = A − α−I íåîáîðîòíèé. Ó

öüîìó íàì äîïîìîæå òàêà î÷åâèäíà âëàñòèâiñòü êâàäðàòè÷íîþ ôîðìè îïåðàòîðà B:

inf
x∈SH

〈Bx, x〉 = inf
x∈SH

〈Ax, x〉 − α− = 0.

Çîêðåìà, îïåðàòîð B äîäàòíèé. Ñêîðèñòà¹ìîñü òåîðåìîþ 1 ï. 12.4.4:

inf
x∈SH

‖Bx‖ 6 ‖B‖1/2 inf
x∈SH

〈Bx, x〉1/2 = 0.

Îòîæ, îïåðàòîð íåîáìåæåíèé çíèçó i, òîìó, íåîáîðîòíèé. Íàëåæíiñòü ÷èñëà α+

äî ñïåêòðà ëåãêî îòðèìàòè çàìiíîþ îïåðàòîðà A íà −A, ÿê ìè öå âæå ðîáèëè âèùå.
Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàçíà÷èìî äåÿêi íàñëiäêè ç äîâåäåíî¨ òåîðåìè.

Íàñëiäîê 1. Ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð ¹ äîäàòíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè éîãî
ñïåêòð ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë.

Äîâåäåííÿ. Îïåðàòîð A ¹ äîäàòíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè 〈Ax, x〉 > 0 äëÿ âñiõ x ∈ SH .
Öÿ ñàìà óìîâà åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî α− (A) > 0.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé A � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð. Òîäi

‖A‖ = sup { |t| : t ∈ σ (A)} .

Äîâåäåííÿ.

‖A‖ = sup {〈Ax, x〉 : x ∈ SH} = max { |α− (A)| , |α+ (A)|} =

= sup { |t| : t ∈ σ (A)} . 2

Íàñëiäîê 3. Íåõàé A � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð, σ (A) = {0}. Òîäi A = 0.
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Äîâåäåííÿ. Çà íàñëiäêîì 2, ÿêùî σ (A) = {0}, òî ‖A‖ = 0.

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ íåñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ âèùåíàâåäåíi íàñëiäêè ìîæóòü i
íå âèêîíóâàòèñü.

Ïðèêëàä 1. Îïåðàòîð â äâîâèìiðíîìó ïðîñòîði çàäàíî ìàòðèöåþ

(
0 0
1 0

)
. Éîãî

ñïåêòð äîðiâíþ¹ {0}, ïðîòå îïåðàòîð íåíóëüîâèé.
Âïðàâè

1. Íåõàé A ∈ L (H), σ (A) = {−2, 1}. ×è ìîæå íîðìà òàêîãî îïåðàòîðà äîðiâíþâàòè 3?
×è çìiíèòüñÿ âiäïîâiäü, ÿêùî A � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð?

2. Íåõàé A � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð, σ (A) = {λ0}. Òîäi A = λ0I.
3. Íåõàé K � äîâiëüíà çàìêíåíà îáìåæåíà ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë. Ïîáóäóéòå ñàìî-
ñïðÿæåíèé îïåðàòîð A, äëÿ ÿêîãî σ (A) = K.

12.4.6. Êîìïàêòíi ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi áóäå äîâåäåíî, ùî êîæíèé êîìïàêòíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð
âiäïîâiäíèì âèáîðîì îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ìîæå áóòè çâåäåíèé äî äiàãîíàëüíîãî
âèãëÿäó. Iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ êîìïàêòíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà iñíó¹ îðòîíî-
ìîâàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ. Íàãàäà¹ìî, ùî ïiäïðîñòið X ⊂ H
íàçèâà¹òüñÿ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì îïåðàòîðà A, ÿêùî A(X) ⊂ X.

Òåîðåìà 1. ßêùî X � iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà A, òî
îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿX⊥ öüîãî ïiäïðîñòîðó òàêîæ áóäå iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà y ∈ X⊥ éîãî îáðàç Ay òàêîæ
ëåæèòü â X⊥. Äëÿ öüîãî òðåáà ïåðåâiðèòè, ùî 〈x,Ay〉 = 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X. Àëå
〈x,Ay〉 = 〈Ax, y〉, à 〈Ax, y〉 = 0, îñêiëüêè Ax ∈ X (iíâàðiàíòíiñòü ïiäïðîñòîðó X), à
y ∈ X⊥.

Íàñòóïíèé ôàêò äîáðå âiäîìèé ÷èòà÷åâi ç êóðñó ëiíiéíî¨ àëãåáðè.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X1 = Ker (A− λ1I), X2 = Ker (A− λ2I) � âëàñíi ïiäïðîñòîðè
ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà A, âiäïîâiäíi äâîì ðiçíèì âëàñíèì ÷èñëàì λ1 6= λ2. Òîäi
X1⊥X2.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ áóäü-ÿêèõ x1 ∈ X1, x2 ∈ X2 ìà¹ìî

λ1 〈x1, x2〉 = 〈Ax1, x2〉 = 〈x1, Ax2〉 = λ2 〈x1, x2〉 ,

ùî ìîæëèâî òiëüêè ïðè 〈x1, x2〉 = 0.

Ëåìà. Íåõàé êîìïàêòíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð A â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði Y
íå ìà¹ âëàñíèõ âåêòîðiâ. Òîäi ïðîñòið Y ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç íóëüîâîãî åëåìåíòà.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîñòið Y íå ¹ íóëüâèìiðíèì. Íà ïiäñòàâi òåîðåìè ïðî
ñòðóêòóðó ñïåêòðà êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà (ï. 11.3.4), ñïåêòð îïåðàòîðà A ñêëàäà¹òüñÿ
òiëüêè ç íóëÿ (iíàêøå ó A áóëè á âëàñíi âåêòîðè). Çà íàñëiäêîì 3 ï. 12.4.5, A = 0. Òîáòî
âåñü ïðîñòið Y ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ç âëàñíèì ÷èñëîì 0.

Òåîðåìà 3. Íåõàé H � ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî
êîìïàêòíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà A ∈ L (H) iñíó¹ îðòîíîìîâàíèé áàçèñ, ÿêèé
ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà.
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Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî â êîæíîìó ç âëàñíèõ ïiäïðîñòîðiâ îïåðàòîðà A ïî îðòîíîðìîâà-
íîìó áàçèñó i âèïèøåìî âñi öi áàçèñè â ¹äèíó ïîñëiäîâíiñòü {en}∞n=1. Âñi en � öå âëàñíi
âåêòîðè îïåðàòîðà A, ïðè÷îìó ç îãëÿäó íà òåîðåìó 2 âîíè óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíó
ñèñòåìó. Íàì çàëèøèëîñü äîâåñòè ïîâíîòó öi¹¨ ñèñòåìè. Ïîçíà÷èìî Lin {en}∞n=1 ÷åðåç X.
Ïiäïðîñòið X iíâàðiàíòíèé äëÿ îïåðàòîðà A i ìiñòèòü âñi éîãî âëàñíi âåêòîðè. Îòæå,
ïiäïðîñòið X⊥ òàêîæ áóäå iíâàðiàíòíèì, ïðè÷îìó íå áóäå ìiñòèòè æîäíîãî âëàñíîãî âå-
êòîðà îïåðàòîðà A. Çà ïîïåðåäíüîþ ëåìîþ, öå îçíà÷à¹, ùî ïiäïðîñòið X⊥ ñêëàäà¹òüñÿ
òiëüêè ç íóëÿ, òîáòî X = H.

Çàóâàæåííÿ. Ó íàâåäåíié âèùå òåîðåìi iñòîòíi ÿê êîìïàêòíiñòü, òàê i ñàìîñïðÿæå-
íiñòü îïåðàòîðà. Ñïðàâäi, äëÿ íåñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà ñèñòåìà âëàñíèõ âåêòîðiâ
ìîæå íå áóòè ïîâíîþ íàâiòü â äâîâèìiðíîìó âèïàäêó (ïðèêëàä 1 ï. 12.4.5). Íàâåäåìî
ïðèêëàä ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà, ÿêèé íå ìà¹ âëàñíèõ ÷èñåë.

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð A ∈ L (L2 [0, 1]), ÿêèé äi¹ çà ïðàâèëîì (Af) (t) = tf (t). Íåõàé
f � âëàñíèé âåêòîð4 îïåðàòîðà A äëÿ âëàñíîãî ÷èñëà λ, òîáòî λf (t) = tf (t) ìàéæå
ñêðiçü. Àëå òàêà ðiâíiñòü ìîæå âèêîíóâàòèñü òiëüêè êîëè f

ì.ñ.
= 0. Îòæå, âëàñíèõ ÷èñåë

i âåêòîðiâ ó îïåðàòîðà íåìà¹.

Âïðàâè

Çàôiêñó¹ìî ôóíêöiþ g ∈ L1 [0, 1] i îçíà÷èìî íà L2 [0, 1] îïåðàòîð Ag, ÿêèé äi¹ çà
ïðàâèëîì (Agf) (t) = g (t) f (t).
1. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî îáðàç îïåðàòîðà Ag çíîâó ëåæèòü â L2 [0, 1], òî Ag ∈ L (L2 [0, 1]).
(Ïîðàäà: íàéáiëüø åêîíîìíèé ñïîñiá äîâåäåííÿ íåïåðåðâíîñòi â ïîäiáíèõ âèïàäêàõ
� öå âèêîðèñòàííÿ òåîðåìè ïðî çàìêíåíèé ãðàôiê).

2. Â óìîâàõ ïîïåðåäíüî¨ âïðàâè îá÷èñëèòè íîðìó îïåðàòîðà Ag. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé
ðåçóëüòàò, äàòè îïèñ òèõ g, äëÿ ÿêèõ Ag ∈ L (L2 [0, 1]).

3. Îá÷èñëèòè A∗g. Çà ÿêî¨ óìîâè îïåðàòîð Ag áóäå ñàìîñïðÿæåíèì? Äîäàòíèì?
4. Îá÷èñëèòè ñïåêòð îïåðàòîðà Ag. Îõàðàêòåðèçóâàòè òi g, äëÿ ÿêèõ îïåðàòîð Ag ìà-
òèìå âëàñíi ÷èñëà i âåêòîðè.

5. Íåõàé g íå ¹ òîòîæíîþ ñòàëîþ. ×è ìîæå îïåðàòîð Ag ìàòè ïîâíó ñèñòåìó âëàñíèõ
âåêòîðiâ? Òå ñàìå ïèòàííÿ äëÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ g.

6. Íåõàé â óìîâàõ âïðàâè 8 ï. 12.4.3 ÿäðî K íåïåðåðâíå çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ. Òî-
äi âëàñíi ôóíêöi¨ âiäïîâiäíîãî ãiëüáåðò-øìiäòîâîãî iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ÿêèé
âiäïîâiäà¹ íåíóëüîâèì âëàñíèì ÷èñëàì, íåïåðåðâíi.
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12.1.3
Âïðàâà 6. P. Jordan, J. von Neumann, 1935. Ïîñèëàííÿ íà âiäïîâiäíó ïðàöþ é îãëÿä

ðiçíèõ õàðàêòåðèçàöié íîðì, ïîðîäæåíèõ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì, äèâ. [Day, ðîçä. 7, � 3].
12.3.4
Âïðàâà 6. Íåõàé H � íåñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

α(H) íàéìåíøó ìîæëèâó ïîòóæíiñòü ùiëüíî¨ ïiäìíîæèíè â H. Çàôiêñó¹ìî G � ùiëü-
íó â H ïiäìíîæèíó ç card(G) = α(H). Äîâåäåìî, ùî ó áóäü-ÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî
áàçèñó E â H ïîòóæíiñòü çáiãà¹òüñÿ ç α(H). Ç öåíòðîì â êîæíié òî÷öi e ∈ E ïîáóäó-
¹ìî âiäêðèòó êóëþ Ue ðàäióñà

√
2

2
. Îñêiëüêè âiäñòàíü ìiæ áóäü-ÿêèìè äâîìà ðiçíèìè

òî÷êàìè ìíîæèíè E äîðiâíþ¹
√

2, ïîáóäîâàíi êóëi ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Âîäíî-
÷àñ çi ùiëüíîþ ìíîæèíîþ G áóäü-ÿêà ç êóëü Ue ïîâèííà ïåðåòèíàòèñü. Âiçüìåìî äëÿ

4Îñêiëüêè åëåìåíòè ïðîñòîðó òóò ôóíêöi¨, çàìiñòü òåðìiíà ¾âëàñíèé âåêòîð¿ ÷àñòiøå âæèâàþòü
òåðìií ¾âëàñíà ôóíêöiÿ¿.
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êîæíîãî e ∈ E ïî òî÷öi f(e) ∈ Ue∩G. Òîäi f : E → G � ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, îòæå,
card(E) 6 card(G) = α(H).

Íàâïàêè, ðîçãëÿíåìî LinQE � ìíîæèíó ñêií÷åííèõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié åëåìåíòiâ
áàçèñó E ç ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Îñêiëüêè LinQE � ùiëüíà â H ìíîæèíà,
card(LinQE) > α(H). Âîäíî÷àñ card(LinQE) = card(E).

12.4.2
Âïðàâà 2. Ïiäêàçêó ñõîâàíî ó âïðàâi 5 ï. 12.2.3.
Âïðàâà 3. ßêùî îïåðàòîð A äi¹ ç X â Y , òî îïåðàòîð (A∗)∗ äi¹ ç (X∗)∗ â (Y ∗)∗, òîáòî,

âçàãàëi êàæó÷è, A 6= (A∗)∗. Òèì íå ìåíøå, äåÿêà àíàëîãiÿ ç ðiâíiñòþ (A∗)∗ = A âñå
ùå çáåðiãà¹òüñÿ. Ùîá çðîçóìiòè, â ÷îìó ïîëÿãà¹ öÿ àíàëîãiÿ, ïîòðiáíî ïðîàíàëiçóâàòè
çâ'ÿçîê ìiæ ïðîñòîðîì i éîãî äðóãèì ñïðÿæåííÿì � ðîçäië 17.2.2.

12.4.3
Âïðàâà 4. Ó êîìïëåêñíèõ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ, ÿêi ìè ðîçãëÿäà¹ìî, òàêå íåìî-

æëèâå. Áiëüøå òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà áóäå âèêîíóâàòèñü íåðiâíiñòü ‖A‖ >
1
2

supx∈SH |〈Ax, x〉|. Ïðîòå â äiéñíèõ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ òàêi ïðèêëàäè iñíóþòü: äî-
ñòàòíüî ðîçãëÿíóòè îïåðàòîð ïîâîðîòó íà 90 ãðàäóñiâ â R2. Ïîäiáíi åôåêòè ïîêëàëè
ïî÷àòîê öiêàâîìó íàïðÿìêó òåîði¨ îïåðàòîðiâ i áàíàõîâèõ àëãåáð � òåîði¨ ÷èñëîâîãî
ðàäióñà (äèâ. ìîíîãðàôi¨ [B-D1] i [B-D2], à òàêîæ îãëÿä [KMP]).

Âïðàâà 11. Äèâ. ëåìó ï. 13.1.2.
12.4.4 Âïðàâà 5. Çà óìîâîþ,

〈Ax, x〉 + 〈Bx, x〉 = 〈(A+B)x, x〉 = 0

äëÿ âñiõ x ∈ H i âåëè÷èíè 〈Ax, x〉 i 〈Bx, x〉 íåâiä'¹ìíi. Îòæå, 〈Ax, x〉 = 〈Bx, x〉 = 0
äëÿ âñiõ x ∈ H, i äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ çàëèøà¹òüñÿ ñêîðèñòàòèñü ôîðìóëîþ äëÿ
íîðìè ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà (òåîðåìà 2 ï. 12.4.3).


