
Ðîçäië 8. Iíòåãðàë ó C(K)

Ó ïåðøèõ òðüîõ ïiäðîçäiëàõ öüîãî ðîçäiëó ìè ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå òåîðiþ iíòå-
ãðóâàííÿ ôóíêöié íà êîìïàêòíîìó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði K.

Â îñòàííüîìó ïiäðîçäiëi îòðèìàíi ðåçóëüòàòè áóäóòü çàñòîñîâàíi äî äîâåäåííÿ òå-
îðåìè Ðiñà-Ìàðêîâà-Êàêóòàíi ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â C(K). Â
îñòàííiõ äâîõ ïiäðîçäiëàõ ðîçãëÿíåìî iíòåãðóâàííÿ êîìïëåêñíèõ ôóíêöié çà êîìïëå-
êñíèìè çàðÿäàìè i ôóíêöiîíàëè â êîìïëåêñíîìó C(K). Äî öüîãî âñi ôóíêöi¨, çàðÿäè òà
ôóíêöiîíàëè áóäóòü ââàæàòèñÿ äiéñíèìè.

8.1. Ðåãóëÿðíi áîðåëåâi ìiðè íà êîìïàêòi

8.1.1. Âíóòðiøíÿ ìiðà i ðåãóëÿðíiñòü

Íàãàäà¹ìî, ùî áîðåëåâîþ ìiðîþ íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííà
çëi÷åííî-àäèòèâíà ìiðà, çàäàíà íà ñiì'¨ âñiõ áîðåëåâèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé µ � áîðåëåâà ìiðà íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Äëÿ áóäü-
ÿêî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ X îçíà÷èìî âíóòðiøíþ ìiðó µ∗(A) ÿê ñóïðåìóì ìið âñiõ çà-
ìêíåíèõ ìíîæèí, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â A. Ìiðà µ íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî äëÿ âñiõ
âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí µ∗(A) = µ(A). Iíøèìè ñëîâàìè, ìiðà µ ¹ ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî äëÿ
áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ X i áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ çàìêíåíà ïiäìíîæèíà
B ⊂ A ç µ(B) > µ(A)− ε.

Ëåìà. Íåõàé X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi áóäü-ÿêó âiäêðèòó ïiäìíîæèíó A ⊂ X
ìîæíà çîáðàçèòè ÿê îá'¹äíàííÿ çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi çàìêíåíèõ ìíîæèí.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî íà X ôóíêöiþ f(x) = ρ(x,X\A). Öÿ ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà
(ï. 1.3.2), âiäïîâiäíî, ìíîæèíè An = f−1 ([1/n,+∞)) çàìêíåíi. Öi ìíîæèíè óòâîðþþòü
çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü, i

∞⋃
n=1

An = f−1 ((0,+∞)) = A. 2

Òåîðåìà. Íà ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði êîæíà áîðåëåâà ìiðà ¹ ðåãóëÿðíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé µ � áîðåëåâà ìiðà íà ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X, A ⊂ X � âiäêðèòà
ïiäìíîæèíà. Çà ïîïåðåäíüîþ ëåìîþ, iñíó¹ çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü çàìêíåíèõ ìíîæèí
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An, ÿêà äà¹ â îá'¹äíàííi âñþ ìíîæèíó A. Ñêîðèñòàâøèñü çëi÷åííîþ àäèòèâíiñòþ, îòðè-
ìó¹ìî, ùî lim

n→∞
µ(Ak) = µ(A), òîáòî ìiðà ìíîæèíè A ìîæå áóòè ç áóäü-ÿêîþ òî÷íiñòþ

íàáëèæåíà ìiðàìè ¨¨ çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí.

Íà çàãàëüíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðàõ ¹ òàêîæ i íåðåãóëÿðíi áîðåëåâi ìiðè. ßê ïðè-
êëàä ðîçãëÿíåìî âiäðiçîê [0, 1], íàäiëåíèé òàêîþ òîïîëîãi¹þ τ : âiäêðèòèìè â τ ââàæàþ-
òüñÿ ìíîæèíè, äîïîâíåííÿ äî ÿêèõ ñêií÷åííi àáî çëi÷åííi. Ó òàêié ñïåöiàëüíié òîïîëîãi¨
âiäêðèòi i çàìêíåíi ìíîæèíè ðàçîì âæå óòâîðþþòü σ-àëãåáðó. Âiäïîâiäíî, τ -áîðåëåâèìè
áóäóòü òiëüêè τ -âiäêðèòi òà τ -çàìêíåíi ìíîæèíè. Îçíà÷èìî ìiðó µ, ïîêëàâøè µ(A) = 0,
ÿêùî A çàìêíåíà â òîïîëîãi¨ τ (òîáòî ÿêùî A� ñêií÷åííà àáî çëi÷åííà ìíîæèíà) i âçÿâ-
øè µ(A) = 1 äëÿ τ -âiäêðèòèõ ìíîæèí. Òîäi µ([0, 1]) = 1, à µ∗([0, 1]) = 01. Ó ïiäðîçäiëi
8.3 ÿê íàñëiäîê çàãàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ áóäå ïîêàçàíî, ùî äëÿ ðåãóëÿðíî¨ áîðåëåâî¨ ìi-
ðè íà êîìïàêòi ðiâíiñòü µ∗(A) = µ(A) âèêîíó¹òüñÿ íå ëèøå äëÿ âiäêðèòèõ, àëå i äëÿ
áóäü-ÿêèõ áîðåëåâèõ ìíîæèí (äèâ. âïðàâà 1 ï. 8.3.2).

Âïðàâè

1. ßêùî ïiäìíîæèíà A ⊂ K çàìêíåíà, òî µ∗(A) = µ(A).
2. µ∗(A) 6 µ(A) äëÿ áóäü-ÿêî¨ áîðåëåâî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ K.
3. ßêùî A ⊂ B ⊂ K, òî µ∗(A) 6 µ∗(B).
4. Íåõàé A1 ⊂ A2 ⊂ ... � çðîñòàþ÷èé ëàíöþæîê ïiäìíîæèí êîìïàêòó K, A =

⋃∞
k=1 Ak.

Òîäi µ∗(A) > lim
n→∞

µ∗(Ak).

Áåðîâîþ σ-àëãåáðîþ íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði K íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøà σ-àëãåáðà
Σ0, â ÿêié âñi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi íà K, âèìiðíi. Ïîêàæiòü, ùî:
5. ßêùî K � êîìïàêò, òî σ-àëãåáðà Σ0 ïîðîäæó¹òüñÿ ñiì'¹þ âñiõ âiäêðèòèõ ìíîæèí,
ÿêi íàëåæàòü äî êëàñó Fσ.

6. ßêùî K � ìåòðè÷íèé êîìïàêò, òî σ-àëãåáðà Σ0 çáiãà¹òüñÿ ç σ-àëãåáðîþ áîðåëåâèõ
ìíîæèí.

8.1.2. Íîñié ìiðè

Íåõàé µ � ðåãóëÿðíà áîðåëåâà ìiðà íà êîìïàêòi K. Òî÷êà x ∈ K íàçèâà¹òüñÿ iñòî-

òíîþ òî÷êîþ ìiðè µ, ÿêùî áóäü-ÿêèé îêië òî÷êè x ìà¹ íåíóëüîâó ìiðó. Íîñi¹ì ìiðè µ
íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà suppµ âñiõ iñòîòíèõ òî÷îê öi¹¨ ìiðè.

Òåîðåìà 1. suppµ � çàìêíåíà ìíîæèíà, µ (K\suppµ) = 0 i æîäíà âiäêðèòà ìíî-
æèíà íóëüîâî¨ ìiðè íå ïåðåòèíà¹òüñÿ iç suppµ.

Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî ìíîæèíà V = K\suppµ âñiõ íåiñòîòíèõ òî÷îê ìiðè µ
âiäêðèòà, ìà¹ íóëüîâó ìiðó, i êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà íóëüîâî¨ ìiðè öiëêîì ìiñòèòüñÿ
â V .

Ñïî÷àòêó çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî U � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà êîìïàêòó K i µ(U) =
0, òî U ⊂ V . Ñïðàâäi, êîæíà òî÷êà ìíîæèíè U ìà¹ îêië (à ñàìå U) íóëüîâî¨ ìiðè,
îòæå, æîäíà òî÷êà ìíîæèíè U íå ¹ iñòîòíîþ. Íåõàé x ∈ V . Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹
âiäêðèòèé îêië U òî÷êè x, ÿêà ìà¹ µ(U) = 0 i, îòæå, ùî ìiñòèòüñÿ ó V . Ìè äîâåëè, ùî V

1Äëÿ òèõ, õòî îçíàéîìëåíèé ç ïîíÿòòÿì ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë (îðäèíàëiâ). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ω1 ïåðøèé
íåçëi÷åííèé îðäèíàë. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíóX âñiõ îðäèíàëiâ, ùî íå ïåðåâèùóþòü ω1. Îêîëîì îðäèíàëà
α íàçèâàòèìåìî áóäü-ÿêó ïiäìíîæèíó U ⊂ X, ÿêà ìiñòèòü âiäðiçîê âèãëÿäó (β, α] ç β < α. Ó âiäïîâiäíié
òîïîëîãi¨ ìíîæèíà X áóäå êîìïàêòîì. Äàëi, îçíà÷èìî áîðåëåâó ìiðó µ íà X ó òàêèé ñïîñiá: ÿêùî
áîðåëåâà ìíîæèíà A ìiñòèòü ïiäìíîæèíó âèãëÿäó B \ {ω1}, äå B � çàìêíåíà ìíîæèíà, äëÿ ÿêî¨
ω1 � ãðàíè÷íà òî÷êà, ïîêëàäåìî µ(A) = 1, ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ïîêëàäåìî µ(A) = 0. Ìà¹ìî
µ((1, ω1)) = 1, àëå â âîäíî÷àñ ìiðà áóäü-ÿêî¨ çàìêíåíî¨ ïiäìíîæèíè âiäðiçêà (1, ω1) äîðiâíþ¹ íóëþ.
Îòæå, µ äà¹ ïðèêëàä íåðåãóëÿðíî¨ áîðåëåâî¨ ìiðè íà êîìïàêòíîìó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði.



8.2. Ïðîäîâæåííÿ åëåìåíòàðíîãî iíòåãðàëà 3

ðàçîì ç êîæíîþ ñâî¹þ òî÷êîþ ìiñòèòü i äåÿêèé îêië, òîáòî V ¹ âiäêðèòîþ. Íà ïiäñòàâi
ðåãóëÿðíîñòi ìiðè äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi µ(V ) = 0 äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî ìiðè âñiõ
çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè V äîðiâíþþòü íóëþ. Îòæå, íåõàé ïiäìíîæèíà W ⊂ V
çàìêíåíà. Äëÿ êîæíîãî x ∈ W âèáåðåìî âiäêðèòèé îêië Ux ç µ(Ux) = 0. Öi îêîëè
ðàçîì óòâîðþþòü âiäêðèòå ïîêðèòòÿ êîìïàêòó W . Âèáåðåìî ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ
Ux1 , Ux2 , ..., Uxn . Ìà¹ìî µ(W ) 6

∑n
k=1 µ(Uxk) = 0.

Òåîðåìà 2. Íåõàé µ � ðåãóëÿðíà áîðåëåâà ìiðà íà êîìïàêòi K i äâi íåïåðåðâíi
ôóíêöi¨ f1 i f2 íà K çáiãàþòüñÿ ìàéæå ñêðiçü çà ìiðîþ µ. Òîäi öi ôóíêöi¨ çáiãàþòüñÿ ó
âñiõ òî÷êàõ íîñiÿ ìiðè µ.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà U âñiõ òî÷îê, äå f1 6= f2, � âiäêðèòà ìíîæèíà íóëüîâî¨ ìiðè.
Îòæå, U íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç suppµ.

8.2. Ïðîäîâæåííÿ åëåìåíòàðíîãî iíòåãðàëà

8.2.1. Åëåìåíòàðíèé iíòåãðàë

Îçíà÷åííÿ 1. Åëåìåíòàðíèì iíòåãðàëîì íà êîìïàêòi K íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèé ôóí-
êöiîíàë I íà C(K), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ òàêó óìîâó äîäàòíîñòi : ÿêùî ôóíêöiÿ f íå-
âiä'¹ìíà, òî I(f) > 0.

Âëàñòèâîñòi åëåìåíòàðíîãî iíòåãðàëà

(1) Äëÿ áóäü-ÿêèõ f, g ∈ C(K) ÿêùî f > g, òî I(f) > I(g).

(2) ßêùî |f | 6 g, òî |I(f)| 6 I(g).

(3) I � íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà C(K) i ‖I‖ = I(1)2.

Äîâåäåííÿ. (1) f > g ⇒ f − g > 0 ⇒ I(f − g) > 0 ⇒ I(f) > I(g).
(2) |f | 6 g ⇒ −g 6 f 6 g ⇒ −I(g) 6 I(f) 6 I(g) ⇒ |I(f)| 6 I(g).
(3) Íåõàé f � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç îäèíè÷íî¨ ñôåðè ïðîñòîðó C(K). Òîäi |f | 6 1 ó âñiõ
òî÷êàõ i, çà ïîïåðåäíiì ïóíêòîì, |I(f)| 6 I(1).

Îñêiëüêè íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íàK âèìiðíi çà Áîðåëåì i îáìåæåíi, òî âîíè iíòåãðîâíi
çà áóäü-ÿêîþ áîðåëåâîþ ìiðîþ íà K. Òîìó ÿê ïðèêëàä åëåìåíòàðíîãî iíòåãðàëà ìîæíà
âçÿòè iíòåãðàë çà áóäü-ÿêîþ ôiêñîâàíîþ áîðåëåâîþ ìiðîþ íà K.

Îçíà÷åííÿ 2. Åëåìåíòàðíèì iíòåãðàëîì, ïîðîäæåíèì áîðåëåâîþ ìiðîþ µ íà
êîìïàêòi K, íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë Fµ íà C(K), ÿêèé çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ
Fµ(f) =

∫
K

fdν.

Íèæ÷å ìè ïîêàæåìî, ùî, êðiì ôóíêöiîíàëiâ âèãëÿäó Fµ, iíøèõ ïðèêëàäiâ åëåìåí-
òàðíèõ iíòåãðàëiâ íå iñíó¹. Áiëüøå òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòàðíîãî iíòåãðàëà I áóäå
äîâåäåíî iñíóâàííÿ ðåãóëÿðíî¨ áîðåëåâî¨ ìiðè µ, ÿêà ïîðîäæó¹ öåé iíòåãðàë. Iäåÿ ïî-
áóäîâè òàêî¨ ìiðè µ ïðîñòà: ïîòðiáíî ïîêëàñòè µ(A) = I(1A). Ïðîòå íà øëÿõó ðåàëiçàöi¨
öi¹¨ iäå¨ ñòî¨òü iñòîòíà ïåðåïîíà: ôóíêöiîíàë I âèçíà÷åíèé òiëüêè äëÿ íåïåðåðâíèõ ôóí-
êöié, à õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨ ìíîæèí, ÿê ïðàâèëî, ðîçðèâíi. Òîìó íàøà íàéáëèæ÷à
ìåòà � ïîøèðèòè öåé ôóíêöiîíàë íà äîñòàòíüî øèðîêèé êëàñ ôóíêöié, ÿêèé ìiñòèòü
ïðèíàéìíi âñi õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨ áîðåëåâèõ ìíîæèí. Öüîìó ïðèñâÿ÷åíî íàñòóïíi
òðè ïiäðîçäiëè.

2Ñèìâîëîì 1 ìè ïîçíà÷à¹ìî ôóíêöiþ, ÿêà äîðiâíþ¹ òîòîæíié îäèíèöi.
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8.2.2. Âåðõíié iíòåãðàë íàïiâíåïåðåðâíî¨ çíèçó ôóíêöi¨

Íàãàäà¹ìî, ùî ÷åðåç l∞(K) i LSC(K) ïîçíà÷àþòüñÿ âiäïîâiäíî ìíîæèíè âñiõ îáìåæå-
íèõ i âñiõ íàïiâíåïåðåðâíèõ çíèçó ôóíêöié íàK (îçíà÷åííÿ i âëàñòèâîñòi íàïiâíåïåðåðâ-
íèõ ôóíêöié äèâ. â ï. 1.2.4). Äëÿ ôóíêöié g ∈ LSC(K)∩ l∞(K), òîáòî íàïiâíåïåðåðâíèõ
çíèçó îáìåæåíèõ ôóíêöié íà K, ââåäåìî â ðîçãëÿä âåëè÷èíó

I∗(g) = sup {I(h) : h ∈ C(K) ih < g} .

Òåîðåìà 1. Âåëè÷èíà I∗ ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

(1) ÿêùî g ∈ C(K), òî I∗(g) = I(g);

(2) ÿêùî g1, g2 ∈ LSC(K) ∩ l∞(K) i g1 6 g2, òî I∗(g1) 6 I∗(g2);

(3) I∗(λg) = λI∗(g) äëÿ äîäàòíèõ ñêàëÿðiâ λ;

(4) I∗(g1 + g2) = I∗(g1) + I∗(g2) äëÿ áóäü-ÿêèõ g1, g2 ∈ LSC(K) ∩ l∞(K).

Äîâåäåííÿ. Ïåðøi òðè âëàñòèâîñòi î÷åâèäíi. Äîâåäåìî ÷åòâåðòó âëàñòèâiñòü. Çàôiêñó¹-
ìî ε > 0 i âèáåðåìî ôóíêöi¨ h1, h2 ∈ C(K), h1 < g1, h2 < g2, äëÿ ÿêèõ I(h1) > I∗(g1)− ε
i I(h2) > I∗(g2)− ε. Ìà¹ìî

I∗(g1 + g2) > I(h1 + h2) > I∗(g1) + I∗(g2)− 2ε.

Ç îãëÿäó íà äîâiëüíiñòü ε ìè äîâåëè íåðiâíiñòü I∗(g1 +g2) > I∗(g1)+I∗(g2). Äëÿ äîâåäå-
ííÿ îáåðíåíî¨ íåðiâíîñòi âèáåðåìî ôóíêöiþ h ∈ C(K), h < g1+g2 ç I(h) > I∗(g1+g2)−ε.
Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3 ï. 1.2.4, çàñòîñîâàíî¨ äî ôóíêöié g1, g2, äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ K iñíó-
þòü òàêi ôóíêöi¨ h1,x, h2,x ∈ C(K), ùî h1,x < g1, h2,x < g2 ó âñiõ òî÷êàõ êîìïàêòó i
h1,x(x)+h2,x(x) > h(x). Íà ïiäñòàâi íåïåðåðâíîñòi ôóíêöié, ùî áåðóòü ó÷àñòü â îñòàííié
íåðiâíîñòi, ó áóäü-ÿêîãî x ∈ K iñíó¹ âiäêðèòèé îêië Ux, äëÿ âñiõ òî÷îê t ÿêîãî óñå ùå
h1,x(t)+h2,x(t) > h(t). Öi îêîëè Ux, x ∈ K ñóêóïíî óòâîðþþòü ïîêðèòòÿ êîìïàêòó K, îò-
æå, ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ Ux1 , Ux2 , ..., Uxn . Ïðèéìåìî h1 = max

k∈{1,2,..,n}
h1,x,

h2 = max
k∈{1,2,..,n}

h2,x. Öi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòÿì h1 < g1, h2 < g2, i

çà ïîáóäîâîþ h1 + h2 > h âæå ó âñiõ òî÷êàõ. Îòæå,

I∗(g1 + g2) 6 I(h) + ε 6 I(h1 + h2) + ε 6 I∗(g1) + I∗(g2) + ε.

Çàëèøèëîñü ñïðÿìóâàòè ε äî íóëÿ.

Çàóâàæåííÿ. Âåëè÷èíó I∗ ìè íå ìîæåìî íàçâàòè ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì, îñêiëü-
êè ¨¨ îáëàñòü âèçíà÷åííÿ íå ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Íàïiâíåïåðåðâíiñòü çíèçó çáåðiãà-
¹òüñÿ ïðè äîäàâàííi i ìíîæåííi íà äîäàòíèé ñêàëÿð, àëå ïðè ìíîæåííi íà âiä'¹ìíèé
ñêàëÿð àáî âiäíiìàííi ìîæå âòðà÷àòèñü. Ïðîòå ÿêùî h ∈ C(K), òî é −h ∈ C(K) ⊂
LSC(K) ∩ l∞(K). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî g ∈ LSC(K) ∩ l∞(K) ðiçíèöÿ g − h ëåæèòü â
îáëàñòi âèçíà÷åííÿ I∗, i I∗(g − h) = I∗(g)− I∗(h).

Òåîðåìà 2. Íåõàé gn ∈ LSC(K) ∩ l∞(K), (gn) � çðîñòàþ÷à, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà
ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié, çáiæíà ïîòî÷êîâî äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ g. Òîäi g ∈ LSC(K)∩ l∞(K)
i I∗(g) = lim

n→∞
I∗(gn).
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Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ g îáìåæåíà òi¹þ æ ñòàëîþ, ùî é óñi gn, òîáòî g ∈ l∞(K). Äàëi,
g(x) = sup{gn(x) : n ∈ N}. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 1 (ïiäïóíêò 4) ï. 1.2.4, g ∈ LSC(K). Òîáòî
g ∈ LSC(K) ∩ l∞(K).

×èñëà I∗(gn) óòâîðþþòü íåñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü i îáìåæåíi çâåðõó ÷èñëîì I∗(g).
Îòæå, lim

n→∞
I∗(gn) iñíó¹ i íå ïåðåâèùó¹ I∗(g). Äëÿ äîâåäåííÿ îáåðíåíî¨ íåðiâíîñòi äî-

ñòàòíüî îòðèìàòè îöiíêó lim
n→∞

I∗(gn) > I(h) äëÿ âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié h, ìåíøèõ

çà g. Ðîçãëÿíåìî ïðè ôiêñîâàíîìó h ìíîæèíè An = {t ∈ K : gn(t) > h(t)}. Ìíîæèíè An
âiäêðèòi, óòâîðþþòü çðîñòàþ÷èé ëàíöþæîê i ïîêðèâàþòü â ñóêóïíîñòi âåñü êîìïàêò K.
Îòæå, iñíó¹ iíäåêñ n = n0, äëÿ ÿêîãî An0 = K. Öå îçíà÷à¹, ùî gn0(t) > h(t) ñêðiçü íà
K. Îòæå, lim

n→∞
I∗(gn) > I∗(gn0) > I(h).

8.2.3. Âåðõíié iíòåãðàë íà l∞(K)

Âåðõíiì iíòåãðàëîì ôóíêöi¨ f ∈ l∞(K) íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

I(f) = inf {I∗(g) : g ∈ LSC(K) ∩ l∞(K), g > f} .

Òåîðåìà 1. Âåëè÷èíà I ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

(1) ÿêùî f ∈ LSC(K) ∩ l∞(K), òî I(f) = I∗(f);3

(2) ÿêùî f1, f2 ∈ l∞(K) i f1 6 f2, òî I(f1) 6 I(f2);

(3) I(λf) = λI(f) äëÿ äîäàòíèõ ñêàëÿðiâ λ;

(4) I(f1 + f2) 6 I(f1) + I(f2) äëÿ áóäü-ÿêèõ f1, f2 ∈ l∞(K).

Äîâåäåííÿ. ßê i â òåîðåìi 1 ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó, äîâåäåííÿ ïîòðåáó¹ ëèøå ÷åòâåðòà
âëàñòèâiñòü. Çàôiêñó¹ìî ε > 0 i âèáåðåìî ôóíêöi¨ g1, g2 ∈ LSC(K) ∩ l∞(K), gi > fi ç
I∗(gi) 6 I(fi) + ε, i = 1, 2. Ìà¹ìî

I(f1 + f2) 6 I∗(g1 + g2) 6 I(f1) + I(f2) + 2ε.

Çàëèøà¹òüñÿ ñïðÿìóâàòè ε äî íóëÿ.

Çàóâàæåííÿ. Îñòàííÿ òåîðåìà îçíà÷à¹, çîêðåìà, ùî I � öå îïóêëèé ôóíêöiîíàë
íà l∞(K), ïðè÷îìó íà C(K) öåé ôóíêöiîíàë ìàæîðó¹ åëåìåíòàðíèé iíòåãðàë I. Òîìó
äëÿ øóêàíîãî ïðîäîâæåííÿ åëåìåíòàðíîãî iíòåãðàëà i ïîáóäîâè áîðåëåâî¨ ìiðè, ÿêà
ïîðîäæó¹ öåé iíòåãðàë, ìîæíà âèêîðèñòàòè òåîðåìó Ãàíà-Áàíàõà. Òàêèé ïiäõiä öiëêîì
ìîæëèâèé, àëå ìè ïiäåìî iíøèì øëÿõîì, íà ÿêîìó áóäå îòðèìàíî ÿâíó êîíñòðóêöiþ
ïðîäîâæåííÿ. Öèì ìè äåùî óñêëàäíèìî ñàìå îçíà÷åííÿ ïîòðiáíî¨ ìiðè, àëå ïîëåãøèìî
äîâåäåííÿ ¨¨ çëi÷åííî¨ àäèòèâíîñòi i ðåãóëÿðíîñòi. Òåîðåìà 2. Íåõàé f, fn ∈ l∞(K),

fn > 0 i f 6
∞∑
n=1

fn ó âñiõ òî÷êàõ. Òîäi I(f) 6
∞∑
n=1

I(fn).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a = sup {f(x) : x ∈ K}. Çàôiêñó¹ìî ε > 0 i äëÿ êîæíîãî n ∈ N âè-
áåðåìî ôóíêöiþ gn ∈ LSC(K) ∩ l∞(K), gn > fn ç I∗(gn) 6 I(fn) + ε/2n. Ðîçãëÿíåìî

äîïîìiæíi ôóíêöi¨ sn(x) = min
{
a,
∑n

j=1 gj(x)
}
. Îñêiëüêè gn > 0, ïîñëiäîâíiñòü (sn)

3Öÿ âëàñòèâiñòü îá ðóíòîâó¹ çàñòîñóâàííÿ íàçâè ¾âåðõíié iíòåãðàë¿ i äî âåëè÷èíè I∗.
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çðîñòà¹. Äàëi, s1 6 sn 6 a, òîáòî ïîñëiäîâíiñòü (sn) ðiâíîìiðíî îáìåæåíà. Ïîçíà÷è-
ìî ïîòî÷êîâó ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi (sn) ÷åðåç s. Çà òåîðåìîþ 2 ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó,
s ∈ LSC(K) ∩ l∞(K) i I∗(s) = lim

n→∞
I∗(sn). Ìà¹ìî

s(x) = lim
n→∞

sn(x) = min

{
a,
∞∑
j=1

gj(x)

}
>

> min

{
a,
∞∑
j=1

fj(x)

}
> min {a, f(x)} = f(x),

îòæå,

I(f) 6 I∗(s) = lim
n→∞

I∗(sn) 6 lim
n→∞

I∗
(

n∑
j=1

gj(x)

)
=

=
∞∑
j=1

I∗(gj) 6
∞∑
j=1

I(fj) + ε.

Ç îãëÿäó íà äîâiëüíiñòü ε òåîðåìó äîâåäåíî.

8.2.4. Ïðîñòið L(K, I)

Çàäàìî íà l∞(K) íàïiâíîðìó p(f) = I (|f |). Òîäi ó ïñåâäîìåòðèöi ρ(f1, f2) = I (|f1 − f2|),
ïîðîäæåíié öi¹þ íàïiâíîðìîþ, l∞(K) ¹ ïñåâäîìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
L(K, I) çàìèêàííÿ çà öi¹þ ïñåâäîìåòðèêîþ â l∞(K) ïiäìíîæèíè C(K) âñiõ íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié.

Òåîðåìà 1. L(K, I) � çàìêíåíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið â (l∞(K), p), i LSC(K) ∩
l∞(K) ⊂ L(K, I).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè C(K) � ëiíiéíèé ïiäïðîñòið, òî i éîãî çàìèêàííÿ � ëiíiéíèé
ïiäïðîñòið. Äîâåäåííÿ ïîòðåáó¹ ëèøå âêëþ÷åííÿ LSC(K) ∩ l∞(K) ⊂ L(K, I). Íåõàé
f ∈ LSC(K)∩ l∞(K). Çà îçíà÷åííÿì ôóíêöiîíàëà I∗, äëÿ áóäü-ÿêîãî n iñíó¹ íåïåðåðâ-
íà ôóíêöiÿ fn < f , äëÿ ÿêî¨ I∗(f − fn) = I∗(f)− I(fn) < 1/n. Àëå òîäi

ρ(f, fn) = I (|f − fn|) = I∗(f − fn)→ 0, n→∞.

Òîáòî íàì âäàëîñÿ çîáðàçèòè f ÿê ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

Òåîðåìà 2. L(K, I) ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

(1) ÿêùî f ∈ L(K, I), òî |f | ∈ L(K, I);

(2) ÿêùî f ∈ L(K, I), òî f+ ∈ L(K, I) i f− ∈ L(K, I);

(3) ÿêùî f, g ∈ L(K, I), òî max{f, g} ∈ L(K, I) i min{f, g} ∈ L(K, I).

Äîâåäåííÿ. (1) Íåõàé fn ∈ C(K), I (|f − fn|)→ 0 (n→∞). Òîäi |fn| ∈ C(K) i

ρ(|f | , |fn|) = I (|f | − |fn|) 6 I (|f − fn|)→ 0, n→∞,

òîáòî ôóíêöiÿ |f | � öå ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi |fn| ∈ C(K) i, îòæå, |f | ∈ L(K, I).
(2) Ïîòðiáíî ñêîðèñòàòèñü âæå äîâåäåíèì ïóíêòîì (1) i ôîðìóëàìè f+ = f+|f |

2
,

f− = (−f)+.
(3) Âèïëèâà¹ ç (2) i ôîðìóë max{f, g} = f+(g−f)+, min{f, g} = −max{−f,−g}.
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Íàñòóïíà òåîðåìà ïîêàçó¹, ùî åëåìåíòàðíèé iíòåãðàë I ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ëiíiéíîãî
ôóíêöiîíàëà íà L(K, I), ïðè÷îìó çà öå ïðîäîâæåííÿ ìîæíà âçÿòè âåðõíié iíòåãðàë.

Òåîðåìà 3. Íà L(K, I) âåðõíié iíòåãðàë I � öå p-íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé ôóíêöiî-
íàë.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ áóäü-ÿêèõ f, g ∈ L(K, I) ìà¹ìî∣∣I(f)− I(g)
∣∣ 6 I (|f − g|) = ρ(f, g),

òîáòî I íåïåðåðâíèé (íàâiòü çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ). Ëiíiéíiñòü âèïëèâà¹ ç íå-
ïåðåðâíîñòi i òîãî, ùî íà A (òîáòî íà ùiëüíié ïiäìíîæèíi) I çáiãà¹òüñÿ ç ëiíiéíèì
ôóíêöiîíàëîì I, i, îòæå, íà C(K) âåðõíié iíòåãðàë òàêîæ ëiíiéíèé. Ñïðàâäi, íåõàé
f, g ∈ L(K, I), a, b � ñêàëÿðè, (fn) i (gn) � ïîñëiäîâíîñòi íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, çáiæíi
ó ïñåâäîìåòðèöi ρ äî f i g âiäïîâiäíî. Òîäi ïðè n→∞

I(af + bg) = lim
n→∞

I(afn + bgn) = lim
n→∞

I(afn + bgn)

= a lim
n→∞

I(fn) + b lim
n→∞

I(gn) = aI(f) + bI(g). 2

Íàñòóïíà òåîðåìà � öå àíàëîã òåîðåìè Ëåâi ïðî ðÿäè äëÿ âåðõíüîãî iíòåãðàëà íà
L(K, I).

Òåîðåìà 4. Íåõàé fn ∈ L(K, I), f ∈ l∞(K), fn > 0 i ðÿä
∑∞

n=1 fn çáiãà¹òüñÿ äî f ó
âñiõ òî÷êàõ. Òîäi f ∈ L(K, I) i I(f) =

∑∞
n=1 I(fn).

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî f ∈ L(K, I). Ïîçíà÷èìî sup{f(x): x ∈ K} ÷åðåç a.
Çàôiêñó¹ìî ε > 0 i íàáëèçèìî êîæíó ç ôóíêöié fn íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ gn ç òî÷íiñòþ
äî ε

2n
: I (|fn − gn|) 6 ε

2n
. Çàìiíèâøè, çà ïîòðåáîþ, gn íà g+

n , ìîæåìî ââàæàòè, ùî

âñi ôóíêöi¨ gn íåâiä'¹ìíi. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ s(x) = min
{
a,
∑∞

j=1 gj(x)
}
. Ôóíêöiÿ

s íàïiâíåïåðåðâíà çíèçó é îáìåæåíà, òîáòî çà òåîðåìîþ 1, s ∈ L(K, I). Ïðè öüîìó
|s− f | 6

∑∞
n=1 |fn − gn| ó âñiõ òî÷êàõ, i, çà òåîðåìîþ 2 ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó,

I (|s− f |) 6
∞∑
n=1

I (|fn − gn|) 6 ε.

Òîáòî ôóíêöiþ f ìîæíà ç áóäü-ÿêîþ òî÷íiñòþ íàáëèçèòè ó ïñåâäîìåòðèöiK åëåìåíòàìè
ïðîñòîðó L(K, I), ùî ç îãëÿäó íà çàìêíåíiñòü L(K, I) â l∞(K) îçíà÷à¹, ùî f ∈ L(K, I).

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ ðiâíîñòi I(f) =
∑∞

n=1 I(fn). Íåðiâíiñòü â îäèí áiê I(f) 6∑∞
n=1 I(fn) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2 ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó. Íåðiâíiñòü â iíøèé áiê ëåãêî

âèïëèâà¹ ç ëiíiéíîñòi âåðõíüîãî iíòåãðàëà íà L(K, I). Ñïðàâäi, íà ïiäñòàâi äîäàòíîñòi
äîäàíêiâ äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∑n
k=1 fk 6 f . Îòæå,

n∑
k=1

I(fk) = I

(
n∑
k=1

fk

)
6 I(f).

Çàëèøà¹òüñÿ ñïðÿìóâàòè n äî íåñêií÷åííîñòi.

Íàñëiäîê (àíàëîã òåîðåìè Ëåâi ïðî ïîñëiäîâíîñòi). Íåõàé gn ∈ L(K, I), g ∈
l∞(K), ïîñëiäîâíiñòü (gn) ïîòî÷êîâî íå ñïàäà¹ i çáiãà¹òüñÿ äî g. Òîäi g ∈ L(K, I) i
I(g) = lim

n→∞
I(gn).

Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíüî çàñòîñóâàòè ïîïåðåäíþ òåîðåìó äî ðÿäó
∑∞

n=1 (gn+1 − gn).
×àñòèííi ñóìè öüîãî ðÿäó äîðiâíþþòü gn+1 − g1, òîáòî ðÿä çáiãà¹òüñÿ äî g − g1. Âiäïî-
âiäíî, g − g1 ∈ L(K, I), îòæå, g = (g − g1) + g1 ∈ L(K, I) i

I(g)− I(g1) = lim
n→∞

n−1∑
k=1

I(gk+1 − gk) = lim
n→∞

I(gn)− I(g1).
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8.3. Ðåãóëÿðíi áîðåëåâi ìiðè é iíòåãðàë

8.3.1. I-âèìiðíi ìíîæèíè. Ìiðà, ïîðîäæåíà iíòåãðàëîì

Ïiäìíîæèíà A ⊂ K íàçèâà¹òüñÿ I-âèìiðíîþ, ÿêùî 1A ∈ L(K, I). Ñiì'þ âñiõ I-âèìiðíèõ
ïiäìíîæèí êîìïàêòóK ïîçíà÷èìî ΣI . Äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè A ∈ ΣI ïîêëàäåìî µI(A) =
I(1A).

Òåîðåìà 1. Ñiì'ÿ ΣI óòâîðþ¹ σ-àëãåáðó, à µI � çëi÷åííî-àäèòèâíà ìiðà íà ΣI .

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî ñïèðàòèñü íà òåîðåìè 1�4 ç ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó. Íåõàé A ∈ ΣI .
Òîäi 1K\A = 1 − 1A ∈ L(K, I), îòæå, K\A ∈ ΣI . Íåõàé A,B ∈ ΣI . Òîäi 1A∩B =
min{1A,1B} ∈ L(K, I), îòæå, A ∩ B ∈ ΣI . Íàðåøòi, íåõàé An ∈ ΣI � äèç'þíêòíà
ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí, A =

⋃∞
n=1An. Òîäi ðÿä

∑∞
n=1 1An çáiãà¹òüñÿ ïîòî÷êîâî äî 1A. Çà

òåîðåìîþ 4 ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó, öå îçíà÷à¹, ùî 1A ∈ L(K, I) i

µI(A) = I(1A) =
∞∑
n=1

I(1An) =
∞∑
n=1

µI(An). 2

Òåîðåìà 2. Ìíîæèíà L(K, I) çáiãà¹òüñÿ iç ñiì'¹þ âñiõ îáìåæåíèõ ΣI-âèìiðíèõ
ôóíêöié i

∫
K
fdµI = I(f) äëÿ f ∈ L(K, I).

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî L(K, I) ñêëàäà¹òüñÿ ç ΣI-âèìiðíèõ ôóíêöié. Íå-
õàé f ∈ L(K, I), a � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié gn =
min {n(f − a)+, 1}. Öÿ ïîñëiäîâíiñòü ïîòî÷êîâî íå ñïàäà¹. ßêùî f(t) 6 a, òî gn(t) = 0,
ÿêùî æ f(t) > 0, òî n(f − a)+(t) → ∞ (n → ∞), òîáòî ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà
gn(t) = 1. Iíøèìè ñëîâàìè, ïîñëiäîâíiñòü, íå ñïàäàþ÷è, ïîòî÷êîâî ïðÿìó¹ äî õàðàêòå-
ðèñòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ìíîæèíè f>a. Çãiäíî ç àíàëîãîì òåîðåìè Ëåâi (íàñëiäîê â êiíöi ïî-
ïåðåäíüîãî ïóíêòó), öÿ õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ íàëåæèòü äî L(K, I), òîáòî f>a ∈ ΣI .
Öèì äîâåäåíî âèìiðíiñòü ôóíêöi¨ f .

Äëÿ äîâåäåííÿ ÷àñòèíè òâåðäæåííÿ, ùî çàëèøèëàñÿ, ïîçíà÷èìî ÷åðåç X ìíîæè-
íó òèõ f ∈ L(K, I), äëÿ ÿêèõ

∫
K
fdµI = I(f). Çà îçíà÷åííÿì ìiðè µI , õàðàêòåðèñòè÷íi

ôóíêöi¨ âñiõ ìíîæèí ç ΣI ëåæàòü â X. Îñêiëüêè X � ëiíiéíèé ïðîñòið, çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî âñi ñêií÷åííîçíà÷íi âèìiðíi ôóíêöi¨ (ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóíêöié)
òàêîæ ëåæàòü â X. Êîæíó ΣI-âèìiðíó îáìåæåíó ôóíêöiþ, çà òåîðåìîþ ïðî àïðîêñèìà-
öiþ (íàñëiäîê ç òåîðåìè 3 ï. 3.1.4), ìîæíà çîáðàçèòè ÿê ïîòî÷êîâó (i íàâiòü ðiâíîìiðíó)
ãðàíèöþ çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi ñêií÷åííîçíà÷íèõ ΣI-âèìiðíèõ ôóíêöié. Íà ïiäñòàâi
òåîðåìè Ëåâi òà ¨¨ àíàëîãà äëÿ L(K, I), çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âñi îáìåæåíi ΣI-âèìiðíi
ôóíêöi¨ íàëåæàòü äî ìíîæèíè X.

Òåîðåìà 3. Ñiì'ÿ ΣI ìiñòèòü ÿê åëåìåíòè âñi áîðåëåâi ïiäìíîæèíè êîìïàêòó K, i
äëÿ áóäü-ÿêîãî A ∈ ΣI i áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ âiäêðèòà ìíîæèíà U , ÿêà ìiñòèòü A, i
òàêà, ùî µI(U) < µI(A) + ε.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨ âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí êîìïàêòó K íà-
ïiâíåïåðåðâíi çíèçó, òàêi ôóíêöi¨ ëåæàòü â L(K, I), îòæå, âñi âiäêðèòi ìíîæèíè íàëå-
æàòü äî ΣI . À îñêiëüêè ΣI � σ-àëãåáðà, òî é óñi áîðåëåâi ïiäìíîæèíè òàêîæ íàëåæàòü
äî ΣI . Íåõàé òåïåð A � äîâiëüíèé åëåìåíò σ-àëãåáðè ΣI . Ñêîðèñòàâøèñü îçíà÷åííÿì
âåðõíüîãî iíòåãðàëà äëÿ ôóíêöi¨ 1A i òèì, ùî âåðõíié iíòåãðàë íà L(K, I) çáiãà¹òüñÿ ç
iíòåãðàëîì çà ìiðîþ µI , âèáåðåìî òàêó ôóíêöiþ f ∈ LSC(K) ∩ l∞(K), ùî f > 1A i∫

K

fdµI <

∫
K

1AdµI + ε = µI(A) + ε.
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Çà øóêàíó ìíîæèíó U âiçüìåìî ìíîæèíó f>1 òèõ òî÷îê t ∈ K, äå f(t) > 1. Íà ïiäñòàâi
íàïiâíåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f ìíîæèíà U âiäêðèòà. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè t ∈ A ìà¹ìî
f(t) > 1A(t) = 1, òîáòî t ∈ U . Öèì äîâåäåíî âêëþ÷åííÿ A ⊂ U . Íàðåøòi, ÿê áà÷èìî,
1U 6 f ó âñiõ òî÷êàõ, îòæå,

µI(U) =

∫
K

1UdµI 6
∫
K

fdµI < µI(A) + ε. 2

Ïåðåõîäÿ÷è äî äîïîâíåíü, îòðèìó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê. Äëÿ áóäü-ÿêîãî A ∈ ΣI i áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ çàìêíåíà ìíîæèíà V ,
ÿêà ìiñòèòüñÿ â A, ç µI(V ) > µI(A) − ε. Iíøèìè ñëîâàìè, âíóòðiøíÿ ìiðà, ïîðîäæåíà
ìiðîþ µI , íà ΣI çáiãà¹òüñÿ ç ìiðîþ µI .

Âïðàâè

1. (K,ΣI , µI) � ïîâíèé ïðîñòið ç ìiðîþ.
2. Ïîïîâíåííÿ ïðîñòîðó ç ìiðîþ (K,B, µI), äå B � σ-àëãåáðà áîðåëåâèõ ïiäìíîæèí
êîìïàêòó K, çáiãà¹òüñÿ ç (K,ΣI , µI) .

3. Íåõàé K = [0, 1]. Çà åëåìåíòàðíèé iíòåãðàë I âiçüìåìî iíòåãðàë Ðiìàíà íà âiäðiç-
êó. Ïåðåâiðòå, ùî â öüîìó âèïàäêó ΣI çáiãà¹òüñÿ ç σ-àëãåáðîþ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì
ïiäìíîæèí âiäðiçêà, à µI � ç ìiðîþ Ëåáåãà.

8.3.2. Òåîðåìà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä åëåìåíòàðíîãî

iíòåãðàëà

Áóäåìî ââàæàòè, ùî áîðåëåâà ìiðà µ ïîðîäæó¹ åëåìåíòàðíèé iíòåãðàë I íà C(K),
ÿêùî

∫
K
fdµ = I(f) äëÿ âñiõ ôóíêöié f ∈ C(K). (Ó ïîçíà÷åííÿõ îçíà÷åííÿ 2 ï. 8.2.1,

I = Fµ.)

Òåîðåìà. Äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòàðíîãî iíòåãðàëà I íà C(K) iñíó¹ ¹äèíà ðåãóëÿð-
íà áîðåëåâà ìiðà µ, ÿêà ïîðîäæó¹ öåé åëåìåíòàðíèé iíòåãðàë.

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ ïîòðiáíî¨ ìiðè ìè ôàêòè÷íî âæå äîâåëè: çà µ ìîæíà âçÿòè îáìå-
æåííÿ ìiðè µI , ïîáóäîâàíî¨ â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi, íà σ-àëãåáðó B áîðåëåâèõ ïiäìíî-
æèí. Ñïðàâäi, çãiäíî ç òåîðåìîþ 3 ï. 8.3.1 i íàñëiäêó ç íå¨, ìiðà µI âèçíà÷åíà íà áîðå-
ëåâèõ ïiäìíîæèíàõ i ¹ ðåãóëÿðíîþ, à òåîðåìà 2 òîãî æ ïóíêòó ñòâåðäæó¹, ùî ðiâíiñòü∫
K
fdµI = I(f) âèêîíó¹òüñÿ íå ëèøå äëÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, àëå i äëÿ áóäü-ÿêèõ

f ∈ L(K, I). Òîìó ãîëîâíå íàøå çàâäàííÿ � äîâåñòè ¹äèíiñòü, òîáòî ÿêùî µ � ðåãóëÿð-
íà áîðåëåâà ìiðà, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó òåîðåìè, òî µ çáiãà¹òüñÿ ç µI íà B.

Çàçíà÷èìî ñïî÷àòêó, ùî µI(U) > µ(U) äëÿ áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U . Äëÿ
öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñü ðåãóëÿðíiñòþ ìiðè µ. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ çàìêíåíà ìíîæèíà
V , ÿêà ìiñòèòüñÿ â U , ç µ(V ) > µ(U)− ε. Çà ëåìîþ Óðèñîíà, iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
f , ÿêà ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi: 0 6 f 6 1 ñêðiçü íà K, f(t) = 1 íà V i f(t) = 0 íà K\U .
Ìà¹ìî

µI(U) >
∫
K

fdµI =

∫
K

fdµ > µ(V ) > µ(U)− ε.

Çàëèøà¹òüñÿ ñïðÿìóâàòè ε äî íóëÿ. Äîâåäåìî òåïåð âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi µI(A) > µ(A)
âæå äëÿ âñiõ áîðåëåâèõ ìíîæèí. Äëÿ öüîãî çíîâó çàôiêñó¹ìî ε > 0 i âèáåðåìî âiäêðèòó
ìíîæèíó U ⊃ A ç µI(U) < µI(A) + ε (öå ìîæëèâî, çãiäíî ç òåîðåìîþ 3 ï. 8.3.1). Ìà¹ìî

µI(A) > µI(U)− ε > µ(U)− ε > µ(A)− ε,



10 8. Iíòåãðàë ó C(K)

òîáòî ç îãëÿäó íà äîâiëüíiñòü ε µI(A) > µ(A).
Çàñòîñóâàâøè äîâåäåíó íåðiâíiñòü äî äîïîâíåííÿ äî ìíîæèíè A i ñêîðèñòàâøèñü

î÷åâèäíîþ ðiâíiñòþ

µ(K) =

∫
K

dµ =

∫
K

dµI = µI(K),

îòðèìó¹ìî îáåðíåíó íåðiâíiñòü:

µI(A) = µI(K)− µI(K\A) 6 µ(K)− µ(K\A) = µ(A).

Îòæå, ìè äîâåëè, ùî ìiðè µ i µI çáiãàþòüñÿ íà áîðåëåâèõ ìíîæèíàõ.

Âïðàâè

1. Ñïèðàþ÷èñü íà íàñëiäîê, íàâåäåíèé íàïðèêiíöi ïóíêòó 8.3.1, i òåîðåìó ¹äèíîñòi,
äîâåäiòü, ùî ÿêùî µ � ðåãóëÿðíà áîðåëåâà ìiðà íà êîìïàêòi, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî A ∈ B
i áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ çàìêíåíà ìíîæèíà V , ÿêà ìiñòèòüñÿ â A, ç µ(V ) > µ(A)− ε.

2. Cïèðàþ÷èñü íà òåîðåìó ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä áîðåëåâî¨ ìiðè íà âiäðiçêó (ï. 2.3.5),
äîâåäiòü òàêó òåîðåìó: äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòàðíîãî iíòåãðàëà I íà [0, 1] iñíó¹ òàêà
ìîíîòîííà ôóíêöiÿ F íà [0, 1], ùî åëåìåíòàðíèé iíòåãðàë I ïîäà¹òüñÿ iíòåãðàëîì
Ñòiëòü¹ñà çà dF : I(f) =

∫ 1

0
fdF äëÿ âñiõ f ∈ C[0, 1].

Ñòåïåíåâîþ ïðîáëåìîþ ìîìåíòiâ íà âiäðiçêó [0, 1] íàçèâà¹òüñÿ çàäà÷à çíàõîäæå-
ííÿ çà äàíîþ ïîñëiäîâíiñòþ ÷èñåë a0, a1, ... òàêî¨ ôóíêöi¨ F íà [0, 1], ùî

∫ 1

0
tndF (t) = an

äëÿ âñiõ n = 0, 1, 2, .... Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi âèâåñòè ç ïîïåðåäíüî¨ âïðàâè òàêèé ðå-
çóëüòàò.
3.Äëÿ òîãî, ùîá ñòåïåíåâà ïðîáëåìà ìîìåíòiâ äëÿ ïîñëiäîâíîñòi a0, a1, ... ìàëà ðîçâ'ÿçîê,
ÿêèé ¹ íåñïàäíîþ ôóíêöi¹þ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ áóäü-ÿêîãî íåâiä'¹ìíîãî
íà [0, 1] ïîëiíîìà b0 + b1t+ ...+ bnt

n âèêîíóâàëàñü óìîâà
∑n

k=0 akbk > 0.

8.3.3. Íàáëèæåííÿ âèìiðíèõ ôóíêöié íåïåðåðâíèìè. Òåîðåìà Ëó-

çiíà

Ëåìà 1. Íåõàé (Ω,Σ, µ) � ïðîñòið ç ìiðîþ. Òîäi ïiäìíîæèíà âñiõ îáìåæåíèõ ôóíêöié
ùiëüíà â L1 (Ω,Σ, µ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ L1 (Ω,Σ, µ) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ. Îçíà÷èìî ìíîæèíèAn = {t ∈ Ω : |f | (t) < n}
i ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ fn = f ·1An . Ôóíêöi¨ |fn − f | = |f |·1Ω\An ìàþòü ñïiëüíó iíòåãðîâíó
ìàæîðàíòó |f |, ïîòî÷êîâî ïðÿìóþòü äî 0; îòæå,

‖fn − f‖ =

∫
K

|fn − f | dµ→ 0, n→∞.

Îñêiëüêè ôóíêöi¨ fn îáìåæåíi (|fn| < n ó âñiõ òî÷êàõ), öå äîâîäèòü ïîòðiáíó ùiëüíiñòü
ìíîæèíè îáìåæåíèõ ôóíêöié â L1.

Íåõàé µ � ðåãóëÿðíà áîðåëåâà ìiðà íà êîìïàêòi K. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B σ-àëãåáðó
áîðåëåâèõ ïiäìíîæèí êîìïàêòó K, à ÷åðåç L1 � áàíàõiâ ïðîñòið L1(K,B, µ).

Òåîðåìà 1. Ïiäìíîæèíà C(K) íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ùiëüíà â L1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé I � åëåìåíòàðíèé iíòåãðàë íà C(K), ÿêèé çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ
I(f) =

∫
K
fdµ. Òîäi, çà òåîðåìîþ ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä åëåìåíòàðíîãî iíòåãðàëà, äî-

âåäåíîþ â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi (â ÷àñòèíi ¹äèíîñòi), ìiðà µI , ïîðîäæåíà iíòåãðàëîì
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I, çáiãà¹òüñÿ íà B ç âèõiäíîþ ìiðîþ µ. Îòæå, äëÿ îáìåæåíèõ áîðåëåâèõ ôóíêöié
I(f) =

∫
K
fdµ (äèâ. òåîðåìó 2 ï. 8.3.1). Âiäïîâiäíî, äëÿ îáìåæåíèõ ôóíêöié ç L1

âiäñòàíü ρ, âèçíà÷åíà â ï. 8.2.4, çáiãà¹òüñÿ ç âiäñòàííþ â L1. Îñêiëüêè L(K, I) áóâ ρ-
çàìèêàííÿì ìíîæèíè C(K), òî, çà òåîðåìîþ 2 ï. 8.3.1, çàìèêàííÿ ìíîæèíè C(K) â L1

ìiñòèòü âñi îáìåæåíi ôóíêöi¨ ç L1. Çàëèøà¹òüñÿ ñêîðèñòàòèñü ëåìîþ 1.

Òåîðåìà 2. Ïiäìíîæèíà C(K) íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ùiëüíà ó ïðîñòîði L0 âñiõ
âèìiðíèõ çà Áîðåëåì ôóíêöié íà K ó ðîçóìiííi çáiæíîñòi ìàéæå ñêðiçü.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöi¨ fn = f · 1An ç ëåìè 1, òàê ñàìî ÿê i â ïîïåðåäíié
òåîðåìi, ëåãêî äîâåñòè, ùî L1 ùiëüíà â L0 ó ðîçóìiííi çáiæíîñòi ìàéæå ñêðiçü. Äàëi, çà
ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ, C(K) ùiëüíà â L1 çà íîðìîþ ïðîñòîðó L1. Îñêiëüêè iç çáiæíîñòi
çà íîðìîþ ïðîñòîðó L1 âèïëèâà¹ çáiæíiñòü çà ìiðîþ, à iç çáiæíî¨ çà ìiðîþ ïîñëiäîâíîñòi
çàâæäè ìîæíà âèáðàòè çáiæíó ìàéæå ñêðiçü ïiäïîñëiäîâíiñòü, C(K) ùiëüíèé â L1 i â
ñåíñi çáiæíîñòi ìàéæå ñêðiçü. Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ â öüîìó âèïàäêó ñêîðèñòàòèñü
òðàíçèòèâíiñòþ âiäíîøåííÿ ¾ùiëüíiñòü¿ (íàñëiäîê 2 ï. 3.2.3).

Òåîðåìà 3 (òåîðåìà Ëóçiíà). Íåõàé f � âèìiðíà çà Áîðåëåì ôóíêöiÿ íà K.
Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêà áîðåëåâà ïiäìíîæèíà A ⊂ K ç µ(K\A) < ε, ùî
îáìåæåííÿ ôóíêöi¨ f íà ïiäìíîæèíó A íåïåðåðâíå.

Äîâåäåííÿ. Çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ, iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (fn) íåïåðåðâíèõ ôóíêöié,
çáiæíà äî f ìàéæå ñêðiçü. Ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ �ãîðîâà, âèáåðåìî òàêó ïiäìíî-
æèíó A ⊂ K ç µ(K\A) < ε, íà ÿêié ïîñëiäîâíiñòü (fn) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî. Òîäi îáìå-
æåííÿ ôóíêöi¨ f íà ïiäìíîæèíó A � öå ãðàíèöÿ âæå ðiâíîìiðíî çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi
íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, òîáòî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ.

Âïðàâè

1. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíó A ó ôîðìóëþâàííi òåîðåìè Ëóçiíà çàâæäè ìîæíà âèáðàòè
çàìêíåíîþ.

2. Íàâåäiòü ïðèêëàä (íà âiäðiçêó), êîëè ìíîæèíó A ó ôîðìóëþâàííi òåîðåìè Ëóçiíà
íå ìîæíà âèáðàòè âiäêðèòîþ.

8.4. Òåîðåìà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiî-

íàëà â C(K)

8.4.1. Ðåãóëÿðíi áîðåëåâi çàðÿäè

Çàðÿä ν, çàäàíèé íà σ-àëãåáði B áîðåëåâèõ ïiäìíîæèí êîìïàêòó K, íàçèâà¹òüñÿ ðåãó-
ëÿðíèì áîðåëåâèì çàðÿäîì íà K, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî A ∈ B i áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹
òàêà çàìêíåíà ïiäìíîæèíà C ⊂ A, ùî |ν(A)− ν(C)| < ε.

Çàçíà÷èìî, ùî, çãiäíî ç âïðàâîþ 1 ï. 8.3.2, áóäü-ÿêà ðåãóëÿðíà áîðåëåâà ìiðà ¹
é ðåãóëÿðíèì áîðåëåâèì çàðÿäîì. Äàëi, ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ
ðåãóëÿðíèõ áîðåëåâèõ çàðÿäiâ � çíîâó ðåãóëÿðíèé áîðåëiâ çàðÿä. Çîêðåìà, ðiçíèöÿ äâîõ
ðåãóëÿðíèõ áîðåëåâèõ ìið ¹ ðåãóëÿðíèì áîðåëåâèì çàðÿäîì. Íàñòóïíà òåîðåìà ïîêàçó¹,
ùî òàêèìè ðiçíèöÿìè âè÷åðïóþòüñÿ âñi ðåãóëÿðíi áîðåëåâi çàðÿäè.

Òåîðåìà. Äëÿ áîðåëåâîãî çàðÿäó ν íà êîìïàêòi K òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) ν � ðåãóëÿðíèé áîðåëiâ çàðÿä;
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(2) ν+ i ν− � ðåãóëÿðíi áîðåëåâi ìiðè;

(3) çàðÿä ν çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi ðiçíèöi äâîõ ðåãóëÿðíèõ áîðåëåâèõ ìið;

(4) |ν| � ðåãóëÿðíà áîðåëåâà ìiðà.

Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2). Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî A ∈ B âåëè÷èíà ν+(A) âèçíà÷à¹-
òüñÿ ôîðìóëîþ ν+(A) = sup{ν(∆) : ∆ ∈ B,∆ ⊂ A}. Òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹
áîðåëåâà ïiäìíîæèíà ∆ ⊂ A, ç ν(∆) > ν+(A) − ε. Íà ïiäñòàâi ðåãóëÿðíîñòi çàðÿäó ν
ìîæíà âèáðàòè çàìêíåíó ïiäìíîæèíó C ⊂ ∆ ç ν(C) > ν+(A)− ε. Ñêîðèñòàâøèñü òèì,
ùî ν+(C) > ν(C), ó ïiäñóìêó îäåðæó¹ìî iñíóâàííÿ çàìêíåíî¨ ïiäìíîæèíè C ⊂ A ç
ν+(C) > ν+(A) − ε, òîáòî ðåãóëÿðíiñòü ìiðè ν+. Ðåãóëÿðíiñòü ìiðè ν− òåïåð âèïëèâà¹
çi ñïiââiäíîøåííÿ ν− = ν+ − ν.

(2)⇒ (3): ν = ν+ − ν−.
(3)⇒ (1). Íåõàé ν = µ1−µ2, äå µ1, µ2 � ðåãóëÿðíi áîðåëåâi ìiðè. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî

A ∈ B i áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíóþòü çàìêíåíi ïiäìíîæèíè C1, C2 ⊂ A, ç µ1(C1) > µ1(A)−ε
i µ2(C2) > µ2(A)− ε.

Ïîêëàäåìî C = C1 ∪ C2. Òàêà C ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè A, äëÿ ÿêî¨
âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi µ1(A)− ε < µ1(C) < µ1(A) i µ2(A)− ε < µ2(C) < µ2(A). Âiäïî-
âiäíî,

|ν(A)− ν(C)| 6 |µ1(A)− µ1(C)|+ |µ2(A)− µ2(C)| < 2ε.

Ç îãëÿäó íà äîâiëüíiñòü ε öèì äîâåäåíî ðåãóëÿðíiñòü çàðÿäó ν.
(2)⇒ (4). Äîñòàòíüî ñêîðèñòàòèñü ðiâíiñòþ |ν| = ν+ + ν−.
(4)⇒ (1). Íåõàé A ∈ B, à C ⊂ A � òàêà çàìêíåíà ïiäìíîæèíà, ùî |ν| (A)−|ν| (C) <

ε. Òîäi
|ν(A)− ν(C)| = |ν(A\C)| 6 |ν| (A\C) = |ν| (A)− |ν| (C) < ε. 2

Âïðàâè

1. Íåõàé áîðåëiâ çàðÿä ν àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé ùîäî ðåãóëÿðíî¨ áîðåëåâî¨ ìiðè µ.
Òîäi ν � ðåãóëÿðíèé áîðåëiâ çàðÿä.

2. Íà ìåòðè÷íîìó êîìïàêòi áóäü-ÿêèé áîðåëiâ çàðÿä ðåãóëÿðíèé.
3. Íåõàé M(K,B) � ïðîñòið âñiõ áîðåëåâèõ çàðÿäiâ íà êîìïàêòi K, íàäiëåíèé íîðìîþ
‖ν‖ = |ν| (K). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Mr(K) ìíîæèíó âñiõ ðåãóëÿðíèõ áîðåëåâèõ çàðÿäiâ
íà K. Äîâåäiòü, ùî Mr(K) � çàìêíåíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó M(K,B).

4. Ç íàâåäåíî¨ âèùå i ç âïðàâè 6 ï. 7.1.1 âèâåäiòü, ùî Mr(K) â íîðìi ‖ν‖ = |ν| (K) �
áàíàõiâ ïðîñòið.

5. Íåõàé êîìïàêò K íåçëi÷åííèé. Òîäi ïðîñòið Mr(K) íåñåïàðàáåëüíèé.

8.4.2. Ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè Ðiñà-Ìàðêîâà-Êàêóòàíi. Òåîðåìà

¹äèíîñòi. Ïðèêëàäè

Íàãàäà¹ìî, ùî ó âïðàâàõ ï. 7.1.2 çà àíàëîãi¹þ ç iíòåãðàëîì çà ìiðîþ áóëî ââåäåíî îçíà-
÷åííÿ iíòåãðàëà çà çàðÿäîì ÿê ãðàíèöi âiäïîâiäíèõ iíòåãðàëüíèõ ñóì. Ùîá íå ñïèðàòèñü
íà ðåçóëüòàòè âèùåçãàäàíèõ âïðàâ i íå ðîçâ'ÿçóâàòè ¨õ çàìiñòü ÷èòà÷à, îçíà÷èìî iíòå-
ãðàë çà çàðÿäîì çâåäåííÿì äî iíòåãðàëà çà ìiðîþ. Ñïî÷àòêó çàçíà÷èìî îäíó ïðîñòó
âëàñòèâiñòü iíòåãðàëà çà ìiðîþ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé (Ω,Σ) � ìíîæèíà iç çàäàíîþ íà íié σ-àëãåáðîþ, ∆ ∈ Σ, µ1, µ2 :
Σ → [0,+∞) � çëi÷åííî-àäèòèâíi ìiðè i µ1 6 µ2. Òîäi ÿêùî ôóíêöiÿ f : ∆ → R iíòå-
ãðîâíà çà µ2, òî öÿ ôóíêöiÿ iíòåãðîâíà i çà µ1.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2 ï. 4.2.2, ôóíêöiÿ f iíòåãðîâíà íà ìíîæèíi ∆ çà ìiðîþ
µ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå ðîçáèòòÿ Dε ìíîæèíè ∆,
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ùî âiäïîâiäíi âåðõíÿ i íèæíÿ iíòåãðàëüíi ñóìè S̄∆ (f,Dε, µ) i S∆ (f,Dε, µ) ôóíêöi¨ f çà
ìiðîþ µ âèçíà÷åíi i âiäðiçíÿþòüñÿ ìåíøå íiæ íà ε. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç
íåðiâíîñòi ∣∣S̄∆ (f,Dε, µ1)− S∆ (f,Dε, µ1)

∣∣ 6 ∣∣S̄∆ (f,Dε, µ2)− S∆ (f,Dε, µ2)
∣∣ . 2

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé (Ω,Σ) � ìíîæèíà iç çàäàíîþ íà íié σ-àëãåáðîþ, ν � çàðÿä
íà êîìïàêòi K i f � âèìiðíà ôóíêöiÿ íà Ω. Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ iíòåãðîâíîþ íà

ìíîæèíi ∆ ∈ Σ çà çàðÿäîì ν, ÿêùî f iíòåãðîâíà çà âàðiàöi¹þ öüîãî çàðÿäó.
Ç òåîðåìè 1 i íåðiâíîñòi ν+ 6 |ν|, ν− 6 |ν| âèïëèâà¹, ùî ÿêùî f iíòåãðîâíà çà ν, òî

f iíòåãðîâíà ÿê çà ν+, òàê i çà ν−.

Îçíà÷åííÿ 2. Íàçâåìî iíòåãðàëîì ôóíêöi¨ f çà çàðÿäîì ν íà ïiäìíîæèíi ∆ âå-
ëè÷èíó ∫

∆

fdν =

∫
∆

fdν+ −
∫
∆

fdν−. (1)

Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (1) íà iíòåãðàë çà çàðÿäîì ëåãêî ïåðåíîñÿòüñÿ òàêi îñíîâíi
âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà çà ìiðîþ, ÿê ëiíiéíiñòü çà ôóíêöi¹þ, çëi÷åííà àäèòèâíiñòü çà ìíî-
æèíîþ i íàâiòü òåîðåìà Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Äåùî ñêëàäíiøe ç îöiíêàìè
iíòåãðàëiâ: iíòåãðàë çà çàðÿäîì âiä áiëüøî¨ ç äâîõ ôóíêöié ìîæå âèÿâèòèñü ìåíøèì çà
iíòåãðàë âiä ìåíøî¨ ç íèõ. Òîìó ó âèïàäêó iíòåãðóâàííÿ çà çàðÿäîì âèêîðèñòîâóþòü
íåðiâíiñòü ∣∣∣∣∫

A

fdν

∣∣∣∣ 6 ∫
A

|f | d |ν|, (2)

ÿêà òàêîæ ëåãêî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ:∣∣∣∣∫
A

fdν

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
A

fdν+ −
∫
A

fdν−
∣∣∣∣ 6 ∫

A

|f | dν+ +

∫
A

|f | dν− =

∫
A

|f | d |ν|.

Ïîêàæåìî, ùî ïîäàíå îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà çà çàðÿäîì óçãîäæó¹òüñÿ ç îçíà÷åííÿì iç
âïðàâè ï. 7.1.2.

Òåîðåìà 2. ßêùî f iíòåãðîâíà íà ìíîæèíi ∆ ∈ Σ çà çàðÿäîì ν, òî iíòåãðàëüíi
ñóìè öi¹¨ ôóíêöi¨ ïðÿìóþòü çà íàïðÿìëåíiñòþ ðîçáèòòiâ äî

∫
∆
fdν.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó Ãàíà äî çàðÿäó ν íà ∆. Íåõàé ∆+ i ∆− � âiäïîâiäíi
ìíîæèíè äîäàòíîñòi i âiä'¹ìíîñòi. Òîäi ìiðà ν+ çîñåðåäæåíà íà ∆+, à ν− � íà ∆−.
Ñêîðèñòà¹ìîñü îçíà÷åííÿì iíòåãðàëà çà ìiðîþ i âèáåðåìî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 òàêi
ðîçáèòòÿ D1 i D2 ìíîæèí ∆+ i ∆− âiäïîâiäíî, ùî áóäü-ÿêi iíòåãðàëüíi ñóìè ôóíêöi¨ f
íà ∆+ çà ðîçáèòòÿì, ÿêå ¹ íàñòóïíèêîì D1, à íà ∆− � çà ðîçáèòòÿì, ÿêå ¹ íàñòóïíèêîì
D2, íàáëèæàþòü âiäïîâiäíî

∫
∆+ fdν

+ i
∫

∆−
fdν− ç òî÷íiñòþ äî ε/2. Ïîáóäó¹ìî ðîçáè-

òòÿ D ìíîæèíè ∆, âçÿâøè çà åëåìåíòè ðîçáèòòÿ âñi åëåìåíòè ðîçáèòòiâ D1 i D2. Òîäi
êîæíà iíòåãðàëüíà ñóìà s, ïîðîäæåíà ðîçáèòòÿì, ùî ¹ íàñòóïíèêîì D, ðîçïàäà¹òüñÿ
íà ÷àñòèíè s1 i s2, ïîðîäæåíi ÷àñòèíàìè öüîãî ðîçáèòòÿ, ÿêi ¹ íàñòóïíèêàìè D1 i D2

âiäïîâiäíî. Îòæå, ∣∣∣∣∣∣s−
∫
∆

fdν

∣∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣∣s1 −

∫
∆

fdν+

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣s2 −
∫
∆

fdν−

∣∣∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣∣∣s1 −
∫

∆+

fdν+

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣s2 −
∫

∆−

fdν−

∣∣∣∣∣∣ 6 ε

2
+
ε

2
= ε,

ùî é îçíà÷à¹ ïîòðiáíó çáiæíiñòü iíòåãðàëüíèõ ñóì äî iíòåãðàëà.

Òåîðåìà 3. Iíòåãðàë çà çàðÿäîì ëiíiéíèé ÿê ôóíêöiÿ çàðÿäó: ÿêùî ν1, ν2 : Σ → R
� çàðÿäè, a1, a2 ∈ R � ñêàëÿðè i ôóíêöiÿ f : ∆ → R iíòåãðîâíà çà çàðÿäàìè ν1 i ν2, òî
öÿ ôóíêöiÿ iíòåãðîâíà i çà çàðÿäîì a1ν1 + a2ν2, i∫

∆

fd(a1ν1 + a2ν2) = a1

∫
∆

fdν1 + a2

∫
∆

fdν2. (3)

Äîâåäåííÿ. Iíòåãðîâíiñòü âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi |a1ν1 + a2ν2| 6 |a1| · |ν1| + |a2| · |ν2| i
òåîðåìè 1. Ðiâíiñòü (3) ëåãêî îòðèìàòè ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì ç àíàëîãi÷íî¨ ðiâíîñòi äëÿ
iíòåãðàëüíèõ ñóì.

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi íàñ öiêàâèòèìå ÷àñòêîâèé âèïàäîê áîðåëåâèõ çàðÿäiâ i íåïå-
ðåðâíèõ ôóíêöié íà êîìïàêòi K.

Îçíà÷åííÿ 3. Íåõàé ν � áîðåëiâ çàðÿä íà êîìïàêòi K. Ôóíêöiîíàëîì, ïîðî-
äæåíèì çàðÿäîì ν, íàçèâàòèìåìî âiäîáðàæåííÿ Fν : C(K) → R, ÿêå äi¹ çà ïðàâèëîì
Fν(f) =

∫
K

fdν.

Iñíóâàííÿ iíòåãðàëà ó öüîìó âèïàäêó ãàðàíòó¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1) i òèì, ùî áóäü-ÿêà
îáìåæåíà âèìiðíà ôóíêöiÿ iíòåãðîâíà çà áóäü-ÿêîþ ñêií÷åííîþ ìiðîþ (ï. 4.3.3).

Òâåðäæåííÿ 1. Fν � íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà C(K) i ‖Fν‖ 6 ‖ν‖
(òóò i íàäàëi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ââåäåíå ó âïðàâi 3 ï. 8.4.1 ïîçíà÷åííÿ ‖ν‖ = |ν| (K)).

Äîâåäåííÿ. Ëiíiéíiñòü ôóíêöiîíàëà Fν î÷åâèäíà. Îöiíèìî éîãî íîðìó. Íåõàé f ∈ C(K),
‖f‖ = 1. Òîäi |f(t)| 6 1 ó âñiõ òî÷êàõ êîìïàêòó K. Çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü (2):

|Fν(f)| =

∣∣∣∣∣∣
∫
K

fdν

∣∣∣∣∣∣ 6
∫
K

|f | d |ν| 6
∫
K

d |ν| = |ν| (K) = ‖ν‖ . 2

Íàñòóïíà âëàñòèâiñòü ¹ î÷åâèäíîþ, òîìó íàâåäåìî ¨¨ áåç äîâåäåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé ν1, ν2 � áîðåëåâi çàðÿäè íà êîìïàêòi K, a1, a2 ∈ R. Òîäi
Fa1ν1+a2ν2 = a1Fν1 + a2Fν2 . Iíøèìè ñëîâàìè, âiäîáðàæåííÿ ν 7→ Fν ëiíiéíå.

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé ν � ðåãóëÿðíèé áîðåëiâ çàðÿä íà êîìïàêòi K, äëÿ ÿêî-
ãî Fν = 0. Òîäi ν � íóëüîâèé çàðÿä. ßêùî äëÿ ðåãóëÿðíèõ áîðåëåâèõ çàðÿäiâ ν1, ν2

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Fν1 = Fν2 , òî ν1 = ν2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Fν = 0. Òîäi∫
K

fdν+ −
∫
K

fdν− =

∫
K

fdν = 0

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(K). Òîáòî åëåìåíòàðíi iíòåãðàëè íà C(K), ïîðîäæåíi
ìiðàìè ν+ i ν−, çáiãàþòüñÿ. Îñêiëüêè ν+ i ν− � ðåãóëÿðíi áîðåëåâi ìiðè, ç ¹äèíîñòi
çîáðàæåííÿ â òåîðåìi ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä åëåìåíòàðíîãî iíòåãðàëà (ï. 8.3.2) âèïëèâà¹,
ùî ìiðè ν+ i ν− çáiãàþòüñÿ. Îòæå, ν = ν+ − ν− = 0.

Äðóãà ÷àñòèíà òâåðäæåííÿ çâîäèòüñÿ äî ïåðøî¨ ç îãëÿäó íà ëiíiéíiñòü âiäîáðàæå-
ííÿ ν 7→ Fν . Ñïðàâäi, ÿêùî Fν1 = Fν2 , òî äëÿ äîïîìiæíîãî çàðÿäó ν = ν1 − ν2 ìà¹ìî
Fν = Fν1 − Fν2 = 0. Òîáòî ν = ν1 − ν2 = 0.



8.4. Òåîðåìà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â C(K) 15

Íàâåäåíi òâåðäæåííÿ ðàçîì îçíà÷àþòü, ùî âiäîáðàæåííÿ U : ν 7→ Fν , ÿêå ðîçãëÿ-
äà¹òüñÿ ÿê îïåðàòîð, ùî äi¹ ç ïðîñòîðó Mr(K) âñiõ ðåãóëÿðíèõ áîðåëåâèõ çàðÿäiâ íà K
ó ïðîñòið C(K)∗, � öå ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ií'¹êòèâíèé îïåðàòîð ç ‖U‖ 6 1.

Íàñòóïíó òåîðåìó ìîæíà ðîçóìiòè òàê: U � öå ái¹êòèâíà içîìåòðiÿ ïðîñòîðiâMr(K)
i C(K)∗.

Òåîðåìà 4 (ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â C(K)). Äëÿ
áóäü-ÿêîãî íåïåðåðâíîãî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà F íà C(K) iñíó¹ ¹äèíèé ðåãóëÿðíèé
áîðåëiâ çàðÿä ν íà K, ÿêèé ïîðîäæó¹ öåé ôóíêöiîíàë (òîáòî äëÿ ÿêîãî F = Fν). Ïðè
öüîìó ‖F‖ = ‖ν‖.

×àñòèíà òâåðäæåííÿ ñôîðìóëüîâàíî¨ âèùå òåîðåìè Ðiñà�Ìàðêîâà�Êàêóòàíi � ¹äè-
íiñòü çàðÿäó ν i íåðiâíiñòü ‖Fν‖ 6 ‖ν‖ � ìè âæå äîâåëè. Òåîðåìó iñíóâàííÿ âêàçàíîãî
çàðÿäó áóäå äîâåäåíî íèæ÷å â ï. 8.4.3 íà îñíîâi òåîðåìè ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä åëåìåí-
òàðíîãî iíòåãðàëà. Iäåÿ äîâåäåííÿ � çîáðàçèòè ôóíêöiîíàë F ó âèãëÿäi ðiçíèöi äâîõ
åëåìåíòàðíèõ iíòåãðàëiâ. Ôîðìóëó äëÿ íîðìè áóäå äîâåäåíî â ï. 8.4.4.

Âïðàâè

1. Äîâåäiòü òàêèé àíàëîã òåîðåìè Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü: íåõàé ôóíêöi¨ fn
iíòåãðîâíi íà ìíîæèíi ∆ çà çàðÿäîì ν, fn → f (n → ∞) |ν|-ìàéæå ñêðiçü, i iñíó¹
ν-iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ g, ùî ìàæîðó¹ âñi fn (òîáòî íåðiâíiñòü |fn| 6 g âèêîíó¹òüñÿ
|ν|-ìàéæå ñêðiçü äëÿ âñiõ n ∈ N). Òîäi ôóíêöiÿ f òàêîæ ν-iíòåãðîâíà, i

∫
∆
fdν =

lim
n→∞

∫
∆
fndν.

2. Íåõàé ν1, ν2 � ðåãóëÿðíi áîðåëåâi çàðÿäè i f1, f2 � îáìåæåíi ôóíêöi¨ íà êîìïàêòi
K, ùî ìàþòü òàêó âëàñòèâiñòü:

∫
K
gf1dν1 =

∫
K
gf2dν2 äëÿ áóäü-ÿêî¨ g ∈ C(K). Òîäi

ðiâíiñòü
∫
K
gf1dν1 =

∫
K
gf2dν2 âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ îáìåæåíèõ âèìiðíèõ çà Áîðåëåì

ôóíêöié g íà K.
Äëÿ êîæíîãî ç ïåðåðàõîâàíèõ íèæ÷å ôóíêöiîíàëiâ Gj íà C[0, 1]: (a) ïåðåâiðòå ëi-

íiéíiñòü i íåïåðåðâíiñòü; (b) îá÷èñëiòü íîðìó; (c) çíàéäiòü çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi Fν ,
äå ν � ðåãóëÿðíèé áîðåëiâ çàðÿä íà âiäðiçêó [0, 1]; (d) çíàéäiòü âàðiàöiþ îòðèìàíîãî
çàðÿäó i ïåðåâiðòå íà öèõ ïðèêëàäàõ ôîðìóëó ‖Fν‖ = ‖ν‖.
3. G1(f) = f(0).
4. G2(f) = f(0)− f(1).
5. G3(f) =

∫ 1/2

0
f(t)dt.

6. G4(f) =
∫ 1

0
f(t)(t− 1

2
)dt.

8.4.3. Äîäàòíà i âiä'¹ìíà ÷àñòèíè

ôóíêöiîíàëà F ∈ C(K)∗

Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó C+(K) = {f ∈ C(K) : f > 0} � äîäàòíèé êîíóñ ïðîñòîðó C(K).
Äëÿ áóäü-ÿêîãî f ∈ C+(K) ÷åðåç [0, f ]c ïîçíà÷èìî òàêó ìíîæèíó ôóíêöié: [0, f ]c =

{g ∈ C(K) : 0 6 g 6 f}. Íåõàé F � íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà C(K). Îçíà-
÷èìî äîäàòíó ÷àñòèíó F+ ôóíêöiîíàëà F òàê: äëÿ f ∈ C+(K) ïîêëàäåìî

F+(f) = sup {F (g) : g ∈ [0, f ]c} (I)

äëÿ äîâiëüíî¨ æ ôóíêöi¨ f ∈ C(K) ïîêëàäåìî

F+(f) = F+(f+)− F+(f−). (II)

Äàëi îçíà÷èìî âiä'¹ìíó ÷àñòèíó F− ôóíêöiîíàëà F ðiâíiñòþ F− = F+ − F.
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Ìåòà íàñòóïíîãî ëàíöþæêà âïðàâ � äîâåñòè, ùî F+ i F− � öå åëåìåíòàðíi iíòå-
ãðàëè.

Ëåìà 1. Íåõàé f1, f2 ∈ C+(K). Òîäi [0, f1 + f2]c = [0, f1]c + [0, f2]c.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé g1 ∈ [0, f1]c, g2 ∈ [0, f2]c, òîáòî 0 6 g1 6 f1, 0 6 g2 6 f2. Òîäi
0 6 g1 + g2 6 f1 + f2, òîáòî g1 + g2 ∈ [0, f1 + f2]c. Öèì äîâåäåíî âêëþ÷åííÿ [0, f1 + f2]c ⊃
[0, f1]c+[0, f2]c. Íåõàé òåïåð g ∈ [0, f1 + f2]c. Çàäàìî äîïîìiæíi ôóíêöi¨ g1, g2 ðiâíîñòÿìè
g1 = min{g, f1}, g2 = g − g1. Îñêiëüêè g1 ∈ [0, f1]c, à g2 ∈ [0, f2]c, ìà¹ìî g = g1 + g2 ∈
[0, f1]c + [0, f2]c. Öèì äîâåäåíî âêëþ÷åííÿ [0, f1 + f2]c ⊂ [0, f1]c + [0, f2]c.

Ëåìà 2. Íåõàé f1, f2 ∈ C+(K). Òîäi F+ (f1 + f2) = F+ (f1) + F+ (f2).

Äîâåäåííÿ.

F+ (f1) + F+ (f2) = sup{F (g1) : g1 ∈ [0, f1]c}+ sup{F (g2) : g2 ∈ [0, f2]c} =

= sup{F (g1 + g2) : g1 ∈ [0, f1]c , g2 ∈ [0, f2]c} =

= sup{F (g) : g ∈ [0, f1]c + [0, f2]c} =

= sup{F (g) : g ∈ [0, f1 + f2]c} = F+(f1 + f2). 2

Ëåìà 3. Íåõàé f ∈ C+(K), a ∈ R+. Òîäi F+(af) = aF+(f).

Äîâåäåííÿ.

F+(af) = sup {F (g) : g ∈ [0, af ]c} =

= sup {F (ah) : h ∈ [0, f ]c} = a sup {F (h) : h ∈ [0, f ]c} = aF+(f). 2

Ëåìà 4. Íåõàé f1, f2 ∈ C+(K). Òîäi F+ (f1 − f2) = F+ (f1)− F+ (f2).

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ f = f1− f2 íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ äîäàòíîþ, òîìó äëÿ îá÷èñëåííÿ F+(f)
ïîòðiáíî ñêîðèñòàòèñÿ ôîðìóëîþ (II). Îñêiëüêè

f+ − f− = f = f1 − f2, f+ + f2 = f1 + f−,

òî, çà ëåìîþ 2, F+(f+) + F+(f2) = F+(f1) + F+(f−). Âiäïîâiäíî,

F+ (f1 − f2) = F+(f) = F+(f+)− F+(f−) = F+ (f1)− F+ (f2) . 2

Òåîðåìà 1. F+ � öå åëåìåíòàðíèé iíòåãðàë íà C(K).

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïåðåâiðèìî, ùî F+ � öå ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë. Íåõàé h1, h2 ∈
C(K) � äîâiëüíi ôóíêöi¨. Çàïèøåìî h1 +h2 ó âèãëÿäi (h+

1 +h+
2 )−

(
h−1 + h−2

)
i ñêîðèñòà-

¹ìîñü ëåìàìè 4 i 2:

F+(h1 + h2) = F+(h+
1 + h+

2 )− F+(h−1 + h−2 ) = F+(h+
1 )− F+(h−1 )+

+F+(h+
2 )− F+(h−2 ) = F+(h1) + F+(h2).

Öèì äîâåäåíî àäèòèâíiñòü ôóíêöiîíàëà. Äîäàòíà îäíîðiäíiñòü âèïëèâà¹ ç ëåìè 3 i ôîð-
ìóëè (II): ÿêùî f ∈ C(K), a ∈ R+, òî

F+(af) = F+(af+)− F+(af−) = aF+(f+)− aF+(f−) = aF+(f).

Ìîæëèâiñòü âèíåñåííÿ ìiíóñà âèïëèâà¹ ç ëåìè 4:

F+(−f) = F+(f− − f+) = F+(f−)− F+(f+) = −F+(f).
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Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè, ùî íà C+(K) ôóíêöiîíàë F+

ïðèéìà¹ ëèøå íåâiä'¹ìíi çíà÷åííÿ. Ñïðàâäi, íåõàé f ∈ C+(K). Ñêîðèñòà¹ìîñü ôîðìó-
ëîþ (I):

F+(f) = sup {F (g) : g ∈ [0, f ]c} > F (0) = 0. 2

Òåîðåìà 2. F− = (−F )+. Çîêðåìà, F− � öå åëåìåíòàðíèé iíòåãðàë íà C(K).

Äîâåäåííÿ. Ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè i ôîðìóëè F− = F+−F âèïëèâà¹, ùî F− � ëiíiéíèé
ôóíêöiîíàë. Òîìó ðiâíiñòü F−(f) = (−F )+(f) äîñòàòíüî ïåðåâiðÿòè äëÿ f ∈ C+(K): íà
âñi C(K) âîíà ïîøèðþ¹òüñÿ çà ëiíiéíiñòþ. Îòîæ,

F−(f) = F+(f)− F (f) =

= sup {F (g)− F (f) : g ∈ [0, f ]c} = sup {−F (f − g) : g ∈ [0, f ]c} .
Ïåðåïîçíà÷èâøè f−g ÷åðåç h i ïîìiòèâøè, ùî óìîâè g ∈ [0, f ]c i h ∈ [0, f ]c åêâiâàëåíòíi,
îäåðæó¹ìî ïîòðiáíó ðiâíiñòü

F−(f) = sup {−F (h) : h ∈ [0, f ]c} = (−F )+(f). 2

ßê íàñëiäîê iç äîâåäåíèõ òåîðåì i ðiâíîñòi F = F+ − F− îòðèìó¹ìî iñíóâàííÿ
ïîòðiáíîãî çàðÿäó â òåîðåìi ï. 8.4.2 ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â
C(K).

Íàñëiäîê. Äëÿ áóäü-ÿêîãî íåïåðåðâíîãî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà F íà C(K) iñíó¹
ðåãóëÿðíèé áîðåëiâ çàðÿä ν íà K, ÿêèé ïîðîäæó¹ öåé ôóíêöiîíàë çà ïðàâèëîì F = Fν .

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè F+ i F− � öå åëåìåíòàðíi iíòåãðàëè, iñíóþòü (òåîðåìà ï. 8.3.2)
ðåãóëÿðíi áîðåëåâi ìiðè µ1, µ2, ÿêi ïîðîäæóþòü öi åëåìåíòàðíi iíòåãðàëè: F+ = Fµ1 ,
F− = Fµ2 . Âiäïîâiäíî,

F = F+ − F− = Fµ1 − Fµ2 = Fµ1−µ2 ,

òîáòî çà øóêàíèé çàðÿä ν ìîæíà âçÿòè µ1 − µ2.

Çàóâàæåííÿ. ×èòà÷ íàïåâíî çàóâàæèâ, ùî ïîíÿòòÿ äîäàòíî¨ i âiä'¹ìíî¨ ÷àñòèí
ìîæíà îçíà÷èòè äëÿ áàãàòüîõ çîâñiì íåñõîæèõ îá'¹êòiâ: ÷èñåë, ôóíêöié, çàðÿäiâ, à òå-
ïåð � i äëÿ ôóíêöiîíàëiâ. Çàãàëüíèé ïiäõiä äî òàêèì îá'¹êòiâ ëåæèòü â ðóñëi òåîði¨
íàïiâóïîðÿäêîâàíèõ ïðîñòîðiâ, âåêòîðíèõ i íîðìîâàíèõ  ðàòîê. Ïî÷àòêîâå óÿâëåííÿ
ïðî öåé êîðèñíèé i ãëèáîêî ðîçðîáëåíèé íàïðÿì ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó ÷èòà÷ ìîæå
îäåðæàòè ç ïiäðó÷íèêà Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à (îäíîãî iç çàñíîâíèêiâ öüîãî íàïðÿìêó) i Ã.
Ï. Àêiëîâà [K-A, ãë. 10].

Âïðàâè

1. Ïåðåâiðòå, ùî ôîðìóëà (II) íå ñóïåðå÷èòü ôîðìóëi (I), òîáòî, ÿêùî äëÿ äîäàíèõ
ôóíêöié f âåëè÷èíó F+(f) îçíà÷èòè çà ôîðìóëîþ (I), òî ôîðìóëà (II) äàñòü òîé
ñàìèé ðåçóëüòàò.

2. Äëÿ ôóíêöié g1 = min{g, f1}, g2 = g−g1 ç äðóãî¨ ÷àñòèíè äîâåäåííÿ ëåìè 1 ïåðåâiðòå
óìîâè g1 ∈ [0, f1]c i g2 ∈ [0, f2]c.

8.4.4. Íîðìà ôóíêöiîíàëà íà C(K)

ßê i âèùå, ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç 1 ôóíêöiþ, ÿêà òîòîæíî äîðiâíþ¹ îäèíèöi íàK. Íåõàé
F � íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà C(K), F+ i F− � éîãî äîäàòíà i âiä'¹ìíà
÷àñòèíè, µ1 i µ2 � ðåãóëÿðíi áîðåëåâi ìiðè, ùî ïîðîäæóþòü, âiäïîâiäíî, åëåìåíòàðíi
iíòåãðàëè F+ i F−: F+(f) =

∫
K
fdµ1 i F−(f) =

∫
K
fdµ2 äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(K).

Ëåìà. ‖F‖ = µ1(K) + µ2(K).
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Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàçíà÷èìî, ùî

µ1(K) + µ2(K) =

∫
K

dµ1 +

∫
K

dµ2 = F+(1) + F−(1),

òîáòî ïîòðiáíî äîâåñòè ðiâíiñòü ‖F‖ = F+(1) + F−(1). Ìà¹ìî:

‖F‖ = sup
{
F (f) : f ∈ SC(K)

}
= sup

{
F (f+ − f−) : f ∈ SC(K)

}
.

Îñêiëüêè f+ i f− â öüîìó âèïàäêó íàëåæàòü äî ìíîæèíè [0,1]c, ìè ìîæåìî ïðîäîâæèòè
îöiíêó òàêèì ÷èíîì:

‖F‖ 6 sup {F (f1)− F (f2) : f1, f2 ∈ [0,1]c} = sup {F (f1) : f1 ∈ [0,1]c}+

+ sup {−F (f2) : f2 ∈ [0,1]c} = F+(1) + F−(1).

Òåïåð îáåðíåíà îöiíêà. Ìè âæå äîâåëè ó ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàííÿõ, ùî F+(1) +
F−(1) = sup {F (f1 − f2) : f1, f2 ∈ [0,1]c}. Îñêiëüêè â îñòàííüîìó âèðàçi −1 6 f1−f2 6 1,
òî ‖f1 − f2‖ 6 1 i F (f1 − f2) 6 ‖F‖, òîáòî F+(1) + F−(1) 6 ‖F‖.

Äëÿ ôóíêöiîíàëà F , ùî âèâ÷à¹òüñÿ, ââåäåìî â ðîçãëÿä çàðÿä ν = µ1 − µ2. Òîäi
F = Fν .

Òåîðåìà. ‖F‖ = ‖ν‖.
Äîâåäåííÿ. Îöiíêó ‖F‖ 6 ‖ν‖ äîâåäåíî ó âïðàâi 1 ï. 8.4.2. Äîâåäåìî îáåðíåíó íå-
ðiâíiñòü. Îñêiëüêè ìiðè µ1 i µ2 ïðèéìàþòü òiëüêè íåâiä'¹ìíi çíà÷åííÿ, äëÿ áóäü-ÿêî¨
áîðåëåâî¨ ìíîæèíè ∆ ⊂ K ìà¹ìî

ν(∆) = µ1(∆)− µ2(∆) 6 µ1(∆) 6 µ1(K).

Îòæå,
ν+(K) = sup {ν(∆) : ∆ ∈ B} 6 µ1(K).

Àíàëîãi÷íî, ν−(K) 6 µ2(K). Çàëèøà¹òüñÿ ñêîðèñòàòèñü ïîïåðåäíüîþ ëåìîþ:

‖F‖ = µ1(K) + µ2(K) > ν+(K) + ν−(K) = ‖ν‖ . 2

Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî
ôóíêöiîíàëà â C(K), ñôîðìóëüîâàíî¨ â ï. 8.4.2. Îñêiëüêè ñàìå öÿ òåîðåìà âñòàíîâëþ¹
içîìîðôiçì (ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì içîìîðôiçìîì) ïðîñòîðiâ C(K)∗ i Mr(K), ¨ ¨
÷àñòî çàïèñóþòü ó âèãëÿäi óìîâíî¨ ðiâíîñòi C(K)∗ = Mr(K).

Âïðàâè

1. Ïåðåâiðòå, ùî BC(K) = [0,1]c − [0,1]c. Çâiäñè âèâåäiòü äîâåäåíó âèùå ðiâíiñòü ‖F‖ =
F+(1) + F−(1).

2. ‖F‖ = ‖F+‖+ ‖F−‖.
3. Äëÿ áóäü-ÿêîãî (íå îáîâ'ÿçêîâî ðåãóëÿðíîãî) áîðåëåâîãî çàðÿäó ν íà K ðîçãëÿíåìî
åëåìåíòàðíèé iíòåãðàë Fν , ïîðîäæåíèé çàðÿäîì ν. Çà åëåìåíòàðíèì iíòåãðàëîì Fν ,
ïîáóäó¹ìî ðåãóëÿðíèé áîðåëiâ çàðÿä P (ν), äëÿ ÿêîãî Fν = FP (ν). Äîâåäiòü, ùî òàê
îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ P � öå ïðîåêòîð ïðîñòîðó M(K,B) íà ïiäïðîñòið Mr(K)
(äèâ. âïðàâó 3 ï. 8.4.1). Äîâåäiòü, ùî ‖P‖ = 1.

4. Íà ïðèêëàäi ïðîñòîðó C[0, 1] ïåðåêîíàéòåñü, ùî ñïðÿæåíèé ïðîñòið äî ñåïàðàáåëü-
íîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó ìîæå áóòè íåñåïàðàáåëüíèì.

5. Íåõàé σ � ðåãóëÿðíèé áîðåëiâ çàðÿä íàK i g � iíòåãðîâíà çà σ ôóíêöiÿ íàK. Çàäàìî
ôóíêöiîíàë F ∈ C(K)∗ ôîðìóëîþ F (f) =

∫
K
fgdσ. ßê çàïèñàòè öåé ôóíêöiîíàë ó

âèãëÿäi, âêàçàíîìó â òåîðåìi ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â C(K)?
Äîâåäiòü ðiâíiñòü ‖F‖ =

∫
K
|g| d |σ|.
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8.4.5. Êîìïëåêñíi çàðÿäè é iíòåãðàë

Ó öüîìó ïóíêòi ìè çâåðíåìîñÿ äî iíòåãðóâàííÿ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié çà òàêèìè
ñàìèìè êîìïëåêñíîçíà÷íèìè çàðÿäàìè. Òi òâåðäæåííÿ, äå, íà íàø ïîãëÿä, âiäìiííiñòü
iç äiéñíèì âèïàäêîì íåiñòîòíà, ìè áóäåìî òiëüêè ôîðìóëþâàòè, çàëèøàþ÷è äîâåäåííÿ
÷èòà÷åâi.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé (Ω,Σ) � ìíîæèíà iç çàäàíîþ íà íié σ-àëãåáðîþ. Êîìïëå-
êñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè η : Σ→ C íàçèâà¹òüñÿ êîìïëåêñíèì çàðÿäîì íà Ω, ÿêùî
âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó çëi÷åííî¨ àäèòèâíîñòi. Äëÿ êîìïëåêñíîãî çàðÿäó η îçíà÷èìî ó
ïðèðîäíèé ñïîñiá äiéñíi çàðÿäè Re η i Im η: (Re η)(∆) = Re(η(∆)) i (Im η)(∆) = Im(η(∆))
äëÿ âñiõ ∆ ∈ Σ. Òîäi

η = Re η + i Im η. (∗)
Îçíà÷åííÿ 2. Âàðiàöi¹þ êîìïëåêñíîãî çàðÿäó η íà ìíîæèíi ∆ ∈ Σ íàçèâà¹òüñÿ

âåëè÷èíà |η| (∆), ÿêà îçíà÷à¹òüñÿ ÿê ñóïðåìóì ñóì âèãëÿäó
∑n

k=1 |η(∆k)|, äå ñóïðåìóì
áåðåòüñÿ çà âñiìà ñêií÷åííèìè íàáîðàìè {∆k}n1 ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ âèìiðíèõ ïiä-
ìíîæèí ìíîæèíè ∆.

Òåîðåìà 1. Äëÿ äiéñíîãî çàðÿäó çíà÷åííÿ âàðiàöi¨, îá÷èñëåíå çà îçíà÷åííÿì 2,
çáiãà¹òüñÿ çi çíà÷åííÿì, îá÷èñëåíèì çà ïðàâèëîì |η|(∆) = η+(∆) +η−(∆). Iíøèìè ñëî-
âàìè, íîâå îçíà÷åííÿ âàðiàöi¨ óçãîäæó¹òüñÿ ç âiäîìèì ðàíiøå.

Òåîðåìà 2. Âàðiàöiÿ êîìïëåêñíîãî çàðÿäó η ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

(i) |η(∆)| 6 |η| (∆);

(ii) max {|Re η| (∆), |Im η| (∆)} 6 |η| (∆) 6 |Re η| (∆) + |Im η| (∆);

(iii) |η| � ñêií÷åííà çëi÷åííî-àäèòèâíà ìiðà íà Ω.

Òàê ñàìî, ÿê i ó âèïàäêó ìið, îçíà÷èìî äîïóñòèìi ðîçáèòòÿ (òàêi, ùî
∞∑
k=1

sup
t∈∆k

[|f(t)| · |ν| (∆k)] <

∞) é iíòåãðàëüíi ñóìè êîìïëåêñíî¨ ôóíêöi¨ f çà êîìïëåêñíèì çàðÿäîì ν: SA (f,D, T, ν) =∑∞
k=1 f(tk)ν(∆k). Iíòåãðîâíiñòü òà iíòåãðàë ôóíêöi¨ çà çàðÿäîì òàêîæ îçíà÷èìî ÷åðåç

ãðàíèöþ iíòåãðàëüíèõ ñóì çà ïîäðiáíåííÿì ðîçáèòòiâ.

Òåîðåìà 3. Iíòåãðàë êîìïëåêñíîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ çà êîìïëåêñíèì çàðÿäîì ëiíié-
íî çàëåæèòü âiä ôóíêöi¨ ïðè ôiêñîâàíîìó çàðÿäi i ëiíiéíî çàëåæèòü âiä çàðÿäó ïðè
ôiêñîâàíié ôóíêöi¨: ∫

∆

fd(a1η1 + a2η2) = a1

∫
∆

fdη1 + a2

∫
∆

fdη2,

∫
∆

(a1f1 + a2f2)dη = a1

∫
∆

f1dη + a2

∫
∆

f2dη,

ïðè÷îìó ç iñíóâàííÿ iíòåãðàëiâ ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi âèïëèâà¹ ¨õ iñíóâàííÿ â ëiâié
÷àñòèíi.

Òåîðåìà 4. Âèìiðíà ôóíêöiÿ f iíòåãðîâíà íà ìíîæèíi ∆ çà êîìïëåêñíèì çàðÿäîì
η òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹

∫
∆
|f | d |η|. Ïðè öüîìó∣∣∣∣∫

∆

f dη

∣∣∣∣ 6 ∫
∆

|f | d |η| .
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Äîâåäåííÿ. ßêùî äëÿ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ iñíó¹
∫

∆
|f | d |η|, òî íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòåé

|Im η| (∆) 6 |η| (∆), |Re η| (∆) 6 |η| (∆) áóäóòü iñíóâàòè i íàñòóïíi 4 äiéñíi iíòåãðàëè:∫
∆

Re f dRe η,
∫

∆
Re f d Im η,

∫
∆

Im f dRe η i
∫

∆
Im f d Im η. Ñêîðèñòàâøèñü ëiíiéíiñòþ

(ïîïåðåäíÿ òåîðåìà), ç öèõ iíòåãðàëiâ ìîæíà ñêîíñòðóþâàòè
∫

∆
f dη. Íàâïàêè, ç iñíó-

âàííÿ
∫

∆
f dη âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ äîïóñòèìîãî ðîçáèòòÿ D äëÿ f çà ν. Öå ðîçáèòòÿ áóäå

äîïóñòèìèì i äëÿ |f | çà |ν|, ùî ç îãëÿäó íà âèìiðíiñòü ôóíêöi¨ |f | i âïðàâó 2 ï. 4.3.3
îçíà÷àòèìå iñíóâàííÿ iíòåãðàëà

∫
∆
|f | d |η|. Íàðåøòi, íåðiâíiñòü

∣∣∫
∆
f dη

∣∣ 6 ∫
∆
|f | d |η|

îòðèìó¹òüñÿ ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì ç âiäïîâiäíî¨ íåðiâíîñòi äëÿ iíòåãðàëüíèõ ñóì.

Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (∗) îñíîâíi ïîíÿòòÿ i ðåçóëüòàòè, ïîâ'ÿçàíi ç äiéñíèìè çàðÿ-
äàìè (ñêàæiìî, êðèòåðié àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi i òåîðåìà Ðàäîíà-Íèêîäèìà ç ðîçäi-
ëó 7.1), ëåãêî ïåðåíîñÿòüñÿ íà âèïàäîê êîìïëåêñíèõ çàðÿäiâ. Òàêîæ âiääiëåííÿì äiéñíî¨
i óÿâíî¨ ÷àñòèí ëåãêî ïîøèðèòè íà êîìïëåêñíèé âèïàäîê òàêi âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà, ÿê
çëi÷åííà àäèòèâíiñòü çà ìíîæèíîþ i òåîðåìà Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü.

8.4.6. Ðåãóëÿðíi êîìïëåêñíi çàðÿäè i ôóíêöiîíàëè â êîìïëåêñíî-

ìó C(K)

Îçíà÷åííÿ 1. Êîìïëåêñíèì áîðåëåâèì çàðÿäîì íà êîìïàêòi K íàçèâà¹òüñÿ êîìïëå-
êñíèé çàðÿä, çàäàíèé íà σ-àëãåáði áîðåëåâèõ ïiäìíîæèí êîìïàêòó K. Êîìïëåêñíèé
áîðåëiâ çàðÿä η íà êîìïàêòi K íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíèì, ÿêùî |η| � ðåãóëÿðíà áîðåëåâà
ìiðà.

Ç âëàñòèâîñòi (ii) òåîðåìè 2 ï. 8.4.5 i âïðàâè 1 ï. 8.4.1 âèïëèâà¹, ùî êîìïëåêñíèé
áîðåëiâ çàðÿä η íà êîìïàêòi K áóäå ðåãóëÿðíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðåãóëÿðíi äiéñíi
çàðÿäè Re η i Im η.

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà êîìïëåêñíîìó C (K) � ïðîñòîði
âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà K.

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé η � áîðåëiâ çàðÿä íà êîìïàêòi K. Ôóíêöiîíàëîì, ïîðî-
äæåíèì çàðÿäîì η, íàçèâàòèìåìî âiäîáðàæåííÿ Fη : C(K) → C, ÿêå äi¹ çà ïðàâèëîì
Fη(f) =

∫
K
fdη. Iñíóâàííÿ iíòåãðàëà òóò ãàðàíòó¹òüñÿ òåîðåìîþ 4 ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó

i êðèòåði¹ì iíòåãðîâíîñòi âèìiðíî¨ äiéñíî¨ ôóíêöi¨ (ï. 4.3.3).
ßê i â äiéñíîìó âèïàäêó, äëÿ êîìïëåêñíèõ áîðåëåâèõ çàðÿäiâ íà êîìïàêòi K áóäåìî

âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ ‖η‖ = |η| (K).

Òåîðåìà 1. Fη � íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà C(K) i
‖Fη‖ 6 ‖η‖. Áiëüøå òîãî, ÿêùî çàðÿä η ðåãóëÿðíèé, òî ‖Fη‖ = ‖η‖.
Äîâåäåííÿ. Ëiíiéíiñòü ôóíêöiîíàëà Fν î÷åâèäíà. Îöiíêà íîðìè çâåðõó, ÿê i äëÿ äié-
ñíîãî âàðiàíòà, âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi

∣∣∫
K
f dη

∣∣ 6 ∫
K
|f | d |η|. Çàëèøèëîñü äîâåñòè ó

âèïàäêó ðåãóëÿðíîãî çàðÿäó îöiíêó ‖Fη‖ > ‖η‖.
Çàôiêñó¹ìî ε > 0. Çà îçíà÷åííÿì âàðiàöi¨, iñíó¹ òàêèé ñêií÷åííèé íàáið {∆k}n1

ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ áîðåëåâèõ ïiäìíîæèí êîìïàêòó K, ùî
∑n

k=1 |η(∆k)| > |η| (K)−
ε. Ç îãëÿäó íà ðåãóëÿðíiñòü çàðÿäó ìîæåìî, íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòè âñi
ìíîæèíè ∆k çàìêíåíèìè: ÿêùî öå íå òàê, òî ¨õ ìîæíà çàìiíèòè ìåíøèìè çàìêíåíèìè
ìíîæèíàìè, ÿêi ìàþòü çàðÿä ÿê çàâãîäíî áëèçüêèé äî η(∆k). Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó
K1 =

⋃n
k=1 ∆k. Ìíîæèíà K1 çàìêíåíà, i

|η| (K\K1) = |η| (K)− |η| (K1) 6 |η| (K)−
n∑
k=1

|η(∆k)| < ε.

Çàäàìî íà K1 ôóíêöiþ f , ÿêà íàáóâà¹ íà êîæíîìó ç ∆k ñòàëå çíà÷åííÿ αk =
e−i arg η(∆k). Îñêiëüêè ìíîæèíè ∆k ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, êóñêîâî-ñòàëà ôóíêöiÿ
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f íåïåðåðâíà íà K1. Ïðîäîâæèìî f äî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ íà âñüîìó K çi çáåðåæåí-
íÿì óìîâè |f | 6 1. Òîäi f ∈ SC(K) i

‖Fη‖ > |Fη(f)| =

∣∣∣∣∣∣
∫
K

fdη

∣∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣∣
∫
K1

fdη

∣∣∣∣∣∣− ε =

=

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

αkη (∆k)

∣∣∣∣∣− ε =
n∑
k=1

|η (∆k)| − ε > ‖η‖ − 2ε.

Ñïðÿìóâàâøè ε äî íóëÿ, îäåðæèìî ïîòðiáíó îöiíêó.

Ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â êîìïëåêñíî-
ìó C(K) äîñëiâíî ïîâòîðþ¹ äiéñíèé âàðiàíò, i äîâåäåííÿ ìîæå áóòè îòðèìàíå çâåäåííÿì
äî äiéñíîãî âèïàäêó.

Òåîðåìà 2. Äëÿ áóäü-ÿêîãî íåïåðåðâíîãî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà F íà êîìïëåêñíî-
ìó C(K) iñíó¹ ¹äèíèé ðåãóëÿðíèé êîìïëåêñíèé áîðåëiâ çàðÿä η íàK, ïîðîäæóþ÷èé öåé
ôóíêöiîíàë (òîáòî äëÿ ÿêîãî F = Fη). Ïðè öüîìó ‖F‖ = ‖η‖.

Äîâåäåííÿ. Ôîðìóëó ‖Fη‖ = ‖η‖ âæå äîâåäåíî. Ç íå¨ âèïëèâà¹ ií'¹êòèâíiñòü âiäîáðàæå-
ííÿ η 7→ Fη íà ïðîñòîði ðåãóëÿðíèõ êîìïëåêñíèõ áîðåëåâèõ çàðÿäiâ, òîáòî ¹äèíiñòü çà-
ðÿäó η â óìîâàõ òåîðåìè. Çàëèøèëîñü äîâåñòè iñíóâàííÿ ïîòðiáíîãî çàðÿäó. Ðîçãëÿíåìî
ïðîñòið CR(K) äiéñíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà K ÿê ïiäìíîæèíó êîìïëåêñíîãî C(K).
Çàäàìî íà CR(K) äâà äiéñíèõ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëè F1 i F2 ôîðìóëàìè F1(f) = ReF (f)
i F2(f) = ImF (f). Çà äiéñíîþ âåðñi¹þ òåîðåìè ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóí-
êöiîíàëà â C(K), çàñòîñîâàíîþ äî F1 i F2, iñíóþòü òàêi ðåãóëÿðíi äiéñíi áîðåëåâi çà-
ðÿäè ν1, ν2, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ CR(K) ïðàâèëüíi ðiâíîñòi F1(f) =

∫
K
fdν1 i

F2(f) =
∫
K
fdν2. Ïiäñòàâèâøè öi ðiâíîñòi ó ôîðìóëó F (f) = F1(f) + iF2(f) i ââîäÿ÷è

ïîçíà÷åííÿ η = ν1 + iν2, îäåðæèìî ðiâíiñòü F (f) =
∫
K
fdη, ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ

f ∈ CR(K). Îñêiëüêè îáèäâi ÷àñòèíè îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ ëiíiéíî çàëåæàòü âiä
f , ñïiââiäíîøåííÿ ëåãêî ïîøèðþ¹òüñÿ i íà êîìïëåêñíi ôóíêöi¨ âèãëÿäó f = f1 + if2,
äå f1, f2 ∈ CR(K). Îòæå, ðiâíiñòü F (f) =

∫
K
fdη âèêîíó¹òüñÿ íà âñüîìó êîìïëåêñíîìó

C(K), i, ÿê íàñëiäîê, η � öå òîé çàðÿä, iñíóâàííÿ ÿêîãî ìè ïîâèííi áóëè äîâåñòè.

Çàóâàæåííÿ. Çâåðòà¹ìî óâàãó ÷èòà÷à, ùî ìiðêóâàííÿ ç òåîðåìè 1 äà¹ ïðÿìå äî-
âåäåííÿ ðiâíîñòi ‖Fη‖ = ‖η‖ i äëÿ äiéñíèõ çàðÿäiâ.

Âïðàâè

1. Ó äîâåäåííi òåîðåìè 1 ñêàçàíî: ¾Ïðîäîâæèìî f äî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ íà âñüîìó K
çi çáåðåæåííÿì óìîâè |f | 6 1¿. ×îìó òàêå ïðîäîâæåííÿ ìîæëèâå?

2. Äîâåäiòü, iñòîðè÷íî ïåðøèé âàðiàíò òåîðåìè ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóí-
êöiîíàëà â C[0, 1]. Òåîðåìà Ô. Ðiñà � äëÿ áóäü-ÿêîãî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà F ∈
C[0, 1]∗ iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ F̃ íà [0, 1] ç V 1

0 (F̃ ) = ‖F‖, ùî ôóíêöiî-
íàë F âèðàæà¹òüñÿ iíòåãðàëîì Ñòiëòü¹ñà ïî dF̃ : F (f) =

∫ 1

0
fdF̃ äëÿ âñiõ f ∈ C[0, 1].

3. ×è âèçíà÷à¹òüñÿ â íàâåäåíié âèùå òåîðåìi Ô. Ðiñà ôóíêöiÿ F̃ ôóíêöiîíàëîì F îäíî-
çíà÷íî?

4. Óòî÷íiòü òåîðåìó Ô. Ðiñà ó òàêèé ñïîñiá: ôóíêöiþ F̃ ìîæíà âèáðàòè â êëàñi íåïåðåðâ-
íèõ ñïðàâà íà (0, 1] ôóíêöié, ùî äîðiâíþþòü 0 â íóëi, i â öüîìó êëàñi F̃ âèçíà÷à¹òüñÿ
ïî F îäíîçíà÷íî.

5. Ðîçâ'ÿæiòü êîìïëåêñíèé âàðiàíò âïðàâè 2 ï. 8.4.2.
6. Ðîçâ'ÿæiòü êîìïëåêñíèé âàðiàíò âïðàâè 5 ï. 8.4.4.
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Êîìåíòàði äî âïðàâ

8.4.2
Âïðàâà 2. Äëÿ äîâåäåííÿ ïîòðiáíî âèáðàòè ìiðó µ = |ν1|+ |ν2|, ÿêà ìàæîðó¹ îáèäâà

çàðÿäè, ùî âõîäÿòü ó ôîðìóëó; çîáðàçèòè áîðåëåâó ôóíêöiþ g ÿê ãðàíèöþ µ-ìàéæå
ñêðiçü çáiæíî¨ ðiâíîìiðíî îáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (gn) íåïåðåðâíèõ ôóíêöié i çàñòîñó-
âàòè òåîðåìó ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü.

8.4.4
Âïðàâà 5. Øóêàíèé çàðÿä ν, äëÿ ÿêîãî F = Fν , âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: ν(∆) =

∫
∆
gdσ

(îá ðóíòóâàííÿ àíàëîãi÷íå êîìåíòàðþ äî âïðàâè 2 ï. 7.1.6). Äëÿ äîâåäåííÿ ôîðìóëè
‖ν‖ =

∫
K
|g| d |σ| ïîòðiáíî âèðàçèòè ìíîæèíè K+

ν i K−ν äîäàòíîñòi i âiä'¹ìíîñòi çàðÿäó
ν ÷åðåç ìíîæèíè K+

σ i K−σ äîäàòíîñòi òà âiä'¹ìíîñòi çàðÿäó σ: K+
ν = (K+

σ ∩ g>0) ∪
(K−σ ∩ g60), K−ν = (K+

σ ∩ g60) ∪ (K−σ ∩ g>0) i ñêîðèñòàòèñü ðiâíiñòþ |ν| (K) = ν(K+
ν ) −

ν(K−ν ).
8.4.6
Âïðàâè 1�3. Ñêîðèñòàòèñü òåîðåìîþ ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä áîðåëåâîãî çàðÿäó íà

âiäðiçêó (ï. 7.2.3): F̃ ïîòðiáíî âèçíà÷èòè íóëåì â íóëi, à â ðåøòi òî÷îê âiäðiçêà F̃
âèçíà÷èòè ÿê ôóíêöiþ ðîçïîäiëó áîðåëåâîãî çàðÿäó, ÿêèé ïîðîäæó¹ ôóíêöiîíàë F .

Ïðÿìå äîâåäåííÿ òåîðåìè Ô. Ðiñà äèâ. ó ïiäðó÷íèêó À. Êîëìîãîðîâà i Ñ. Ôîìi-
íà [K-F, ãë. IV]. Òàì ñàìî ìîæíà çíàéòè îçíà÷åííÿ é îñíîâíi âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà
Ñòiëòü¹ñà, à òàêîæ îáãîâîðåííÿ ïèòàííÿ ¹äèíîñòi ôóíêöi¨ F̃ . Ùîïðàâäà, òåðìiíîëîãiÿ
ó öüîìó âèäàííi ÷àñòêîâî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä íàøî¨ (íàïðèêëàä, ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ìè
âèçíà÷à¹ìî äåùî iíàêøå).


