
Ðîçäië 15. Òåîðåìè ïðî íåðóõîìi òî÷êè

òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ

Íåõàé íà ìíîæèíi X çàäàíî âiäîáðàæåííÿ f : X → X. Åëåìåíò x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ
íåðóõîìîþ òî÷êîþ âiäîáðàæåííÿ f , ÿêùî f(x) = x.

Äî çàäà÷i ïîøóêó íåðóõîìèõ òî÷îê ìîæíà çâåñòè áàãàòî äóæå íåñõîæèõ íà ïåðøèé
ïîãëÿä çàäà÷ ç ðiçíèõ ãàëóçåé ìàòåìàòèêè. Òîìó êîæíà ç òåîðåì ïðî iñíóâàííÿ íåðó-
õîìèõ òî÷îê, ùî âèêëàäà¹òüñÿ â öüîìó ðîçäiëi, ìà¹ ÷èñëåííi i ÷àñòî äóæå âèòîí÷åíi
çàñòîñóâàííÿ.

15.1. Êiëüêà êëàñè÷íèõ òåîðåì

15.1.1. Âiäîáðàæåííÿ ñòèñêó

Íåõàé X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Ôóíêöiÿ f : X → X íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì ñòèñêó

àáî ñòèñêàëüíèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêùî iñíó¹ òàêà ñòàëà C ∈ [0, 1), ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ
x1, x2 ∈ X

ρ (f(x1), f(x2)) 6 Cρ (x1, x2) . (1)

Òåîðåìà (Ñ. Áàíàõ). Íåõàé X � ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, f : X → X � âiä-
îáðàæåííÿ ñòèñêó. Òîäi ó âiäîáðàæåííÿ f iñíó¹ ¹äèíà íåðóõîìà òî÷êà x0 ∈ X. Áiëüøå
òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî y0 ∈ X ïîñëiäîâíiñòü iòåðàöié (yn), ùî çàäà¹òüñÿ ðåêóðåíòíîþ
ôîðìóëîþ yn = f(yn−1), çáiãà¹òüñÿ äî x0.

Äîâåäåííÿ. Ïî÷íåìî ç ¹äèíîñòi. Íåõàé x0, x1 ∈ X � íåðóõîìi òî÷êè âiäîáðàæåííÿ f .
Òîäi

ρ (x0, x1) = ρ (f(x0), f(x1)) 6 Cρ (x0, x1) ,

äå C < 1 � ñòàëà ç îçíà÷åííÿ ñòèñêàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ. Íåðiâíiñòü ρ (x0, x1) 6
Cρ (x0, x1) ìîæå âèêîíóâàòèñü, òiëüêè ÿêùî ρ (x0, x1) = 0.

Ïåðåéäåìî äî âëàñòèâîñòåé ïîñëiäîâíîñòi yn. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ d = ρ (y0, y1).
Ïîñëiäîâíî ïiäñòàâëÿþ÷è â îöiíêó

ρ (yn, yn+1) = ρ (f(yn−1), f(yn)) 6 Cρ (yn−1, yn)

çíà÷åííÿ n = 1, 2, ..., îòðèìà¹ìî, ùî ρ (y1, y2) 6 Cd, ρ (y2, y3) 6 C2d, . . . , ρ (yn, yn+1) 6
Cnd. Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêèõ n < m ìà¹ìî:

ρ (yn, ym) 6 ρ (yn, yn+1) + ρ (yn+1, yn+2) + ...+ ρ (ym−1, ym) 6

Íàâåäåíèé ó÷áîâèé òåêñò ¹ âèòÿãîì ç ïiäðó÷íèêó
Êàäåöü Â.Ì. Êóðñ ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó òà òåîði¨ ìiðè. � Ëüâiâ: Âèäàâåöü I.Å. ×èæèêîâ, 2012. �
590 ñ. � (Ñåðiÿ �Óíiâåðñèòåòñüêà áiáëiîòåêà�) ISBN 978-966-2645-03-3
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ïiäðó÷íèê.
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6
(
Cn + Cn+1 + ...

)
d =

Cnd

1− C
−−−−→
n,m→∞

0.

Ç îãëÿäó íà ïîâíîòó ïðîñòîðó öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (yn) çáiãà¹òüñÿ. Ïîçíà-
÷èìî ãðàíèöþ öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi ÷åðåç x0. Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî x0 � íåðóõîìà òî÷êà
âiäîáðàæåííÿ f . Ñïðàâäi,

ρ (x0, f(x0)) 6 ρ (x0, f(yn)) + ρ (f(yn), f(x0)) 6

6 ρ (x0, yn+1) + Cρ (yn, x0) −−−→
n→∞

0,

òîáòî ρ (x0, f(x0)) = 0, i x0 = f(x0).

Âïðàâè

1. Áóäü-ÿêå ñòèñêàëüíå âiäîáðàæåííÿ íåïåðåðâíå.
2. Íåõàé X � íîðìîâàíèé ïðîñòið. Äëÿ òîãî, ùîá ëiíiéíèé îïåðàòîð T : X → X çäié-
ñíþâàâ âiäîáðàæåííÿ ñòèñêó, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà ‖T‖ < 1.
Ùî áóäå â öüîìó âèïàäêó ç íåðóõîìîþ òî÷êîþ?

3. Òåîðåìà Áàíàõà äà¹ íå òiëüêè iñíóâàííÿ íåðóõîìî¨ òî÷êè, àëå i ñïîñiá ¨¨ íàáëèæåíîãî
îá÷èñëåííÿ. Äîâåäiòü òàêó îöiíêó øâèäêîñòi íàáëèæåííÿ yn äî íåðóõîìî¨ òî÷êè x0:
ρ(yn, x0) 6 Cnd

1−C , äå C � êîíñòàíòà ç (1), à d = ρ (y0, y1). Íàâåäiòü ïðèêëàä ñòèñêàëüíîãî
âiäîáðàæåííÿ íà ïðÿìié, äëÿ ÿêîãî öÿ îöiíêà íå ïîêðàùó¹òüñÿ.

4. Íàâåäiòü ïðèêëàä âiäîáðàæåííÿ f : R→ R, ÿêå íå ìà¹ íåðóõîìèõ òî÷îê i çàäîâîëüíÿ¹
òàêèé ïîñëàáëåíèé âàðiàíò óìîâè (1): äëÿ áóäü-ÿêèõ x1, x2 ∈ X, âiäìiííèõ ìiæ ñîáîþ,
ρ (f(x1), f(x2)) < ρ (x1, x2).

5. Âëàñòèâiñòü áóòè âiäîáðàæåííÿì ñòèñêó â íîðìîâàíîìó ïðîñòîði ìîæå ïîðóøóâà-
òèñü ïðè çàìiíi âèõiäíî¨ íîðìè íà åêâiâàëåíòíó. Íàâåäiòü ïðèêëàä.

6. Îïèøiòü âiäîáðàæåííÿ f : R2 → R2, ÿêi ¹ ñòèñêàëüíèìè ó âñiõ íîðìàõ íà R2.
7. Íåõàé X � ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, K � êîìïàêò i íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ F : K ×

X → X ¹ ðiâíîìiðíî ñòèñêàëüíîþ çà äðóãîþ çìiííîþ: iñíó¹ òàêà ñòàëà C ∈ [0, 1), ùî
äëÿ áóäü-ÿêèõ x1, x2 ∈ X i áóäü-ÿêîãî t ∈ K âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ρ (F (t, x1), F (t, x2)) 6
Cρ (x1, x2). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ K iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x ðiâíÿííÿ F (t, x) = x
ïðè÷îìó öåé ðîçâ'ÿçîê x(t) íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä t.

8. Äîâåäiòü òàêó òåîðåìó ïðî íåÿâíó ôóíêöiþ: íåõàé ôóíêöiÿ Φ(t, x) âèçíà÷åíà i íå-
ïåðåðâíà ó ñìóçi Π = {(t, x) : t ∈ [a, b], x ∈ R}, ïðè÷îìó Φ íåïåðåðâíî äèôåðåíöi-
éîâíà çà äðóãîþ çìiííîþ i Φ′x çàäîâîëüíÿ¹ ó âñié ñìóçi íåðiâíiñòü m 6 Φ′x 6 M ,
äå m,M ∈ (0,+∞). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ [a, b] iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
Φ(t, x) = 0, ïðè÷îìó öåé ðîçâ'ÿçîê íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä t.

9. Íàãàäà¹ìî, ùî îáîðîòíiñòü îïåðàòîðà U ∈ L(X) ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê iñíóâàííÿ i
¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Ux = b ïðè áóäü-ÿêié ïðàâié ÷àñòèíi x ∈ X. Âèâåäiòü
òåîðåìó ïðî ìàëå çáóðåííÿ îäèíè÷íîãî îïåðàòîðà (ÿêùî T ∈ L(X) i ‖T‖ < 1, òî
îïåðàòîð I − T îáîðîòíèé) ç òåîðåìè ïðî âiäîáðàæåííÿ ñòèñêó.

15.1.2. Âëàñòèâiñòü íåðóõîìî¨ òî÷êè. Òåîðåìà Áðàóåðà

Îçíà÷åííÿ 1. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ìà¹ âëàñòèâiñòü íåðóõîìî¨ òî÷êè, ÿêùî áóäü-
ÿêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → X ìà¹ ïðèíàéìíi îäíó íåðóõîìó òî÷êó.

Ïðèêëàä 1. Âiäðiçîê [0, 1] ìà¹ âëàñòèâiñòü íåðóõîìî¨ òî÷êè. Ñïðàâäi, íåõàé f : [0, 1]→
[0, 1] � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Ðîçãëÿíåìî äâi ìíîæèíè: A = { t ∈ [0, 1] : f(t) 6 t} i B =
{ t ∈ [0, 1] : f(t) > t}. Öi ìíîæèíè çàìêíåíi i â îá'¹äíàííi äàþòü âåñü âiäðiçîê. Îòæå, ç
îãëÿäó íà çâ'ÿçíiñòü âiäðiçêà ìíîæèíè A i B ïåðåòèíàþòüñÿ. Áóäü-ÿêà òî÷êà ìíîæèíè
A ∩B ¹ øóêàíîþ íåðóõîìîþ òî÷êîþ.
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Ïðèêëàä 2.Êîëî íà ïëîùèíi íå ìà¹ âëàñòèâîñòi íåðóõîìî¨ òî÷êè. Çà âiäîáðàæåííÿ
áåç íåðóõîìèõ òî÷îê ìîæíà âçÿòè, ñêàæiìî, öåíòðàëüíó ñèìåòðiþ êîëà.

Íàéâàæëèâiøèé êëàñ ïðèêëàäiâ íàäà¹ òàêà òåîðåìà Áðàóåðà.

Òåîðåìà 1. Êîæíèé îïóêëèé êîìïàêò ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó íîðìîâàíîìó ïðîñòî-
ði ìà¹ âëàñòèâiñòü íåðóõîìî¨ òî÷êè.

Âiäíîñíî åëåìåíòàðíå äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè â òåðìiíàõ êîìáiíàòîðíèõ âëàñòèâî-
ñòåé ñèìïëåêñiâ, ÿêå íå ñïèðà¹òüñÿ íà ñêëàäíi òîïîëîãi÷íi ïîíÿòòÿ, ìîæíà ïðî÷èòàòè
ó ïiäðó÷íèêó Êóðàòîâñüêîãî [Kur, ò. 1, � 28.1]1.

Íàâåäåìî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè Áðàóåðà.

Òåîðåìà 2. Íåõàé A : Rn → Rn � ëiíiéíèé îïåðàòîð, ùî çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ, âñi
åëåìåíòè ai,j ÿêî¨ íåâiä'¹ìíi. Òîäi A ìà¹ âëàñíèé âåêòîð ç íåâiä'¹ìíèìè êîîðäèíàòàìè.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî

Rn
+ = {x = (x1, ..., xn) : xk > 0, k = 1, . . . , n} .

Çà óìîâîþ, A
(
Rn

+

)
⊂ Rn

+. ßêùî â Rn
+ iñíó¹ íåíóëüîâèé âåêòîð x ç Ax = 0, òî öå

i ¹ ïîòðiáíèé âëàñíèé âåêòîð (ç âëàñíèì ÷èñëîì 0). Òîìó ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî
Ax 6= 0 äëÿ âñiõ x ∈ Rn

+\{0}. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë s(x) =
∑n

k=1 xk � ñóìà êîîðäèíàò
i êîìïàêò K =

{
x ∈ Rn

+ : s(x) = 1
}
. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Áðàóåðà, âiäîáðàæåííÿ f : K →

K, ÿêå äi¹ çà ïðàâèëîì f(x) = Ax
s(Ax)

, ïîâèííî ìàòè íåðóõîìó òî÷êó x0 ∈ K. Äëÿ öi¹¨

òî÷êè Ax0

s(Ax0)
= x0, òîáòî x0 � öå âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì s(Ax0).

Âïðàâè

1. ßêùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íåçâ'ÿçíèé (òîáòî éîãî ìîæíà ðîçáèòè â îá'¹äíàííÿ
äâîõ íåïåðåòèííèõ çàìêíåíèõ ìíîæèí), òî X íå ìà¹ âëàñòèâîñòi íåðóõîìî¨ òî÷êè.

2. ßêùî X ãîìåîìîðôíèé ïðîñòîðó ç âëàñòèâiñòþ íåðóõîìî¨ òî÷êè, òî X ñàì ìà¹ öþ
âëàñòèâiñòü.

Ó òåîði¨ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ àíàëîãîì ïîíÿòòÿ äîïîâíþâàíîãî ïiäïðîñòîðó ¹
ïîíÿòòÿ ðåòðàêòà. Ïiäïðîñòið Y òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ ðåòðàêòîì,
ÿêùî iñíó¹ òàêå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ P : X → Y (ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ðåòðàêöi¹þ), ùî
Py = y äëÿ âñiõ y ∈ Y .
3. Êîæåí ðåòðàêò òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó ç âëàñòèâiñòþ íåðóõîìî¨ òî÷êè ñàì ìà¹ âëà-
ñòèâiñòü íåðóõîìî¨ òî÷êè.

4. Ñïèðàþ÷èñü íà ïîïåðåäíþ âïðàâó, íàâåäiòü ïðèêëàä êîìïàêòà â R2, ùî ìà¹ âëàñòè-
âiñòü íåðóõîìî¨ òî÷êè, àëå íå ãîìåîìîðôíèé îïóêëîìó êîìïàêòó.

5. Îäèíè÷íà ñôåðà ñêií÷åííîâèìiðíîãî íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó íå ¹ ðåòðàêòîì çàìêíåíî¨
îäèíè÷íî¨ êóëi.

6. Ïîáóäóéòå ðåòðàêöiþ çàìêíåíî¨ îäèíè÷íî¨ êóëi ïðîñòîðó l2 íà îäèíè÷íó ñôåðó öüîãî
ïðîñòîðó.

7. Çàìêíåíà îäèíè÷íà êóëÿ ïðîñòîðó l2 íå ìà¹ âëàñòèâîñòi íåðóõîìî¨ òî÷êè.

1Çãàäàíå äîâåäåííÿ çàïðîïîíóâàëè Á. Êíàñòåð, Ñ. Ìàçóðêåâè÷ i Ê. Êóðàòîâñüêèé, îòæå, âèêëàä
[Kur] íàëåæèòü îäíîìó ç àâòîðiâ ìiðêóâàííÿ. Ìè ââàæà¹ìî, ùî ïî÷àòêiâöþ êîðèñíî çâåðòàòèñü äî
ïiäðó÷íèêiâ, íàïèñàíèõ íå ëèøå ïåäàãîãàìè, ÿêi çíàþòü i âìiþòü äîáðå âèêëàñòè ìàòåðiàë, à ëþäüìè,
ÿêi çäiéñíèëè iñòîòíèé âíåñîê ó ñòâîðåííÿ i ðîçðîáêó âiäïîâiäíèõ ðîçäiëiâ íàóêè. Òàêèì ÷èíîì ÷èòà÷
ìà¹ øàíñ îçíàéîìèòèñü íå òiëüêè ç ðåçóëüòàòàìè, àëå é, ùî ùå âàæëèâiøå, iç ñïîñîáàìè ìèñëåííÿ
ëþäåé, ÿêi äîâåëè ïðîäóêòèâíiñòü ñâîãî ïiäõîäó äî ìàòåìàòèêè.
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15.1.3. Ðîçáèòòÿ îäèíèöi i àïðîêñèìàöiÿ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü

ñêií÷åííîâèìiðíèìè

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé K � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X, Uj, j =
1, 2, ..., n � âiäêðèòi ìíîæèíè, i

⋃n
j=1 Uj ⊃ K. Íàáið ôóíêöié ϕj : K → R, j = 1, 2, ..., n

íàçèâà¹òüñÿ ðîçáèòòÿì îäèíèöi íà K, ùî ïiäïîðÿäêîâàíå ïîêðèòòþ {Uj}n1 , ÿêùî∑n
j=1 ϕj ≡ 1, ϕj > 0 i suppϕj ⊂ Uj ïðè âñiõ j.

Òåîðåìà 1. Â îïèñàíèõ âèùå óìîâàõ iñíó¹ ðîçáèòòÿ îäèíèöi íà K, ùî ïiäïîðÿä-
êîâàíå ïîêðèòòþ {Uj}n1 .

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíè U c
j = X\Uj çàìêíåíi. ßêùî õî÷à á îäíà ç U c

j ïîðîæíÿ, òî Uj =
X ⊃ K i çàäà÷à ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ òðèâiàëüíèì ñïîñîáîì: äëÿ öüîãî iíäåêñó j âiçüìåìî
ϕj ≡ 1, à äëÿ k 6= j ïîêëàäåìî ϕk ≡ 0. Îòæå, ìîæíà ïðèïóñêàòè íåïîðîæíiñòü âñiõ
U c
j . Ðîçãëÿíåìî íà K ôóíêöi¨ gj(x) = ρ(x, U c

j ). Öi ôóíêöi¨ íåâiä'¹ìíi, íåïåðåðâíi (ï.
1.3.2) i ìàþòü òàêó âëàñòèâiñòü: x ∈ Uj òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè gj(x) 6= 0. Îñêiëüêè
êîæíà òî÷êà x ∈ K ëåæèòü ïðèíàéìíi â îäíié ç Uj, ôóíêöiÿ g =

∑n
j=1 gj íiäå íà K

íå ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà íóëü. Çà øóêàíi ϕj ìîæíà âçÿòè ôóíêöi¨ ϕj =
gj
g
. Öi ôóíêöi¨

íåïåðåðâíi (çíàìåííèê íå ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü), íåâiä'¹ìíi, suppϕj = supp gj = Uj i∑n
j=1 ϕj = 1

g

∑n
j=1 gj = 1.

Íàñòóïíå îçíà÷åííÿ óçàãàëüíþ¹ íà íåëiíiéíèé âèïàäîê ïîíÿòòÿ ñêií÷åííîâèìiðíîãî
îïåðàòîðà.

Îçíà÷åííÿ 2. Âiäîáðàæåííÿ g ìíîæèíè X ó ëiíiéíèé ïðîñòið Y íàçèâà¹òüñÿ ñêií-
÷åííîâèìiðíèì, ÿêùî dimLin g(X) <∞.

Òåîðåìà 2. Íåõàé K � ïåðåäêîìïàêò ó íîðìîâàíîìó ïðîñòîði Y . Òîäi äëÿ áóäü-
ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ íåïåðåðâíå ñêií÷åííîâèìiðíå âiäîáðàæåííÿ gε : K → Y ç gε(K) ⊂
convK, ùî ðiâíîìiðíî íàáëèæà¹ íàK îäèíè÷íèé îïåðàòîð ç òî÷íiñòþ äî ε: supx∈K ‖gε(x)− x‖ 6
ε.

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî â K ñêií÷åííó ε-ñiòêó y1, y2, ..., yn. Òîäi âiäêðèòi êóëi Uk = B(yk, ε)
óòâîðþþòü ïîêðèòòÿ ìíîæèíè K. Íåõàé ϕj : K → R, j = 1, 2, ..., n, � ðîçáèòòÿ îäè-
íèöi íà K, ÿêå ïiäïîðÿäêîâàíå ïîêðèòòþ {Uj}n1 . Ïîêëàäåìî gε(x) =

∑n
j=1 ϕj(x)yj.

Íåïåðåðâíiñòü òàê âèçíà÷åíîãî âiäîáðàæåííÿ âèïëèâà¹ ç íåïåðåðâíîñòi âñiõ φj. Äàëi,
gε(K) ⊂ convK, îñêiëüêè ñóìè

∑n
j=1 ϕj(x)yj � öå îïóêëi êîìáiíàöi¨ òî÷îê yj ∈ K. Çà-

ëèøèëîñü ïåðåâiðèòè, ùî supx∈K ‖gε(x)− x‖ 6 ε. Íåõàé x ∈ K � äîâiëüíèé åëåìåíò.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç N ìíîæèíó iíäåêñiâ 1 6 j 6 n, äëÿ ÿêèõ ϕj(x) 6= 0. Çà îçíà÷åííÿì
ðîçáèòòÿ îäèíèöi, äëÿ j ∈ N ïðàâèëüíå âêëþ÷åííÿ x ∈ B(yk, ε), òîáòî ‖x− yj‖ < ε.
Âiäïîâiäíî,

‖gε(x)− x‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ϕj(x)yj −
n∑
j=1

ϕj(x) · x

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ϕj(x)(yj − x)

∥∥∥∥∥ 6
6
∑
j∈N

ϕj(x) ‖(yj − x)‖ < ε. 2

Òåîðåìà 3. Íåõàé K � îïóêëèé êîìïàêò â íîðìîâàíîìó ïðîñòîði Y . Òîäi áóäü-
ÿêå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : K → K ìîæå áóòè ç áóäü-ÿêîþ òî÷íiñòþ ðiâíîìiðíî
íàáëèæåíå ñêií÷åííîâèìiðíèìè íåïåðåðâíèìè âiäîáðàæåííÿìè ìíîæèíè K â ñåáå.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé gε � ôóíêöiÿ ç òåîðåìè 2. Íà ïiäñòàâi îïóêëîñòi ìà¹ìî gε(K) ⊂ K.
Íåâàæêî çàóâàæèòè, ùî êîìïîçèöiÿ gε ◦ f : K → K � öå ñêií÷åííîâèìiðíå íåïåðåðâíå
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âiäîáðàæåííÿ, ùî íàáëèæà¹ f ç òî÷íiñòþ äî ε :

sup
x∈K
‖gε(f(x))− f(x)‖ 6 sup

y∈K
‖gε(y)− y‖ 6 ε. 2

Âïðàâè

Õî÷à â óìîâàõ òåîðåìè 2 éäå ìîâà ïðî íàáëèæåííÿ îäèíè÷íîãî (âiäïîâiäíî, ëi-
íiéíîãî) îïåðàòîðà, âiäîáðàæåííÿ gε íå çàâæäè ìîæíà âèáðàòè ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
(òî÷íiøå, îáìåæåííÿì íà K ëiíiéíîãî îïåðàòîðà).
1. ßêùî â óìîâàõ òåîðåìè 2 ïðîñòið Y ìà¹ âëàñòèâiñòü ïîòî÷êîâî¨ àïðîêñèìàöi¨ (ï.
11.2.2), òî çà ôóíêöiþ gε ìîæíà âçÿòè îáìåæåííÿ íà K äåÿêîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

2. ßêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ïåðåäêîìïàêòà K ⊂ Y çà ôóíêöiþ gε ç òåîðåìè 2 ìîæíà
âçÿòè ëiíiéíèé ñêií÷åííîâèìiðíèé îïåðàòîð, òî äëÿ òàêîãî Y âèêîíó¹òüñÿ òåîðåìà 2
ï. 11.3.2: äëÿ áóäü-ÿêîãî íîðìîâàíîãî ïðîñòîðóX i áóäü-ÿêîãî êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà
T ∈ L (X, Y ) iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ñêií÷åííîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ Tn ∈ L (X, Y ), çáiæíà
çà íîðìîþ äî îïåðàòîðà T.

15.1.4. Ïðèíöèï Øàóäåðà

Ó öüîìó ïóíêòi òåîðåìà Áðàóåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó áóäå ïîøèðåíà çi ñêií÷åííîâèìið-
íîãî âèïàäêó íà íåñêií÷åííîâèìiðíèé.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Åëåìåíò x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ ε-
íåðóõîìîþ òî÷êîþ âiäîáðàæåííÿ f : X → X, ÿêùî ρ (f(x), x) < ε.

Ëåìà 1. Íåõàé X � êîìïàêòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi äëÿ iñíóâàííÿ ó íåïå-
ðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : X → X íåðóõîìî¨ òî÷êè äîñòàòíüî, ùîá f ìàëî ε-íåðóõîìó
òî÷êó äëÿ êîæíîãî ε > 0.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàâøèñü äëÿ ε = 1
n
, n ∈ N iñíóâàííÿì ε-íåðóõîìî¨ òî÷êè, îäåðæè-

ìî ïîñëiäîâíiñòü xn ∈ X ç ρ (f(xn), xn) −−−→
n→∞

0. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî

ïðèïóñòèòè, ùî ó ïîñëiäîâíîñòi (xn) iñíó¹ ãðàíèöÿ (iíàêøå çàìiíèìî (xn) çáiæíîþ ïiä-
ïîñëiäîâíiñòþ). Ïîçíà÷èìî lim

n→∞
xn ÷åðåç x. Òîäi f(x) = lim

n→∞
f(xn) i

ρ (f(x), x) = lim
n→∞

ρ (f(xn), xn) = 0.

Òîáòî f(x) = x, i x � öå øóêàíà íåðóõîìà òî÷êà.

Ëåìà 2. Íåõàé Y � íîðìîâàíèé ïðîñòið, K ⊂ Y � îïóêëèé êîìïàêò i f : K → K
� íåïåðåðâíå ñêií÷åííîâèìiðíå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi f ìà¹ íåðóõîìó òî÷êó.

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ X = Lin f(K), K̃ = X ∩K. Òîäi X � ñêií÷åííîâèìið-
íèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, K̃ ⊂ X � îïóêëèé êîìïàêò i f(K̃) ⊂ f(K) ⊂ X ∩K = K̃. Çà
òåîðåìîþ Áðàóåðà, âiäîáðàæåííÿ f ìà¹ íåðóõîìó òî÷êó â K̃. Öÿ íåðóõîìà òî÷êà áóäå
ëåæàòè i â K.

Òåîðåìà 1 (ïðèíöèï Øàóäåðà). Êîæíèé îïóêëèé êîìïàêò â íîðìîâàíîìó ïðî-
ñòîði ìà¹ âëàñòèâiñòü íåðóõîìî¨ òî÷êè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Y � íîðìîâàíèé ïðîñòið, K ⊂ Y � îïóêëèé êîìïàêò i f : K → K �
íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Çà ç ëåìîþ 1, äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ó
f ¹ ε-íåðóõîìà òî÷êà. Ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ 3 ï. 15.1.3, çíàéäåìî òàêå ñêií÷åííîâè-
ìiðíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ fε : K → K, ùî ρ (f(x), fε(x)) < ε äëÿ âñiõ x ∈ K. Çà
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ëåìîþ 2 ó âiäîáðàæåííÿ fε ¹ íåðóõîìà òî÷êà. Öÿ íåðóõîìà òî÷êà xε âiäîáðàæåííÿ fε
äëÿ âèõiäíîãî âiäîáðàæåííÿ f ¹ ε-íåðóõîìîþ òî÷êîþ:

ρ (xε, f(xε)) = ρ (fε(xε), f(xε)) < ε. 2

Ïîäàìî ùå îäíå çðó÷íå â çàñòîñóâàííÿõ ïåðåôîðìóëþâàííÿ ïðèíöèïó Øàóäåðà.

Òåîðåìà 2. Íåõàé V � îïóêëà çàìêíåíà, îáìåæåíà ïiäìíîæèíà áàíàõîâîãî ïðîñòî-
ðó, F : V → V � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ i F (V ) � ïåðåäêîìïàêò. Òîäi ó âiäîáðàæåííÿ
F ¹ íåðóõîìà òî÷êà.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç K çàìèêàííÿ îïóêëî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè F (V ). Çà óìî-
âîþ, K � îïóêëèé êîìïàêò, F (K) ⊂ F (V ) ⊂ K, òîáòî F ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âiäîáðà-
æåííÿ êîìïàêòà K â ñåáå. Çàëèøà¹òüñÿ çàñòîñóâàòè òåîðåìó 1.

Çàçíà÷èìî, ùî ïðèíöèï Øàóäåðà (1927 ð.) ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ îïóêëèõ êîìïàêòiâ
íå òiëüêè â áàíàõîâèõ, àëå é ó ëîêàëüíî îïóêëèõ òîïîëîãi÷íèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ
(Ëåðå, Øàóäåð, 1946 ð.). Âií óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà ìíîãîçíà÷íi âiäîáðàæåííÿ (Kakutani,
1941 ð., äèâ. ïiäðó÷íèê Ë. Êàíòîðîâè÷à é Ã. Àêiëîâà [K-A, ãëàâà 16, � 5], äå íàâåäåíî
òàêîæ çàñòîñóâàííÿ äî ìàòåìàòè÷íî¨ åêîíîìiêè).

Âïðàâè

Ìíîæèíà V â ëiíiéíîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ êîíóñîì, ÿêùî âîíà ñòiéêà ùî-
äî äîäàâàííÿ åëåìåíòiâ i ìíîæåííÿ íà äîäàòíèé ñêàëÿð. Íåõàé F : X → R � òà-
êèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë, ùî F (v) > 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî v ∈ V \{0}. Òîäi ìíîæèíà
VF = { v ∈ V : F (v) = 1} íàçèâà¹òüñÿ áàçîþ êîíóñà V.

1. Êîíóñ i áàçà êîíóñà � öå îïóêëi ìíîæèíè.
2. (Àáñòðàêòíèé âàðiàíò òåîðåìè 2 ï. 15.1.2). Íåõàé V � êîíóñ ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði
X, ùî ìà¹ êîìïàêòíó áàçó, T ∈ L(X) i T (V ) ⊂ V . Òîäi â îïåðàòîðà T ¹ âëàñíèé
âåêòîð, ÿêèé ëåæèòü ó V .

3. Íåõàé V � çàìêíåíèé êîíóñ â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X, T : X → X � êîìïàêòíèé
îïåðàòîð, T (V ) ⊂ V . Íåõàé, äàëi, F ∈ X∗ � òàêèé ôóíêöiîíàë, ùî F (v) > 0 äëÿ
áóäü-ÿêîãî v ∈ V \{0}. Òîäi, ÿêùî áàçà VF îáìåæåíà é inf {x∗(Tv) : v ∈ VF} > 0, òî â
îïåðàòîðà T ¹ âëàñíèé âåêòîð, ùî ëåæèòü â V .

4. ×è iñíó¹ îáìåæåíà çàìêíåíà áàçà ó êîíóñà âñiõ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié â L1[0, 1]? ×è
iñíó¹ ó öüîãî êîíóñà êîìïàêòíà áàçà?

5. Òi ñàìi çàïèòàííÿ äëÿ êîíóñà âñiõ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié â L2[0, 1].
6. Ðîçãëÿíüòå iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð T : L1[0, 1]→ L1[0, 1], (Tf) (x) =

∫ x
0
f (t) dt, ó ÿêîãî

íåìà¹ âëàñíèõ ôóíêöié (äèâ. ïðèêëàä 1 ï. 11.1.5). ×è íå ñóïåðå÷èòü öåé ïðèêëàä
âïðàâi 3, ÿêùî çà V âçÿòè êîíóñ óñiõ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié, à çà F � ôóíêöiîíàë
iíòåãðóâàííÿ ïî âiäðiçêó: F (f) =

∫ 1

0
f (t) dt?

15.2. Çàñòîñóâàííÿ äî äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü i òåîði¨ îïåðàòîðiâ

15.2.1. Òåîðåìè Ïiêàðà i Ïåàíî ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

Êîøi äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

Íàãàäà¹ìî, ùî çàäà÷åþ Êîøi äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ y′ = f(t, y) íàçèâà¹òüñÿ çàäà-
÷à ïîøóêó íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ y(t), âèçíà÷åíî¨ â îêîëi òî÷êè t0, ÿêà
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çàäîâîëüíÿ¹ ÿê ñàìå ðiâíÿííÿ, òàê i çàäàíó ïî÷àòêîâó óìîâó y(t0) = y0. Ó âèïàäêó
íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f(t, y) çàäà÷à Êîøi åêâiâàëåíòíà òàêîìó iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííþ:

y(t) = y0 +

t∫
t0

f(s, y(s))ds. (1)

Òåîðåìà Ïiêàðà. Íåõàé ôóíêöiÿ f : [t0, T ] × [y0 − θ, y0 + θ] → [−M,M ] âèìiðíà
i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ çà äðóãîþ çìiííîþ çi ñòàëîþ γ > 0, íå çàëåæíîþ âiä
ïåðøî¨ çìiííî¨. Òîäi iñíó¹ òàêå τ > 0, ùî íà âiäðiçêó t ∈ [t0, t0 + τ ] ðiâíÿííÿ (1) ìà¹
ðîçâ'ÿçîê i öåé ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé. Çà τ ìîæíà âçÿòè áóäü-ÿêå ÷èñëî, ñòðîãî ìåíøå çà

τ0 = min
{

θ
M
, 1
γ
, T − t0

}
.

Äîâåäåííÿ. Ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði C[t0, t0 + τ ] ðîçãëÿíåìî ïiäìíîæèíó U âñiõ ôóíêöié
y(t), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íà [t0, t0 + τ ] óìîâó |y(t)− y0| 6 θ. Çàäàìî òàêå âiäîáðàæåííÿ
F : U → C[t0, t0 + τ ]:

(F (y))(t) = y0 +

t∫
t0

f(s, y(s))ds.

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) � öå íåðóõîìi òî÷êè âiäîáðàæåííÿ F .
Ïåðåâiðèìî, ùî F çäiéñíþ¹ âiäîáðàæåííÿ ñòèñêó ìíîæèíè U â ñåáå. Ïî-ïåðøå, äëÿ

áóäü-ÿêîãî y ∈ U ìà¹ìî

|(F (y))(t)− y0| =

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

f(s, y(s))ds

∣∣∣∣∣∣ 6Mτ 6 θ,

òîáòî F (y) ∈ U . Îòæå, F (U) ⊂ U . Äàëi, äëÿ áóäü-ÿêèõ y1, y2 ∈ U

‖F (y1)− F (y2)‖ = max
t∈[t0,t0+τ ]

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

f(s, y1(s))− f(s, y2(s))ds

∣∣∣∣∣∣ 6 γτ ‖y1 − y2‖ ,

à çà ïîáóäîâîþ γτ < 1. Òîáòî F � ñòèñêàëüíå âiäîáðàæåííÿ. Íàðåøòi, ìíîæèíà U çà-
ìêíåíà â C[t0, t0 + τ ], âiäïîâiäíî, U � ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ó ðiâíîìiðíié ìåòðèöi,
ÿêó ìè ðîçãëÿäà¹ìî. Îòæå, ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó Áàíàõà ïðî âiäîáðàæåííÿ ñòè-
ñêó, ÿêà äà¹ íàì iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü íåðóõîìî¨ òî÷êè.

Òåîðåìà Ïåàíî. Íåõàé ôóíêöiÿ f : [t0, T ] × [y0 − θ, y0 + θ] → [−M,M ] âèìiðíà i
ðiâíîìiðíî âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ íåïåðåðâíà çà äðóãîþ çìiííîþ. Iíøèìè ñëîâàìè,
äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå δ = δ(ε) > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ [t0, T ] i áóäü-ÿêèõ
y1, y2 ∈ [y0 − θ, y0 + θ], ÿêùî |y1 − y2| 6 δ, òî |f(t, y1)− f(t, y2)| 6 ε.

Òîäi â ðiâíÿííÿ (1) iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê íà âiäðiçêó t ∈ [t0, t0 + τ ], äå çà τ ìîæíà âçÿòè
min

{
θ
M
, T − t0

}
.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî òàêó ñàìó ìíîæèíó U i òàêå ñàìå âiäîáðàæåííÿ F , ÿê i â ïîïå-
ðåäíüîìó äîâåäåííi. Òiëüêè íà âiäìiíó âiä òåîðåìè 1 iñíóâàííÿ íåðóõîìî¨ òî÷êè áóäå
âèïëèâàòè íå ç òåîðåìè ïðî âiäîáðàæåííÿ ñòèñêó, à ç ïðèíöèïó Øàóäåðà ó ôîðìóëþ-
âàííi ç òåîðåìè 2 ï. 15.1.4. Çîêðåìà, òîìó â òåîðåìi ñòâåðäæó¹òüñÿ iñíóâàííÿ, àëå íå
ñòâåðäæó¹òüñÿ ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó.

Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåìè 2 ï. 15.1.4 ó íàøîìó âèïàäêó. Ìíîæèíà U � öå
çàìêíåíà êóëÿ ïðîñòîðó C[t0, t0+τ ] ðàäióñà θ ç öåíòðîì ó ôóíêöi¨, ùî òîòîæíî äîðiâíþ¹
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y0. Òîìó U � îïóêëà çàìêíåíà, îáìåæåíà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó C[t0, t0 + τ ]. Äîâåäåííÿ
âêëþ÷åííÿ F (U) ⊂ U ç òåîðåìè Ïiêàðà çáåðiãà¹ ñâîþ ñèëó. Ïåðåâiðèìî íåïåðåðâíiñòü
âiäîáðàæåííÿ F . Äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 âiçüìåìî δ(ε) ç óìîâè ðiâíîìiðíî¨ íåïåðåðâíîñòi
çà y ôóíêöi¨ f(t, y). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ ôóíêöié y1, y2 ∈ U ç ‖y1 − y2‖ < δ (ε/τ) ìà¹ìî
|f(s, y1(s))− f(s, y2(s))| 6 ε/τ i, îòæå,

‖F (y1)− F (y2)‖ = max
t∈[t0,t0+τ ]

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

f(s, y1(s))− f(s, y2(s))ds

∣∣∣∣∣∣ 6 ε.

Íàðåøòi, ïåðåâiðèìî, ùî F (U) � öå ïåðåäêîìïàêò. Îñêiëüêè F (U) ⊂ U , à U �
öå êóëÿ, F (U) � îáìåæåíà ìíîæèíà. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Àðöåëà, íàì òðåáà äîâåñòè
îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü ñiì'¨ ôóíêöié F (U). Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ g ∈ F (U) iñíó¹
ôóíêöiÿ y ∈ U ç F (y) = g. Âiäïîâiäíî, äëÿ áóäü-ÿêèõ t1, t2 ∈ [t0, t0 + τ ] ìà¹ìî:

|g(t1)− g(t2)| = |(F (y))(t1)− (F (y))(t1)| =

∣∣∣∣∣∣
t2∫
t1

f(s, y(s))ds

∣∣∣∣∣∣ 6M |t1 − t2| .

Òîáòî ñiì'ÿ F (U) íå ïðîñòî îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà, à çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ iç
çàãàëüíîþ ñòàëîþ M .

Îòæå, âñi óìîâè òåîðåìè 2 ï. 15.1.4 ïåðåâiðåíî, ÷èì äîâåäåíî iñíóâàííÿ øóêàíî¨
íåðóõîìî¨ òî÷êè.

Âïðàâè

1. Íà ïðèêëàäi çàäà÷i Êîøi y′ = 2
√
|y|, y(0) = 0 ïåðåêîíàéòåñü, ùî óìîâè òåîðåìè

Ïåàíî ñïðàâäi íå ãàðàíòóþòü ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó.
2. Ñïèðàþ÷èñü íà âïðàâó 7 ï. 15.1.1, äîâåäiòü, ùî â òåîðåìi Ïiêàðà ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
Êîøi íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâî¨ óìîâè y0.

3. Ïðèäóìàéòå ÿêi-íåáóäü óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi â C[a, b] iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ y(t) =∫ b
a
f(s, t, y(s))ds çà ñõåìîþ: ÿêùî ÿäðî f ¾ìàëåíüêå i äîáðå¿, òî ó ðiâíÿííÿ ¹ ðîçâ'ÿçîê

ó çàäàíié êóëi ç öåíòðîì â íóëi.

15.2.2. Òåîðåìà Ëîìîíîñîâà ïðî iíâàðiàíòíèé

ïiäïðîñòið

Íàãàäà¹ìî, ùî çàìêíåíèé ïiäïðîñòið Y ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ iíâàðiàíòíèì ïiä-

ïðîñòîðîì äëÿ îïåðàòîðà A ∈ L(X), ÿêùî A (Y ) ⊂ Y . Ïiäïðîñòið Y ⊂ X íàçâåìî
íåòðèâiàëüíèì, ÿêùî âií íå çáiãà¹òüñÿ íi ç íóëåì, íi ç óñiì ïðîñòîðîì X. Çíàííÿ ií-
âàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ äîïîìàãà¹ çðîçóìiòè ñòðóêòóðó îïåðàòîðà. Òàê, íàïðèêëàä,
â ëiíiéíié àëãåáði äëÿ ïîáóäîâè æîðäàíîâî¨ ôîðìè âèäiëÿþòü êîðåíåâi ïiäïðîñòîðè;
ðîçêëàä ïðîñòîðó â ïðÿìó ñóìó iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ äîçâîëÿ¹ çâîäèòè ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ Ax = b äî ðiâíÿíü ó âiäïîâiäíèõ ïiäïðîñòîðàõ. Ìàáóòü, íàéâàæëèâiøà íà ñüî-
ãîäíi íåðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à òåîði¨ îïåðàòîðiâ � öå ïðîáëåìà iíâàðiàíòíîãî ïiäïðîñòîðó:
÷è ó áóäü-ÿêîãî îáìåæåíîãî îïåðàòîðà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé
iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið?

Ïðîáëåìi iíâàðiàíòíîãî ïiäïðîñòîðó ïðèñâÿ÷åíî áàãàòî íàóêîâèõ ðîáiò (äèâ., íà-
ïðèêëàä, ìîíîãðàôiþ [Bea] àáî îãëÿäè [AAB] i [Nik]). Ó ðiçíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ
(íàïðèêëàä, â l1) âiäîìi ïðèêëàäè íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ áåç íåòðèâiàëüíèõ iíâàðiàí-
òíèõ ïiäïðîñòîðiâ. Âiäîìi òàêîæ ïîçèòèâíi ðåçóëüòàòè, ñåðåä ÿêèõ ïåðøèì áóëà òåîðå-
ìà ôîí Íåéìàíà: ó áóäü-ÿêîãî êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði iñíó¹
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íåòðèâiàëüíèé iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið. Òåîðåìó ôîí Íåéìàíà áóëî äîâåäåíî â 30-õ
ðîêàõ XX ñòîëiòòÿ, àëå îïóáëiêîâàíî âïåðøå ÷åðåç 20 ðîêiâ Àðîíøàéíîì i Ñìiòîì,
ÿêi ïîøèðèëè ðåçóëüòàò íà âèïàäîê áàíàõîâîãî ïðîñòîðó. Íèæ÷å ìè äîâåäåìî òåîðåìó
iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíîãî ïiäïðîñòîðó, ÿêà íàëåæèòü êîëèøíüîìó õàðêiâ'ÿíèíó Âiêòîðó
Ëîìîíîñîâó [Lom]. Òåîðåìà Ëîìîíîñîâà âèðiçíÿ¹òüñÿ ñâî¹þ çàãàëüíiñòþ é åëåãàíòíiñòþ
ÿê ôîðìóëþâàííÿ, òàê i äîâåäåííÿì.

Çàóâàæåííÿ

(i) Íåõàé G � ïiäìíîæèíà â X, äëÿ ÿêî¨ A (G) ⊂ G. Òîäi A (LinG) ⊂ LinG.

(ii) Íåõàé E � ëiíiéíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó X, A (E) ⊂ E. Òîäi çàìèêàííÿ ïiäïðî-
ñòîðó E òàêîæ áóäå iíâàðiàíòíèì äëÿ A.

(iii) ßäðî îïåðàòîðà i çàìèêàííÿ îáðàçó � öå iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè.

(iv) Äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà x ∈ X\ {0} ìíîæèíà G = {Anx}∞n=1 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
çàóâàæåííÿ (i). Îòæå, çàìèêàííÿ ëiíiéíî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè G óòâîðþ¹ iíâàði-
àíòíèé ïiäïðîñòið îïåðàòîðà A.

(v) Çàãàëüíiøèé ïðèêëàä. Íåõàé M � ïiäàëãåáðà àëãåáðè L (X) (òîáòî ïiäïðîñòið,
ÿêèé ìiñòèòü ðàçîì ç áóäü-ÿêèìè äâîìà ñâî¨ìè åëåìåíòàìè i ¨õíié äîáóòîê), x ∈
X\ {0}. Îçíà÷èìî îðáiòó åëåìåíòà x ÿê ìíîæèíó M (x) = {Tx : T ∈M}. Òîäi
çàìèêàííÿ îðáiòè � öå iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið äëÿ áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà ç ïiä-
àëãåáðè M.

N.B. Ïåðåâiðòå! Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè öåé ïðèêëàä.

Òåîðåìà Ëîìîíîñîâà. Íåõàé A ∈ L(X)\ {0} � öiëêîì íåïåðåðâíèé îïåðàòîð ó
íåñêií÷åííîâèìiðíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði. Òîäi ó âñiõ îïåðàòîðiâ, ÿêi êîìóòóþòü ç A,
iñíó¹ ñïiëüíèé íåòðèâiàëüíèé iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî ìiðêóâàòè ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî, òîáòî ïðèïóñòèìî, ùî íåìà¹
òàêîãî ñïiëüíîãî iíâàðiàíòíîãî ïiäïðîñòîðó. Çàôiêñó¹ìî âiäêðèòó êóëþ U â ïðîñòîði
X òàê, ùîá êîìïàêò K, óòâîðåíèé çàìèêàííÿì ìíîæèíè A (U), íå ìiñòèâ íóëÿ. Íåõàé
M � ïiäàëãåáðà àëãåáðè L (X), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ îïåðàòîðiâ, ÿêi êîìóòóþòü ç A.
Çàçíà÷èìî, ùî îðáiòà M (x) áóäü-ÿêîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà ùiëüíà â X, iíàêøå, çãi-
äíî iç çàóâàæåííÿì (v), çàìèêàííÿ îðáiòè áóëî á ñïiëüíèì íåòðèâiàëüíèì iíâàðiàíòíèì
ïiäïðîñòîðîì äëÿ îïåðàòîðiâ çM . Òîìó äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè s ∈ K ìîæíà çíàéòè òàêèé
îïåðàòîð Ts ∈ M , ùî Ts (s) ∈ U . Òîäi îïåðàòîð Ts òàêîæ ïåðåâîäèòü â U i äåÿêèé îêië
Vs åëåìåíòà s. Îñêiëüêè îêîëè Vs ïðè s, ùî ïðîáiãà¹ ìíîæèíó K, óòâîðþþòü ïîêðèòòÿ
öi¹¨ ìíîæèíè, ìè ìîæåìî âèáðàòè ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ. Iíøèìè ñëîâàìè, iñíó¹ òàêà
ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà J ⊂ K, ùî

⋃
s∈J Vs ⊃ K.

Íåõàé ôóíêöi¨ ϕs ∈ C (K) , s ∈ J óòâîðþþòü ðîçêëàä îäèíèöi, ùî ïiäïîðÿäêîâóþ-
òüñÿ ïîêðèòòþ

⋃
s∈J Vs ìíîæèíè K.2 Ââåäåìî â ðîçãëÿä òàêå âiäîáðàæåííÿ F : K → X:

F (x) = A

(∑
s∈J

ϕs (x) · Ts (x)

)
.

Äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x ∈ K íåíóëüîâèìè â îñòàííié ñóìi áóäóòü òiëüêè òi äîäàíêè, äå
ϕs (x) 6= 0, òîáòî òi, äëÿ ÿêèõ Vs ìiñòèòü åëåìåíò x. ßêùî x ∈ Vs, òî, çà ïîáóäîâîþ,
Ts (x) ∈ U i, îòæå, F (x) ∈ K. Îòîæ F (K) ⊂ K, i ìè ïåðåáóâà¹ìî â óìîâàõ ïðèíöèïó

2Òîáòî ϕs > 0,
∑
s∈J ϕs ≡ 1 i íîñié ôóíêöi¨ ϕ ëåæèòü ó âiäïîâiäíîìó Vs.
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Øàóäåðà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x0 íåðóõîìó òî÷êó âiäîáðàæåííÿ F . Òîäi x0 áóäå íåðóõîìîþ
òî÷êîþ i äëÿ òàêîãî êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà T ∈M :

T = A

(∑
s∈J

ϕs (x0)Ts

)
.

Ðîçãëÿíåìî âëàñíèé ïiäïðîñòið Y = Ker (T − I). Çãiäíî ç òåîðåìîþ ï. 11.1.5, ïiä-
ïðîñòið Y áóäå iíâàðiàíòíèì äëÿ îïåðàòîðà A. Íà ïiäñòàâi êîìïàêòíîñòi îïåðàòîðà T
ïiäïðîñòið Y ñêií÷åííîâèìiðíèé. Îñêiëüêè áóäü-ÿêèé îïåðàòîð ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó
ïðîñòîði ìà¹ âëàñíi ÷èñëà, äåÿêå âëàñíå ÷èñëî µ ¹ i â îáìåæåííÿ îïåðàòîðà A íà ïiä-
ïðîñòið Y . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç E âëàñíèé ïiäïðîñòið îïåðàòîðà A, âiäïîâiäíèé âëàñíîìó
÷èñëó µ.

Çãiäíî ç òi¹þ æ òåîðåìîþ ï. 11.1.5, ïiäïðîñòið E áóäå iíâàðiàíòíèì äëÿ âñiõ îïåðà-
òîðiâ, ÿêi êîìóòóþòü ç îïåðàòîðîì A.

Íàñëiäîê. ßêùî îïåðàòîð T êîìóòó¹ õî÷à á ç îäíèì öiëêîì íåïåðåðâíèì îïåðà-
òîðîì, òî â îïåðàòîðà T ¹ íåòðèâiàëüíi iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè.

Âïðàâè

1. Íåõàé A ∈ L(X); Y � iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið îïåðàòîðà A. Ââåäåìî â ðîçãëÿä
îïåðàòîðè A1 ∈ L(Y ) i A2 ∈ L(X/Y ) � îáìåæåííÿ i ôàêòîðèçàöiÿ îïåðàòîðà: A1 (y) =
A (y); A1 ([x]) = [Ax]. ×è ìîæíà âiäíîâèòè îïåðàòîð A çà îïåðàòîðàìè A1 i A2? ×è
ïîâ'ÿçàíi ÿêîñü ñïåêòðè öèõ îïåðàòîðiâ? ×è çàëåæèòü âiäïîâiäü âiä âèìiðíîñòåé òðüîõ
ïðîñòîðiâ, ùî âõîäÿòü â óìîâó?
Ïåðåâiðòå, ùî:

2. Îïåðàòîð çñóâó U (a1, a2, ...) = (0, a1, a2, ..) â l2 íå êîìóòó¹ ç æîäíèì öiëêîì íåïåðåðâ-
íèì îïåðàòîðîì, âîäíî÷àñ íåòðèâiàëüíi iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè â íüîãî ¹.

3. Ïiäìíîæèíà M àëãåáðè L (X), îçíà÷åíà â äîâåäåíi òåîðåìè Ëîìîíîñîâà, ñïðàâäi
óòâîðþ¹ ïiäàëãåáðó â L (X).

4. Öÿ ïiäìíîæèíà çàìêíåíà â ñåíñi ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi îïåðàòîðiâ. ×è áóäå âîíà çà-
ìêíåíà çà íîðìîþ?
Âiäíîâiòü îïóùåíi äåòàëi â äîâåäåííi òåîðåìè Ëîìîíîñîâà:

5. ×îìó ìîæëèâèé ïîòðiáíèé âèáið êóëi U?
6. ×è áóäå F ëiíiéíèì îïåðàòîðîì?
7. ×îìó çàñòîñîâíèé ïðèíöèï Øàóäåðà?
8. Äå âèêîðèñòîâóâàëàñü íåñêií÷åííîâèìiðíiñòü ïðîñòîðó? (Ó ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðî-
ñòîðàõ òåîðåìà íåïðàâèëüíà. Êîíòðïðèêëàä: A = I.)

15.3. Ñïiëüíi íåðóõîìi òî÷êè ñiì'¨ âiäîáðàæåíü

15.3.1. Òåîðåìà Êàêóòàíi

Íàãàäà¹ìî, ùî äiàìåòðîì ìíîæèíè V â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà
diam(V ) = sup {ρ(x, y) : x, y ∈ V }.

Îçíà÷åííÿ 1. Ðàäióñîì ìíîæèíè V â òî÷öi x ∈ V íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøèé ðà-
äióñ rx(V ) çàìêíåíî¨ êóëi ç öåíòðîì â x, ùî ìiñòèòü âñþ ìíîæèíó V . Åêâiâàëåíòíå
îçíà÷åííÿ: rx(V ) = sup {ρ(x, y) : y ∈ V }. Î÷åâèäíî,

diam(V ) = sup
x∈V

rx(V ). (∗)

Òî÷êà x ∈ V íàçèâà¹òüñÿ äiàìåòðàëüíèì åëåìåíòîì ìíîæèíè V , ÿêùî rx(V ) = diam(V ).
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Ëåìà 1. Íåõàé V � îïóêëèé êîìïàêò ó íîðìîâàíîìó ïðîñòîði X, ùî ñêëàäà¹òüñÿ
áiëüøå íiæ ç îäíi¹¨ òî÷êè. Òîäi ó V iñíó¹ íåäiàìåòðàëüíèé åëåìåíò, òîáòî iñíó¹ x ∈ V ,
äëÿ ÿêîãî rx(V ) < diam(V ).

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîäàòíå ε < diam(V ) i âèáåðåìî ó ìíîæèíi V ε-ñiòêó x1, x2, . . . , xn.
Øóêàíèé íåäiàìåòðàëüíèé åëåìåíò x âèáåðåìî ÿê ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå åëåìåíòiâ ε-
ñiòêè: x = 1

n
(x1 + x2 + . . .+ xn). Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé y ∈ V . Òîäi

‖x− y‖ =
1

n

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

(xk − y)

∥∥∥∥∥ 6 1

n

n∑
k=1

‖xk − y‖.

Ïðèíàéìíi îäèí ç äîäàíêiâ â îñòàííié ñóìi íå ïåðåâèùó¹ ε, à ðåøòà îöiíþþòüñÿ çâåðõó
÷èñëîì diam(V ). Îòæå, ‖x− y‖ 6 n−1

n
diam(V )+ 1

n
ε. Ïåðåõîäÿ÷è äî ñóïðåìóìà çà y ∈ V ,

îäåðæó¹ìî

rx(V ) 6
n− 1

n
diam(V ) +

1

n
ε < diam(V ). 2

Ëåìà 2. Íåõàé V � îïóêëèé êîìïàêò ó íîðìîâàíîìó ïðîñòîði X, ùî ñêëàäà¹òüñÿ
áiëüøå íiæ ç îäíi¹¨ òî÷êè. Òîäi iñíó¹ íåïîðîæíié îïóêëèé êîìïàêò V0 ⊂ V , V0 6= V ,
iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî âñiõ ái¹êòèâíèõ içîìåòðié êîìïàêòà V â ñåáå.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàâøèñü ëåìîþ 1, âèáåðåìî x0 ∈ V ç rx0
(V ) < diam(V ). Ââåäåìî

ïîçíà÷åííÿ r0 = rx0
(V ) i çà øóêàíå V0 âiçüìåìî ìíîæèíó âñiõ x ∈ V , äëÿ ÿêèõ rx(V ) 6

r0. Çà ïîáóäîâîþ x0 ∈ V0, òîáòî V0 íåïîðîæíÿ. Äàëi, çãiäíî (∗), ó V iñíóþòü òî÷êè
ç rx(V ) > r0 (íàñïðàâäi, íà ïiäñòàâi êîìïàêòíîñòi, íàâiòü ç rx(V ) = diamV ). Îòæå,
V0 6= V .

Çàçíà÷èìî, ùî òî÷êà x ∈ V ïîòðàïëÿ¹ â V0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âiäñòàíi âiä
x äî âñiõ y ∈ V íå ïåðåâèùóþòü r0. Òîáòî V0 ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ïåðåòèíó

V0 = V ∩
(⋂

y∈V B̄(y, r0)
)
îïóêëèõ çàìêíåíèõ ìíîæèí, òîìó V0 ñàìà � îïóêëà çàìêíå-

íà ìíîæèíà. Çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè iíâàðiàíòíiñòü âiäíîñíî âñiõ ái¹êòèâíèõ içîìåòðié
T : V → V . Íåõàé x ∈ V , íàì ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî T (x) ∈ V . Òîáòî ïîòðiáíî äîâåñòè,
ùî ‖T (x)− y‖ 6 r0 äëÿ áóäü-ÿêîãî y ∈ V . Ñïðàâäi, ç îãëÿäó íà ái¹êòèâíiñòü òî÷êà y
ìà¹ âèãëÿä y = T (z), z ∈ V . Âiäïîâiäíî,

‖T (x)− y‖ = ‖T (x)− T (z)‖ = ‖x− y‖ 6 r0. 2

Òåîðåìà Êàêóòàíi. Íåõàé K � íåïîðîæíié îïóêëèé êîìïàêò â íîðìîâàíîìó ïðî-
ñòîði X. Òîäi ó âñiõ ái¹êòèâíèõ içîìåòðié êîìïàêòà K â ñåáå iñíó¹ ñïiëüíà íåðóõîìà
òî÷êà.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñiì'þW âñiõ íåïîðîæíiõ îïóêëèõ çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí V êîì-
ïàêòà K, ÿêi ìàþòü òó âëàñòèâiñòü, ùî

T (V ) ⊂ V äëÿ áóäü-ÿêî¨ ái¹êòèâíî¨ içîìåòði¨ T : K → K. (∗∗)

Óïîðÿäêó¹ìî ñiì'þ W çà ñïàäàííÿì ìíîæèí. Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi ñàìîñòiéíî ïåðå-
âiðèòè, ùî ïåðåòèí áóäü-ÿêîãî ëàíöþæêà åëåìåíòiâ ñiì'¨ W � öå çíîâó åëåìåíò ñiì'¨
W , òîáòî ñiì'ÿ W iíäóêòèâíî âïîðÿäêîâàíà (íåïîðîæíiñòü ïåðåòèíó åëåìåíòiâ ëàíöþ-
ãà ãàðàíòó¹òüñÿ êîìïàêòíiñòþ ìíîæèíè K). Çà ëåìîþ Öîðíà, ó W iñíó¹ ìiíiìàëüíèé
çà âêëþ÷åííÿì åëåìåíò V . Ç ëåìè 2 âèïëèâà¹, ùî öåé ìiíiìàëüíèé åëåìåíò íå ìîæå
ìiñòèòè áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè. Îòæå, V ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî åëåìåíòà x0 ∈ K, à óìîâà
(∗∗) îçíà÷à¹, ùî x0 � íåðóõîìà òî÷êà äëÿ âñiõ ái¹êòèâíèõ içîìåòðié T : K → K.
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Âïðàâè

1. Íåõàé V � äåÿêà êóëÿ íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó. Òîäi (a) öåíòð êóëi V � ñïiëüíà íåðó-
õîìà òî÷êà âñiõ ái¹êòèâíèõ içîìåòðié T : V → V ; (b) iíøèõ ñïiëüíèõ íåðóõîìèõ òî÷îê
âñiõ ái¹êòèâíèõ içîìåòðié T : V → V íåìà¹.

2. Íàâåäiòü ïðèêëàä êóëi â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði, äå íå âèêîíó¹òüñÿ ïóíêò (a) ïîïåðå-
äíüî¨ âïðàâè. Òå æ äëÿ ï. (b). Íàâåäiòü ïðèêëàä, äå íå âèêîíó¹òüñÿ íi ï. (a), íi ï.
(b).
Çà îçíà÷åííÿì, áàíàõiâ ïðîñòið X ìà¹ íîðìàëüíó ñòðóêòóðó, ÿêùî ó áóäü-ÿêî¨

îïóêëî¨ çàìêíåíî¨ îáìåæåíî¨ ïiäìíîæèíè V ⊂ X, ùî ñêëàäà¹òüñÿ áiëüøå íiæ ç îäíi¹¨
òî÷êè, iñíó¹ íåäiàìåòðàëüíèé åëåìåíò.
3. Áóäü-ÿêèé ñêií÷åííîâèìiðíèé áàíàõiâ ïðîñòið ìà¹ íîðìàëüíó ñòðóêòóðó.
4. Ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ìà¹ íîðìàëüíó ñòðóêòóðó.
5. Ïðîñòið l1 íå ìà¹ íîðìàëüíî¨ ñòðóêòóðè. Ìíîæèíîþ, ó ÿêî¨ âñi òî÷êè äiàìåòðàëüíi,
áóäå

V =

{
x = (x1, x2, ...) ∈ l1 :

∞∑
k=1

xk = 1, xk > 0 ∀k ∈ N

}
.

6. Ïðîñòîðè c0 íå ìàþòü íîðìàëüíî¨ ñòðóêòóðè. Ðîçãëÿíüòå ìíîæèíó

V = {x = (x1, x2, ...) ∈ c0 : 1 > x1 > x2 > ...} .

7. Ïðîñòið C[0, 1], L∞[0, 1] i L1[0, 1] íå ìà¹ íîðìàëüíî¨ ñòðóêòóðè.

15.3.2. Òîïîëîãi÷íi ãðóïè

Îçíà÷åííÿ 1. Ãðóïà G iç çàäàíîþ íà íié âiäîêðåìëþâàíîþ çà Ãàóñäîðôîì òîïîëîãi¹þ
τ íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ, ÿêùî òîïîëîãiÿ óçãîäæåíà ç ãðóïîâîþ ñòðóêòóðîþ
â òàêîìó ðîçóìiííi:

1) îïåðàöiÿ (x, y) 7→ x · y äîáóòêó åëåìåíòiâ íåïåðåðâíà çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ;

2) íåïåðåðâíà îïåðàöiÿ x 7→ x−1 ïåðåõîäó äî îáåðíåíîãî åëåìåíòà.

Ïðèêëàäàìè òîïîëîãi÷íèõ ãðóï ¹ íîðìîâàíèé ïðîñòið ç îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ, îäè-
íè÷íå êîëî â C ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ, ìíîæèíà âñiõ óíiòàðíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ç
îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ ìàòðèöü, íàäiëåíà ìåòðèêîþ iç ïðîñòîðó îïåðàòîðiâ, ãðóïà îáîðî-
òíèõ åëåìåíòiâ áóäü-ÿêî¨ áàíàõîâî¨ àëãåáðè i áàãàòî iíøèõ ãðóï, ùî âèíèêàþòü ïðèðî-
äíèì ñïîñîáîì â çàäà÷àõ àíàëiçó.

Äëÿ ãðóï ïðèéíÿòî îïåðàöi¨ íàä ïiäìíîæèíàìè, àíàëîãi÷íi ââåäåíèì â ï. 5.1.4 äëÿ
ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ: A1A2 = {a1a2 : a1 ∈ A1, a2 ∈ A2}; A−1 = { a−1 : a ∈ A}. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç e îäèíè÷íèé åëåìåíò òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè G, à ÷åðåç Oe � ñèñòåìó âñiõ îêîëiâ
åëåìåíòà e. Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi ñàìîñòiéíî ïåðåâiðèòè òàêi âëàñòèâîñòi òîïîëîãi÷íèõ
ãðóï. Äîâåäåííÿ äóæå ïîäiáíèõ ðåçóëüòàòiâ áóäóòü íàâåäåíi íèæ÷å â òåìi ¾Òîïîëîãi÷íi
âåêòîðíi ïðîñòîðè¿.

(i) Äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ G ìíîæèíè âèãëÿäó xU , U ∈ Oe, óòâîðþþòü áàçó îêîëiâ
åëåìåíòà x.

(ii) Òàêó æ âëàñòèâiñòü ìà¹ ñèñòåìà ìíîæèí U · x, U ∈ Oe.

(iii) Äëÿ áóäü-ÿêîãî îêîëó W ∈ Oe iñíó¹ òàêèé îêië U ∈ Oe, ùî

U · U ⊂ W.



15.3. Ñïiëüíi íåðóõîìi òî÷êè ñiì'¨ âiäîáðàæåíü 13

(iv) Äëÿ áóäü-ÿêîãî îêîëó W ∈ Oe iñíó¹ òàêèé îêië U ∈ Oe, ùî

U−1 ⊂ W.

(v) Äëÿ áóäü-ÿêîãî îêîëó W ∈ Oe iñíó¹ òàêèé îêië U ∈ Oe, ùî îäíî÷àñíî

U · U−1 ⊂ W, U−1U ⊂ W i U · U ⊂ W.

Âëàñòèâîñòi (i) i (ii) îçíà÷àþòü, ùî ñòóïiíü áëèçüêîñòi åëåìåíòiâ ãðóïè ìîæíà ¾âèìi-
ðþâàòè¿ çà äîïîìîãîþ îêîëiâ îäèíè÷íîãî åëåìåíòà. ßêùî U ∈ Oe, óìîâó x−1y ∈ U
ïîòðiáíî òðàêòóâàòè ÿê ¾x íàáëèæà¹ y ç òî÷íiñòþ U¿.

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé G � òîïîëîãi÷íà ãðóïà, Z � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Âiäîáðàæå-
ííÿ f : G → Z íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹
òàêèé îêië U ∈ Oe, ùî îáðàçè áóäü-ÿêèõ U -áëèçüêèõ x, y ∈ G áëèçüêi ç òî÷íiñòþ äî ε:
x−1y ∈ U ⇒ ρ (f(x), f(y)) < ε.

Òåîðåìà 1. Íåõàé G � êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà ãðóïà, Z � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi
áóäü-ÿêå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : G→ Z ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèì.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî ε > 0. Ñêîðèñòàâøèñü íåïåðåðâíiñòþ âiäîáðàæåííÿ f , äëÿ êî-
æíîãî x ∈ G âèáåðåìî òàêèé îêië Wx ∈ Oe, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî y ∈ G, ÿêùî y ∈ xWx,
òî ρ (f(x), f(y)) < ε

2
. Äàëi, çà âëàñòèâiñòþ (iii) òîïîëîãi÷íèõ ãðóï, äëÿ êîæíîãî x ∈ G

ìîæíà âèáðàòè âiäêðèòèé îêië Ux ∈ Oe òàê, ùî UxUx ⊂ Wx. Îñêiëüêè ìíîæèíè xUx,
x ∈ G óòâîðþþòü âiäêðèòå ïîêðèòòÿ êîìïàêòà G, ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åííå ïiäïî-
êðèòòÿ. Òîáòî iñíó¹ òàêà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà A ⊂ X, ùî

⋃
x∈A xUx ⊃ G. Ïîêëàäåìî

U =
⋂
x∈A Ux. Ïåðåâiðèìî, ùî U � öå øóêàíèé îêië ç îçíà÷åííÿ ðiâíîìiðíî¨ íåïåðåðâíî-

ñòi. Íåõàé x, y ∈ G i x−1y ∈ U . Âèáåðåìî òàêå x0 ∈ A, ùî x ∈ x0Ux0 . Çîêðåìà, x ∈ x0Wx0 ,
òîáòî ρ (f(x), f(x0)) < ε

2
. Äàëi,

y ∈ xU ⊂ x0Ux0Ux0 ⊂ x0Wx0 ,

òîáòî ρ (f(y), f(x0)) < ε
2
i, çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà, ρ (f(y), f(x0)) < ε.

Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi ñàìîñòiéíî äîâåñòè òàêèé àíàëîã òåîðåìè Àðöåëà (ï. 1.3.1).

Òåîðåìà 2. Íåõàé G � êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà ãðóïà. Äëÿ òîãî, ùîá ñiì'ÿ F íå-
ïåðåðâíèõ ñêàëÿðíîçíà÷íèõ ôóíêöié íà G áóëà ïåðåäêîìïàêòîì â C(G), íåîáõiäíî i
äîñòàòíüî, ùîá âîíà (a) áóëà ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ i (b) çàäîâîëüíÿëà òàêó óìîâó
îäíîñòàéíî¨ íåïåðåðâíîñòi: äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêèé îêië U ∈ Oe, ùî äëÿ
áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ F i áóäü-ÿêèõ x, y ∈ G, ÿêùî x−1y ∈ U , òî ρ (f(x), f(y)) < ε.

15.3.3. Ìiðà Ãààðà

Îçíà÷åííÿ 1. Ìiðîþ Ãààðà íà òîïîëîãi÷íié ãðóïi G íàçèâà¹òüñÿ íåíóëüîâà ðåãóëÿðíà
áîðåëåâà ìiðà µ íà G, iíâàðiàíòíà ùîäî çñóâiâ i ñèìåòði¨:

µ(sA) = µ(As) = µ(A−1) = µ(A)

äëÿ áóäü-ÿêî¨ áîðåëåâî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ G i áóäü-ÿêîãî s ∈ G.
Íåíóëüîâà ðåãóëÿðíà áîðåëåâà ìiðà íà G, iíâàðiàíòíà âiäíîñíî ëiâèõ çñóâiâ, íàçè-

âà¹òüñÿ ëiâîþ ìiðîþ Ãààðà, à iíâàðiàíòíà ùîäî ïðàâèõ çñóâiâ íàçèâà¹òüñÿ ïðàâîþ ìiðîþ

Ãààðà.
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Ïî÷èíàþ÷è ç öüîãî ìiñöÿ i äî êiíöÿ ïóíêòó G áóäå êîìïàêòíîþ òîïîëîãi÷íîþ ãðó-
ïîþ. Îñíîâíà ìåòà ïóíêòó � äîâåñòè iñíóâàííÿ íà òàêié ãðóïi ìiðè Ãààðà. Äîâåäåííÿ
ñïèðàòèìåòüñÿ íà òåîðåìó Êàêóòàíi.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî s ∈ G îçíà÷èìî îïåðàòîðè Ls, Rs : C(G) → C(G) ëiâîãî i ïðàâîãî
çñóâiâ:

(Lsf)(x) = f(sx), (Rsf)(x) = f(xs).

Îçíà÷èìî òàêîæ îïåðàòîð ñèìåòði¨ Ψ: C(G)→ C(G) ôîðìóëîþ (Ψf)(x) = f(x−1).
Ëåìà 1. Îïåðàòîðè çñóâó ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi:

I. Le = I, LsLt = Lts, çîêðåìà, (Ls)
−1 = Ls−1 .

II. Re = I, RsRt = Rst, çîêðåìà, (Rs)
−1 = Rs−1 .

III. LsRt = RtLs.

IV. Îïåðàòîðè Ls, Rs i Ψ � ái¹êòèâíi içîìåòði¨ ïðîñòîðó C(G).

V. Ls−1Ψ = ΨRs.

Äàëi, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(G) îçíà÷èìî ìíîæèíè cL(f) i cR(f) ÿê çàìèêàííÿ
îïóêëèõ îáîëîíîê ìíîæèí âñiõ ëiâèõ i âñiõ ïðàâèõ çñóâiâ ôóíêöi¨ f âiäïîâiäíî:

cL(f) = conv {Lsf : s ∈ G} , cR(f) = conv {Rsf : s ∈ G} .

Ïðèéìåìî ùå îäíå ïîçíà÷åííÿ: ñèìâîëîì 1 ïîçíà÷èìî ôóíêöiþ 1G, ùî òîòîæíî äîðiâ-
íþ¹ îäèíèöi íà G.

Ëåìà 2. Íåõàé G � êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà ãðóïà. Òîäi:

A. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(G) ìíîæèíà cL(f) êîìïàêòíà â C(G).

B. Ìíîæèíà cL(f) iíâàðiàíòíà ùîäî âñiõ îïåðàòîðiâ ëiâîãî çñóâó, ïðè÷îìó öi îïåðà-
òîðè äiþòü ái¹êòèâíî íà cL(f).

C. ßêùî g ∈ cL(f), òî cL(g) ⊂ cL(f).

D. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(G) iñíó¹ òàêèé ñêàëÿð a, ùî a · 1 ∈ cL(f).

Àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòi ìàþòü i ìíîæèíè cR(f):

A′. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(G) ìíîæèíà cR(f) êîìïàêòíà â C(G).

B′. Ìíîæèíà cR(f) iíâàðiàíòíà ùîäî âñiõ îïåðàòîðiâ ïðàâîãî çñóâó, ïðè÷îìó îïåðà-
òîðè ïðàâîãî çñóâó äiþòü ái¹êòèâíî íà cR(f).

C ′. ßêùî g ∈ cR(f), òî cR(g) ⊂ cR(f).

D′. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(G) iñíó¹ òàêèé ñêàëÿð b, ùî b · 1 ∈ cR(f).

Äîâåäåííÿ. A. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ r = ‖f‖. Íà ïiäñòàâi òîãî, ùî çñóâè � öå içîìå-
òði¨, âñi åëåìåíòè âèãëÿäó Lsf, s ∈ G ëåæàòü â rB̄C(G). À îñêiëüêè rB̄C(G) � îïóêëà
çàìêíåíà ìíîæèíà, òî îïåðàöi¨ îïóêëî¨ îáîëîíêè i çàìèêàííÿ íå âèâîäÿòü çà ìåæi öi¹¨
ìíîæèíè. Îòæå, cL(f) ⊂ rB̄C(G), ÷èì äîâåäåíî îáìåæåíiñòü ìíîæèíè cL(f). Ìíîæèíà
cL(f) çàìêíåíà, îòæå äëÿ äîâåäåííÿ êîìïàêòíîñòi çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè (òåîðåìà 2
ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó) îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü. Ñêîðèñòà¹ìîñü ðiâíîìiðíîþ íåïåðåðâ-
íiñòþ ôóíêöi¨ f (òåîðåìà 1 ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó) i äëÿ äàíîãî ε > 0 âèáåðåìî òàêèé
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îêië U ∈ 1e, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y ∈ G ç x−1y ∈ U ìà¹ ìiñöå îöiíêà |f(x)− f(y)| 6 ε.
Îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî s ∈ G åëåìåíòè sx i sy òàêîæ áëèçüêi:

(sx)−1(sy) = x−1s−1sy = x−1y ∈ U,

òàêà ñàìà îöiíêà âèêîíóâàòèìåòüñÿ i äëÿ ôóíêöi¨ Lsf :

|(Lsf)(x)− (Lsf)(y)| = |f(sx)− f(sy)| 6 ε.

Âiäïîâiäíî, öÿ ñàìà îöiíêà çáåðåæåòüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ îïóêëî¨ êîìáiíàöi¨ g =
∑n

k=1 λkLskf
ëiâèõ çñóâiâ:

|g(x)− g(y)| 6
n∑
k=1

λk |(Lskf)(x)− (Lskf)(y)| 6 ε.

Ïåðåõiä äî ãðàíèöi íå çìiíèòü öi¹¨ îöiíêè, òîáòî iìïëiêàöiÿ x−1y ∈ U ⇒ |h(x)− h(y)| 6
ε ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ h ∈ cL(f). Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü, à ç íåþ i
êîìïàêòíiñòü ìíîæèíè cL(f) äîâåäåíi.

B. Ñiì'ÿ H = {Lsf : s ∈ G} iíâàðiàíòíà ùîäî îïåðàòîðà Lt ëiâîãî çñóâó:

LtH = {LtLsf : s ∈ G} = {Lstf : s ∈ G} ⊂ H.

Íà ïiäñòàâi ëiíiéíîñòi i íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðà Lt îïóêëà îáîëîíêà i çàìèêàííÿ çáåðiãà-
þòü iíâàðiàíòíiñòü. Ái¹êòèâíiñòü îïåðàòîðà Lt íà cL(f) âèïëèâà¹ ç iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî
Lt−1 , âiäíîñíî ÿêîãî cL(f) òàêîæ iíâàðiàíòíå.

C. ßêùî g ∈ cL(f), òî, çãiäíî B, Lsg ∈ cL(f) äëÿ áóäü-ÿêîãî s ∈ G. Òîáòî
{Lsg : s ∈ G} ⊂ cL(f). Çàëèøà¹òüñÿ ñêîðèñòàòèñü îïóêëiñòþ i çàìêíåíiñòþ ìíîæèíè
cL(f).

D. Çàñòîñóâàâøè òåîðåìó Êàêóòàíi ï. 15.3.1 äî îïóêëîãî êîìïàêòà cL(f), îäåðæèìî
iñíóâàííÿ åëåìåíòà g ∈ cL(f), íåðóõîìîãî ùîäî âñiõ içîìåòðié êîìïàêòà cL(f). Çîêðåìà,
g � íåðóõîìà òî÷êà âñiõ îïåðàòîðiâ ëiâîãî çñóâó. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ a = g(e) i äîâå-
äåìî, ùî a · 1 = g, òîáòî g i ¹ øóêàíà òîòîæíà ñòàëà, ùî ëåæèòü â cL(f). Ñïðàâäi, äëÿ
áóäü-ÿêî¨ òî÷êè s ∈ G ìà¹ìî

g(s) = (Lsg)(e) = g(e) = a.

Âëàñòèâîñòi A′�D′ ìíîæèí cR(f) ìîæíà àáî äîâîäèòè àíàëîãi÷íî, àáî çâåñòè äî
äîâåäåíèõ âëàñòèâîñòåé A�D çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè cR(f) = Ψ (cL(Ψf)).

Ïîñèëèìî òâåðäæåííÿ D i D′ ïîïåðåäíüî¨ ëåìè.
Ëåìà 3. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(G) ¹ òiëüêè îäèí ñêàëÿð a ç a · 1 ∈ cL(f) i

òiëüêè îäèí ñêàëÿð b ç b · 1 ∈ cR(f), ïðè÷îìó a = b.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó òèõ ñêàëÿðiâ a, äëÿ ÿêèõ a · 1 ∈ cL(f), ÷åðåç Af , à
òèõ b, äëÿ ÿêèõ b · 1 ∈ cR(f), ÷åðåç Bf . Äîâåäåìî, ùî a = b äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ Af i
áóäü-ÿêîãî b ∈ Bf . Öèì áóäå äîâåäåíî, ùî Af = Bf i ùî îáèäâi öi ìíîæèíè ñêëàäàþòüñÿ
ç îäíi¹¨ òî÷êè. Äëÿ öüîãî çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0 i âèáåðåìî îïóêëi êîìáiíàöi¨ çñóâiâ
ôóíêöi¨ f , ùî íàáëèæàþòü a · 1 i b · 1 ç òî÷íiñòþ äî ε:∥∥∥∥∥a · 1−

n∑
k=1

λkLskf

∥∥∥∥∥ < ε; (1)

∥∥∥∥∥b · 1−
m∑
j=1

µjRtjf

∥∥∥∥∥ < ε. (2)
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Äiþ÷è íà a · 1 −
∑n

k=1 λkLskf îïåðàòîðîì µjRtj , ïiäñóìîâóþ÷è çà j i âðàõîâóþ÷è, ùî

Rtj1 = 1, µj > 0 i
m∑
j=1

µj = 1, ç (1) îäåðæó¹ìî, ùî

∥∥∥∥∥a · 1−
n∑
k=1

m∑
j=1

λkµjRtjLskf

∥∥∥∥∥ < ε.

Àíàëîãi÷íî ç (2) âèâîäèìî, ùî∥∥∥∥∥b · 1−
n∑
k=1

m∑
j=1

λkµjRtjLskf

∥∥∥∥∥ < ε

(íå çàáóâàéìî ïðî êîìóòîâíiñòü îïåðàòîðiâ ëiâîãî i ïðàâîãî çñóâiâ). Îòæå, ‖a · 1− b1‖ <
2ε, ùî ç îãëÿäó íà äîâiëüíiñòü ε äà¹ ïîòðiáíó ðiâíiñòü a = b.

Òåîðåìà 1 (A. Haar 1933, J. von Neumann, 1934). Íà áóäü-ÿêié êîìïàêòíié
òîïîëîãi÷íié ãðóïi G iñíó¹ ¹äèíà éìîâiðíiñíà áîðåëåâà ìiðà µ, ùî ¹ ëiâîþ ìiðîþ Ãààðà.
Öÿ ìiðà áóäå îäíî÷àñíî ìiðîþ Ãààðà íà C(G).

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä åëåìåíòàðíîãî iíòåãðàëà (ï. 8.3.2), iñíó¹
ái¹êòèâíà âiäïîâiäíiñòü ìiæ ðåãóëÿðíèìè áîðåëåâèìè ìiðàìè íà G i åëåìåíòàðíèìè
iíòåãðàëàìè.

Ïåðåôîðìóëþ¹ìî çàäà÷ó ïîøóêó ëiâî¨ ìiðè Ãààðà â òåðìiíàõ åëåìåíòàðíîãî iíòå-
ãðàëà. Ïîòðiáíî çíàéòè òàêèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë I íà C(G), ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ëiâî-
iíâàðiàíòíèì ñåðåäíiì, ùî:

(i) ÿêùî f > 0, òî I(f) > 0;

(ii) I(1) = 1;

(iii) I(Lsf) = I(f) äëÿ áóäü-ÿêîãî s ∈ G i áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(G).

Òàêèé ôóíêöiîíàë ìè âæå ðîçãëÿäàëè â ï. 5.5.1, äå áóëî äîâåäåíî éîãî iñíóâàííÿ
äëÿ êîìóòàòèâíî¨ (ïiâ)ãðóïè G, ïðè÷îìó ôóíêöiîíàë áóâ âèçíà÷åíèé íå òiëüêè íà C(G),
à íàâiòü íà l∞(G). Çàðàç öåé ñòàðèé ðåçóëüòàò íàñ íå âëàøòîâó¹: ãðóïà ìîæå áóòè
íåêîìóòàòèâíîþ, i, áiëüøå òîãî, íàì ïîòðiáíî íå òiëüêè iñíóâàííÿ, àëå i ¹äèíiñòü.

Ïî÷íåìî ç ¹äèíîñòi. Ïðèïóñòèìî, ùî òàêèé ôóíêöiîíàë I iñíó¹. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨
ôóíêöi¨ f ∈ C(G) i áóäü-ÿêîãî g ∈ cL(f) ìà¹ìî ç îãëÿäó íà (iii) I(g) = I(f). Îòæå, I(f)
äîðiâíþ¹ òié ñòàëié a, äëÿ ÿêî¨ a ·1 ∈ cL(f). Öå ìiðêóâàííÿ íå òiëüêè äîâîäèòü ¹äèíiñòü,
àëå i âêàçó¹ øëÿõ ïîáóäîâè ôóíêöiîíàëà I.

Äîâåäåìî iñíóâàííÿ ïîòðiáíîãî ôóíêöiîíàëà. Äëÿ áóäü-ÿêîãî f ∈ C(G) âèáåðåìî
÷èñëî I(f) òàê, ùî I(f)·1 ∈ cL(f). Çà ïîïåðåäíiìè äâîìà ëåìàìè òàêèé âèáið ìîæëèâèé
i îäíîçíà÷íèé. Íåõàé f > 0. Òîäi cL(f) ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié.
Çîêðåìà, I(f) · 1 > 0, òîáòî I(f) > 0. Öèì ïåðåâiðåíî àêñiîìó (i) ëiâîiíâàðiàíòíîãî
ñåðåäíüîãî. Äàëi, 1 ∈ cL(1), òîáòî I(1) = 1, ÷èì äîâåäåíî óìîâó (ii). Íàðåøòi, ç ï. C
ëåìè 2 i îäíîçíà÷íîñòi âèáîðó I(f) âèïëèâà¹, ùî I(g) = I(f) äëÿ áóäü-ÿêîãî g ∈ cL(f).
Çâiäñè âèïëèâà¹, çîêðåìà, àêñiîìà (iii) ëiâîiíâàðiàíòíîãî ñåðåäíüîãî.

Äîâåäåìî ëiíiéíiñòü ôóíêöiîíàëà I. Îäíîðiäíiñòü î÷åâèäíà, ïåðåâiðèìî àäèòèâ-
íiñòü. Íåõàé f, g ∈ C(G). Çà ïîáóäîâîþ, iñíó¹ îïóêëà êîìáiíàöiÿ ëiâèõ çñóâiâ ôóíêöi¨
f , ùî íàáëèæà¹ I(f) · 1 ç òî÷íiñòþ äî ε:∥∥∥∥∥I(f) · 1−

n∑
k=1

λkLskf

∥∥∥∥∥ < ε. (3)
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Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ g̃ =
∑n

k=1 λkLskg. Îñêiëüêè g̃ ∈ cL(g), òî I(g̃) = I(g).
Îòæå, iñíó¹ ôóíêöiÿ âèãëÿäó

∑m
j=1 µjLtj g̃ � îïóêëà êîìáiíàöiÿ ëiâèõ çñóâiâ ôóíêöi¨ g̃,

ÿêà íàáëèæà¹ I(g) · 1: ∥∥∥∥∥I(g) · 1−
n∑
k=1

m∑
j=1

λkµjLtjLskg

∥∥∥∥∥ < ε. (4)

Àëå ç (3) àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå ðîáèëîñÿ âèùå â äîâåäåííi ëåìè 3, ëåãêî âèâåñòè, ùî∥∥∥∥∥I(f) · 1−
n∑
k=1

m∑
j=1

λkµjLtjLskf

∥∥∥∥∥ < ε. (5)

Äîäàìî (4) i (5): ∥∥∥∥∥(I(f) + I(g)) · 1−
n∑
k=1

m∑
j=1

λkµjLtjsk(f + g)

∥∥∥∥∥ < 2ε.

Îñêiëüêè
∑n

k=1

∑m
j=1 λkµjLtjsk(f + g) � öå îïóêëà êîìáiíàöiÿ çñóâiâ ôóíêöi¨ f +g, i

ç îãëÿäó íà äîâiëüíiñòü ε îñòàííÿ óìîâà îçíà÷à¹, ùî (I(f) + I(g)) · 1 ∈ cL(f + g), òîáòî
I(f + g) = I(f) + I(g).

Îòæå, ìè äîâåëè iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ëiâîiíâàðiàíòíîãî ñåðåäíüîãî, à ç íèì i ëiâî¨
ìiðè Ãààðà. Òåïåð çàçíà÷èìî, ùî, çà ëåìîþ 3, äëÿ áóäü-ÿêîãî f ∈ C(G) ôóíêöiÿ I(f) ·1
ëåæèòü íå òiëüêè â cL(f), àëå i â cR(f). Âiäïîâiäíî, I(Rtf) · 1 ∈ cR(Rtf) ⊂ cR(f). Ç òî¨
ñàìî¨ ëåìè 3 â cR(f) ¹ òiëüêè îäíà ôóíêöiÿ âèãëÿäó a · 1. Îòæå, I(Rtf) = I(f). Öèì
äîâåäåíî ïðàâîiíâàðiàíòíiñòü ñåðåäíüîãî I i ïîðîäæåíî¨ íèì ìiðè. Íàðåøòi, ôóíêöiî-
íàë Ĩ(f) = I(Ψf) òàêîæ áóäå ëiâîiíâàðiàíòíèì ñåðåäíiì, îòæå, ç îãëÿäó íà ¹äèíiñòü
ëiâîiíâàðiàíòíîãî ñåðåäíüîãî I(f) = I(Ψf). Çâiäñè âèïëèâà¹ iíâàðiàíòíiñòü ìiðè Ãààðà
âiäíîñíî ñèìåòði¨ s 7→ s−1.

Çàóâàæåííÿ. Ëiâà i ïðàâà ìiðè Ãààðà iñíóþòü íå òiëüêè íà êîìïàêòíèõ, àëå i íà
ëîêàëüíî êîìïàêòíèõ ãðóïàõ (äèâ. [H-R, ãë. 4]), ïðîòå â öüîìó âèïàäêó ïðàâà i ëiâà ìiðè
Ãààðà ìîæóòü íå çáiãàòèñÿ, âæå íå áóäóòü ñêií÷åííèìè ìiðàìè, i äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ
òóò ñêëàäíiøå, íiæ â êîìïàêòíîìó âèïàäêó.

Âïðàâè

1. Ó äîâåäåííi îñòàííüî¨ òåîðåìè ìè âèêîðèñòîâóâàëè ÿê î÷åâèäíèé òàêèé ôàêò: íåõàé
u : G → G ãîìåîìîðôiçì êîìïàêòó G, U : C(G) → C(G) � îïåðàòîð, ÿêèé äi¹ çà
ïðàâèëîì (Uf)(s) = f(u(s)). Íåõàé åëåìåíòàðíèé iíòåãðàë I iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî
U , òîáòî I(Uf) = I(f) äëÿ âñiõ f ∈ C(G). Òîäi ìåðà µI , ïîðîäæåíà iíòåãðàëîì I,
áóäå u-iíâàðiàíòíîþ: µI(u(∆)) = µI(∆) äëÿ áóäü-ÿêî¨ áîðåëåâî¨ ∆ ⊂ G. Äîâåäiòü öåé
ôàêò, ñïèðàþ÷èñü íà ïðàâèëî çàìiíè çìiííî¨ â iíòåãðàëi Ëåáåãà (âïðàâà 9 ï. 7.2.7)
i ái¹êòèâíiñòü âiäïîâiäíîñòi I 7→ µI ìiæ ìíîæèíîþ âñiõ åëåìåíòàðíèõ iíòåãðàëiâ i
ìíîæèíîþ âñiõ ðåãóëÿðíèõ áîðåëåâèõ ìið íà êîìïàêòi G.

2. Íåõàé G � ñêií÷åííà ãðóïà. Ùî ¹ ¨¨ ìiðîþ Ãààðà?
3. Íåõàé G � îäèíè÷íå êîëî â C ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. ×îìó
äîðiâíþ¹ ìiðà Ãààðà â öüîìó âèïàäêó?

4. Íåõàé K � ìåòðè÷íèé êîìïàêò. Òîäi áóäü-ÿêà içîìåòðiÿ u : K → K ái¹êòèâíà.
5. Íåõàé K � ìåòðè÷íèé êîìïàêò. ×åðåç Θ(K) ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ içîìåòðié
u : K → K, íàäiëåíó îïåðàöi¹þ êîìïîçèöi¨. Äîâåäiòü, ùî â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi Θ(K)
� êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà ãðóïà.
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6. Íåõàé K � ìåòðè÷íèé êîìïàêò, ÿêèé ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü: äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y ∈ K
iñíó¹ içîìåòðiÿ u : K → K, ÿêà ïåðåâîäèòü x â y. Òîäi íà K iñíó¹ ¹äèíà ðåãó-
ëÿðíà áîðåëåâà ìiðà ν, iíâàðiàíòíà âiäíîñíî âñiõ içîìåòðié êîìïàêòà K. Äëÿ áóäü-
ÿêî¨ òî÷êè x0 ∈ K öÿ ìiðà ïîâ'ÿçàíà ç ìiðîþ Ãààðà µ íà Θ(K) ñïiââiäíîøåííÿì
ν(A) = µ {u ∈ Θ(K) : u(x0) ∈ A}.

7. Íåõàé S2 � îäèíè÷íà ñôåðà â òðèâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði, λ � ñòàíäàðòíà
ìiðà Ëåáåãà íà S2, A � âèìiðíà ìíîæèíà ç λ(A) < 1

n
λ(S2). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî íàáîðó

x1, . . . , xn ∈ S2 ç n òî÷îê ìîæíà çíàéòè òàêó içîìåòðiþ u : S2 → S2, ùîá æîäíà ç òî÷îê
x1, . . . , xn íå ïîòðàïèëà â u(A).

Êîìåíòàði äî âïðàâ

15.1.1
Âïðàâà 7. Iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Áàíàõà. Íåïåðåðâ-

íiñòü ìîæíà âèâåñòè ç òi¹¨ æ òåîðåìè çà äîïîìîãîþ òàêîãî ïðèéîìó. Ðîçãëÿíåìî ïðî-
ñòið C(K,X) íåïåðåðâíèõ X-çíà÷íèõ ôóíêöié íà K ç ðiâíîìiðíîþ ìåòðèêîþ. Îçíà÷òå
ñòèñêàëüíå âiäîáðàæåííÿ G : C(K,X) → C(K,X) ôîðìóëîþ [G(f)] (t) = F (t, f(t)). Íå-
ðóõîìà òî÷êà f öüîãî âiäîáðàæåííÿ áóäå íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
F (t, f(t)) = f(t).

Âïðàâà 8. Çâåäiòü äî ïîïåðåäíüî¨ âïðàâè, âçÿâøè K = [a, b], X = R i F (t, x) =
x− 2

m+M
Φ(t, x).

15.1.2
Âïðàâè 5 i 7. Íåõàé P : B̄X → SX � ðåòðàêöi¨. Òîäi âiäîáðàæåííÿ Q = −P íå ìà¹

íåðóõîìèõ òî÷îê.
15.1.4
Âïðàâè 4, 5. Ôóíêöiîíàë F ç âïðàâè 6 ïîðîäæó¹ îáìåæåíó çàìêíåíó áàçó ó âèïàäêó

L1[0, 1]. Ó âèïàäêó L2[0, 1] îáìåæåíî¨ çàìêíåíî¨ áàçè ó öüîãî êîíóñà íåìà¹. Âiäñóòíiñòü
êîìïàêòíî¨ áàçè íåïðÿìî âèïëèâà¹ iç âïðàâ 2 i 6.


