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Ðîçäië 4. Ëåìà Áåðíñàéäà i çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ ãðóï â êîìáiíàòîðèöi

Ëåìà Áåðíñàéäà.

Íåõàé G � ãðóïà, X 6= ∅ � ìíîæèíà, i çàäàíî äiþ ãðóïè G íà

ìíîæèíi X .

Îçíà÷åííÿ. Íåðóõîìèìè òî÷êàìè åëåìåíòà g ∈ G íàçèâàþòü-

ñÿ òi x ∈ X , äëÿ ÿêèõ (g, x) = x . Ìíîæèíà íåðóõîìèõ òî÷îê

åëåìåíòà g ïîçíà÷à¹òüñÿ X g .

Òâåðäæåííÿ. Êiëüêiñòü ïàð (g, x) ∈ G×X , äëÿ ÿêèõ (g, x) = x ,
ìîæíà îá÷èñëèòè äâîìà ñïîñîáàìè:∑

x∈X

|St (x)| =
∑
g∈G

|X g |.
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Ëåìà Áåðíñàéäà. Êiëüêiñòü îðáiò äi¨ ãðóïè G íà ìíîæèíi X
äîðiâíþ¹

1
|G|

∑
g∈G

|X g |.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî êiëüêiñòü îðáiò äi¨ ãðóïè G íà ìíîæèíi

X ÷åðåç N. Êîæåí åëåìåíò x ∈ X íàëåæèòü äî îðáiòè O(x).
Î÷åâèäíî, ùî

∑
y∈O(x)

1
|O(x)| = 1. Òîìó êiëüêiñòü îðáiò ìîæíà

îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ

N =
∑
x∈X

1
|O(x)|

=
∑
x∈X

|St (x)|
|G|

=
1
|G|

∑
x∈X

|St (x)| = 1
|G|

∑
g∈G

|X g |.

Ëåìó äîâåäåíî. 2
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Çàäà÷à Ïîéÿ ïðî íàìèñòà.

Ìè ðîçãëÿíåìî êîíêðåòíèé ïðèêëàä, ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷ó îá-

ìiðêóâàòè çàãàëüíèé âèïàäîê.

Çàäà÷à. Ïðèïóñòèìî, ó íàñ ¹ íàìèñòèíè òðüîõ êîëüîðiâ, i ìè

õî÷åìî íàíèçàòè íàìèñòî iç 6 íàìèñòèí. Ïèòàííÿ: ñêiëüêè ðiç-

íèõ íàìèñò ìîæíà çðîáèòè, ÿêùî ìè ââàæà¹ìî îäíàêîâèìè

íàìèñòà, ÿêi ïåðåâîäÿòüñÿ îäèí â îäíå ïîâîðîòîì àáî ïåðå-

âåðòàííÿì (îñüîâîþ ñèìåòði¹þ)?

Ðîçâ'ÿçîê. Çàíóìåðó¹ìî ìiñöÿ äëÿ íàìèñòèí ÷èñëàìè âiä 1
äî 6, à êîëüîðè íàìèñòèí áóêâàìè a,b, c. Òîäi ðîçôàðáóâàí-
íÿ íàìèñòà � öå ïîñëiäîâíiñòü (x1, x2, x3, x4, x5, x6), äå xj ∈
{a,b, c}, 1 ≤ j ≤ 6. Âiäçíà÷èìî, ùî ðiçíèì ðîçôàðáóâàííÿì

ìîæóòü âiäïîâiäàòè îäíàêîâi íàìèñòà, íàïðèêëàä, (a,b,b,b,b,b)
i (b,b,b,b,a,b) � ðiçíi ðîçôàðáóâàííÿ, àëå îäíàêîâi íàìèñòà.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X ìíîæèíó óñiõ ðîçôàðáóâàíü íàìèñò, î÷å-

âèäíî, |X | = 36. Íà ìíîæèíi X äi¹ ãðóïà ïîâîðîòiâ i îñüîâèõ

ñèìåòðié, ïîçíà÷èìî öþ ãðóïó ÷åðåç G, |G| = 12.

Ìè ââàæà¹ìî íàìèñòà îäíàêîâèìè, ÿêùî âîíè ïåðåâîäÿòüñÿ

îäíî â îäíå ÿêèìîñü åëåìåíòîì ãðóïè G. Òîáòî, ÿêùî ðîçã-

ëÿíóòè äîâiëüíå ðîçôàðáóâàííÿ íàìèñòà, òî îäíàêîâi ç íèì

íàìèñòà � öå îðáiòà äàíîãî ðîçôàðáóâàííÿ ïiä äi¹þ ãðóïè G.
Òîáòî, ìè õî÷åìî ïiäðàõóâàòè êiëüêiñòü îðáiò äi¨ ãðóïè G íà

ìíîæèíi X .Ìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ ëåìîþ Áåðíñàéäà: êiëü-

êiñòü îðáiò äîðiâíþ¹ 1
|G|

∑
g∈G |X g |.

1. Ðîçãëÿíåìî e ∈ G, |X e| = 36.
Äàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè óñi 6 ïîâîðîòiâ iç G.
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2. Ïîâîðîò íà 2π
6 . Ïðè öüîìó ïîâîðîòi ïîçèöiÿ 1 ïåðåõîäèòü

ó 2, ïîçèöiÿ 2 ïåðåõîäèòü ó 3, i òàê äàëi, ïîçèöiÿ 5 ïåðåõî-

äèòü ó 6, ïîçèöiÿ 6 ïåðåõîäèòü ó 1. Òîáòî, ÿêùî íàìèñòî íå

çìiíþ¹òüñÿ ïðè öüîìó ïîâîðîòi, òî óñi éîãî íàìèñòèíè îäíîãî

êîëüîðó. Îñêiëüêè êîëüîðiâ 3, òî òàêèõ íàìèñò 3.

3. Ïîâîðîò íà 4π
6 . Ïðè öüîìó ïîâîðîòi ïîçèöiÿ 1 ïåðåõîäèòü ó

3, ïîçèöiÿ 3 ïåðåõîäèòü ó 5, ïîçèöiÿ 5 ïåðåõîäèòü ó 1. Êðiì
òîãî, ïîçèöiÿ 2 ïåðåõîäèòü ó 4, ïîçèöiÿ 4 ïåðåõîäèòü ó 6, ïî-
çèöiÿ 6 ïåðåõîäèòü ó 2. Òîáòî, ÿêùî íàìèñòî íå çìiíþ¹òüñÿ

ïðè öüîìó ïîâîðîòi, òî íàìèñòèíè 1, 3, 5 îäíîãî êîëüîðó (öåé

êîëið îáèðà¹ìî îäíèì ç òðüîõ äàíèõ), i íàìèñòèíè 2, 4, 6 îäíî-

ãî êîëüîðó (öåé êîëið òàêîæ îáèðà¹ìî îäíèì ç òðüîõ äàíèõ).

Òîáòî òàêèõ íàìèñò 3× 3 = 9.
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4. Ïîâîðîò íà 6π
6 = π. Ïðè öüîìó ïîâîðîòi ïîçèöiÿ 1 ïåðå-

õîäèòü ó 4, ïîçèöiÿ 4 ïåðåõîäèòü ó 1; ïîçèöiÿ 2 ïåðåõîäèòü

ó 5, ïîçèöiÿ 5 ïåðåõîäèòü ó 2; ïîçèöiÿ 3 ïåðåõîäèòü ó 6, ïî-
çèöiÿ 6 ïåðåõîäèòü ó 3. Òîáòî, ÿêùî íàìèñòî íå çìiíþ¹òüñÿ

ïðè öüîìó ïîâîðîòi, òî íàìèñòèíè 1 i 4 îäíîãî êîëüîðó (öåé

êîëið îáèðà¹ìî îäíèì ç òðüîõ äàíèõ), íàìèñòèíè 2 i 5 îäíîãî

êîëüîðó (öåé êîëið òàêîæ îáèðà¹ìî îäíèì ç òðüîõ äàíèõ), à

òàêîæ íàìèñòèíè 2 i 5 îäíîãî êîëüîðó (i öåé êîëið îáèðà¹ìî

îäíèì ç òðüîõ äàíèõ). Òîáòî òàêèõ íàìèñò 3× 3× 3 = 27.
5. Ïîâîðîò íà 8π

6 = 2π − 4π
6 . Òóò ñèòóàöiÿ òàêà ñàìà, ÿê ç

ïîâîðîòîì íà 4π
6 . Òàêèõ íàìèñò 3× 3 = 9.

6. Ïîâîðîò íà 10π
6 = 2π − 2π

6 . Òóò ñèòóàöiÿ òàêà ñàìà, ÿê ç

ïîâîðîòîì íà 2π
6 . Òàêèõ íàìèñò 3.
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Çàðàç áóäåìî ðîçãëÿäàòè óñi 6 ñèìåòðié iç G.
7, 8, 9. � òðè ñèìåòði¨, âiñi ÿêèõ ïðîõîäÿòü ÷åðåç äâi íàìèñòè-

íè. Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, ñèìåòðiþ âiäíîñíî îñi, ÿêà ïðîõî-

äèòü ÷åðåç íàìèñòèíè 1 i 4. Ïðè öüîìó íàìèñòèíà 1 ïåðåõî-

äèòü ñàìà â ñåáå (¨¨ êîëið ìîæíà îáðàòè îäíèì ç òðüîõ äàíèõ);

íàìèñòèíà 4 ïåðåõîäèòü ñàìà â ñåáå (i ¨¨ êîëið ìîæíà îáðàòè

îäíèì ç òðüîõ äàíèõ), íàìèñòèíà 2 ïåðåõîäèòü ó 6, íàìèñòè-
íà 6 ïåðåõîäèòü ó 2 (òîáòî íàìèñòèíè 2 i 6 îäíîãî êîëüîðó, i

öåé êîëið ìîæíà îáðàòè îäíèì ç òðüîõ äàíèõ); íàìèñòèíà 3
ïåðåõîäèòü ó 5, íàìèñòèíà 5 ïåðåõîäèòü ó 3 (òîáòî íàìèñòèíè

3 i 5 îäíîãî êîëüîðó, i öåé êîëið ìîæíà îáðàòè îäíèì ç òðüîõ

äàíèõ). Òàêèõ íàìèñò âñüîãî 3× 3× 3× 3 = 34.
10, 11, 12. � òðè ñèìåòði¨, âiñi ÿêèõ ïðîõîäÿòü ÷åðåç ñåðåäèíó

âiäðiçêiâ ìiæ íàìèñòèíàìè.
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Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, ñèìåòðiþ âiäíîñíî îñi, ÿêà ïðîõîäèòü

÷åðåç ñåðåäèíó âiäðiçêó ìiæ íàìèñòèíàìè 1 i 2 i ÷åðåç ñåðå-

äèíó âiäðiçêó ìiæ íàìèñòèíàìè 4 i 5. Ïðè öüîìó íàìèñòèíà 1
ïåðåõîäèòü ó 2, íàìèñòèíà 2 ïåðåõîäèòü ó 1 (òîáòî íàìèñòèíè

1 i 2 îäíîãî êîëüîðó, i öåé êîëið ìîæíà îáðàòè îäíèì ç òðüîõ

äàíèõ); íàìèñòèíà 3 ïåðåõîäèòü ó 6, íàìèñòèíà 6 ïåðåõîäèòü

ó 3 (òîáòî íàìèñòèíè 3 i 6 îäíîãî êîëüîðó, i öåé êîëið òàêîæ

ìîæíà îáðàòè îäíèì ç òðüîõ äàíèõ); íàìèñòèíà 4 ïåðåõîäèòü

ó 5, íàìèñòèíà 5 ïåðåõîäèòü ó 4 (òîáòî, i íàìèñòèíè 4 i 5 îä-

íîãî êîëüîðó, i öåé êîëið ìîæíà òàêîæ îáðàòè îäíèì ç òðüîõ

äàíèõ). Òàêèõ íàìèñò âñüîãî 3× 3× 3 = 33.
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Ïðîâåäåìî îñòàòî÷íèé ïiäðàõóíîê. Êiëüêiñòü íàìèñò äîðiâ-

íþ¹ 1
|G|

∑
g∈G |X g | = 36+2×3+2×9+27+3×34+3×33

12 = 92.


	 4.         

