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Íîðâåçüêèé ìàòåìàòèê â 1872 ðîöi äîêàçàâ ðÿä ðåçóëüòàòiâ

ïðî ñòðóêòóðó äîâiëüíèõ ñêií÷åíèõ ãðóï. Çàðàç öi ðåçóëüòàòè

ââàæàþòüñÿ êëàñè÷íèìè, i ¨õ çàçâè÷àé ôîðìóëþþòü ó âèãëÿäi

òðüîõ òåîðåì Ñèëîâà.

Ïåðøà òåîðåìà Ñèëîâà. Íåõàé G � ãðóïà, p � ïðîñòå ÷èñëî, i

|G| = pnm, äå n,m ∈ N i ÍÑÄ(m,p) = 1. Òîäi
1. Äëÿ êîæíîãî k = 1,2, . . . ,n iñíó¹ H < G, òàêà ùî |H| = pk .
2. Äëÿ êîæíî¨ H < G, |H| = pk , iñíó¹ òàêà ïiäãðóïà H̃ < G,
ùî |H̃| = pn i H < H̃.
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Äðóãà òåîðåìà Ñèëîâà. Íåõàé G � ãðóïà, p � ïðîñòå ÷èñëî, i

|G| = pnm, äå n,m ∈ N i ÍÑÄ(m,p) = 1. Òîäi óñi ñèëîâñüêi
ïiäãðóïè G ¹ ñïðÿæåíèìè: äëÿ äîâiëüíèõ H1 < G,H2 < G,
òàêèõ ùî |H1| = |H2| = pn, iñíó¹ åëåìåíò ãðóïè g ∈ G, òàêèé
ùî H1 = g H2 g−1.

Òðåòÿ òåîðåìà Ñèëîâà. Íåõàé G � ãðóïà, p � ïðîñòå ÷èñëî, i

|G| = pnm, äå n,m ∈ N i ÍÑÄ(m,p) = 1. Íåõàé N � êiëüêiñòü

ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè G. Òîäi N
∣∣∣ |G| i N ≡ 1( mod p).
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Äîâåäåííÿ òåîðåì Ñèëîâà. Íåõàé X = {H < G | |H| = pn}
� ìíîæèíà ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè G (ìè âæå äîâåëè,

ùî öÿ ìíîæèíà íå ¹ ïóñòîþ). Òîäi ãðóïà G äi¹ íà ìíîæèíi

X ñïðÿæåííÿì, à ñàìå ðîçãëÿíåìî (·, ·) : G × X → X , ÿêå
çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (g,H) = gHg−1, (g ∈ G,H ∈ X ).

Ïåðåâiðèìî, ùî âêàçàíà ôîðìóëà çàäà¹ âiäîáðàæåííÿ G×X →
X .
1) Äëÿ äîâiëüíèõ g ∈ G,H ∈ X âèêîíó¹òüñÿ gHg−1 < G (ïå-

ðåâiðòå öå!).

2) Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ g ∈ G,h1,h2 ∈ H âèêîíó¹òüñÿ gh1g−1 =
gh2g−1, òîäi h1 = h2. Òîáòî, |gHg−1| = |H| = pn.
Îòæå, âêàçàíà ôîðìóëà çàäà¹ âiäîáðàæåííÿ G × X → X .
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Ïåðåâiðèìî, ùî âêàçàíà ôîðìóëà çàäà¹ äiþ ãðóïè G íà ìíî-

æèíi X .
1) Äëÿ äîâiëüíèõ g,h ∈ G, H ∈ X ìà¹ìî

(g, (h,H)) = (g,hHh−1) = ghHh−1g−1 = ghH(gh)−1 = (gh,H).

2) (e,H) = eHe−1 = H.
Îòæå, âêàçàíà ôîðìóëà çàäà¹ äiþ ãðóïè G íà ìíîæèíi X .

Íåõàé P ∈ X . Òîäi St (P) < G, i ïðè öüîìó P ⊂ St (P) (òàê
ÿê ∀p ∈ P âèêîíó¹òüñÿ pPp−1 ⊂ P, i ïðè öüîìó |pPp−1| = |P|,
çâiäêè pPp−1 = P). Îòæå, P < St (P) < G, ïðè öüîìó |P| =
pn, |G| = pnm, çâiäêè |St (P)| = pnl , l

∣∣∣ m.

Ìè õî÷åìî äîâåñòè, ùî îðáiòà P ìiñòèòü óñi ñèëîâñüêi ïiä-

ãðóïè.
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Ìè ìà¹ìî

|O(P)| = |G|
|St (P)|

⇒ p - |O(P)|.

Íåõàé H < G, |H| = pk , k ∈ N. Òîäi H äi¹ íà O(P) ñïðÿ-

æåííÿì. Ïîÿñíèìî öå. Îñêiëüêè ãðóïà G äi¹ íà ìíîæèíi X
ñïðÿæåííÿì, à H < G, òî H äi¹ íà ìíîæèíi X ñïðÿæåííÿì.

Ïðè öüîìó äëÿ äîâiëüíîãî h ∈ H i äîâiëüíîãî P̃ ∈ O(P) âèêî-
íó¹òüñÿ

hP̃h−1 = hgPg−1h−1 = (hg)P(hg)−1 ∈ O(P).

Ìè ïåðåâiðèëè, ùî H äi¹ íà O(P) ñïðÿæåííÿì.

Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà Y = O(P) ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì

îðáiò äi¨ ãðóïè H íà Y .
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Òîáòî, iñíóþòü y1, y2, . . . , yl ∈ Y , òàêi ùî Y =
⊔l

j=1 O(yj), çâiä-

êè |Y | =
∑l

j=1 |O(yj)| =
∑l

j=1
|H|

|St (yj )|
. Àëå |H| = pk , i äëÿ

êîæíîãî j = 1,2, . . . , l ìà¹ìî St (yj) < H, çâiäêè îòðèìó¹ìî
|H|

|St (yj )|
= ptj , 0 ≤ tj ≤ k .

Ìè äîâåëè ðàíiøå, ùî p - |O(P)|, ó íàñ Y = O(P), òîáòî
p - |Y |, àëå ìè ìà¹ìî

|Y | =
l∑

j=1

ptj , 0 ≤ tj ≤ k .

Ïèòàííÿ: êîëè öå ìîæëèâî?
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Âiäïîâiäü: iñíó¹ j = 1,2, . . . , l òàêèé ùî tj = 0. Òàêèì ÷èíîì,

iñíó¹ P̃ ∈ Y (îòæå, P̃ ¹ ñèëîâñüêîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G, îòæå
|P̃| = pn), òàêà ùî

∀h ∈ H : hP̃h−1 = P̃. (1)

Ïåðåâiðèìî, ùî HP̃ = {hp̃ | h ∈ H, p̃ ∈ P̃} < G. Äëÿ äîâiëüíèõ
h1,h2 ∈ H, p̃1, p̃2 ∈ P̃ ìè ìà¹ìî h1p̃1h2p̃2 = h1(p̃1h2)p̃2. Ç (1)

ìè îòðèìó¹ìî ∀h ∈ H : hP̃ = P̃h, òîáòî iñíó¹ h3 ∈ H òàêå

ùî p̃1h2 = h3p̃1. Òîáòî ìà¹ìî

h1p̃1h2p̃2 = h1(p̃1h2)p̃2 = h1h3p̃1p̃2 ∈ HP̃,

òîáòî ìíîæèíà HP̃ ¹ çàìêíåíîþ âiäíîñíî ìíîæåííÿ. Î÷åâèä-

íî, ùî e ∈ HP̃.
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Êðiì òîãî äëÿ äîâiëüíèõ h ∈ H, p̃ ∈ P̃ ìè ìà¹ìî (hp̃)−1 =
p̃−1h−1, i íàì âiäîìî, ùî iñíó¹ h0 ∈ H, òàêå, ùî p̃−1h−1 =
h0p̃−1 ∈ HP̃. Òîáòî, HP̃ < G.

Iç (1) âèïëèâà¹, ùî P̃ � HP̃.

Ìè õî÷åìî äîâåñòè, ùî ïîðÿäîê HP̃ ¹ ñòåïåíåì p. Äëÿ öüîãî

íàì ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî HP̃/P̃ ≈ H/(H ∩ P̃). Äëÿ äîâåäåííÿ

ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé êëàñ ñóìiæíîñòi ôàêòîð-ãðóïè HP̃/P̃.
Äëÿ äîâiëüíèõ h ∈ H, p̃ ∈ P̃ ìè ìà¹ìî [hp̃] = hp̃P̃ = hP̃ = [h].

[h1p̃1] = [h2p̃2] ⇔ h1p̃1P̃ = h2p̃2P̃ ⇔ h1P̃ = h2P̃

⇔ h−1
2 h1 ∈ P̃ ⇔ h−1

2 h1 ∈ P̃ ∩ H ⇔ h1P̃ ∩ H = h2P̃ ∩ H.

Ìè äîâåëè, ùî HP̃/P̃ ≈ H/(H ∩ P̃).
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Êiëüêiñòü åëåìåíòiâ â H ¹ ñòåïåíåì p, çâiäêè êiëüêiñòü åëå-

ìåíòiâ â H ∩ P̃ ¹ ñòåïåíåì p, òîáòî

|H/(H ∩ P̃)| = ps, s = 0,1,2, . . . , k ⇔ |HP̃/P̃| = ps,

Êðiì òîãî, |P̃| = pn, çâiäêè

|HP̃| = pn+s, s = 0,1,2, . . . , k ⇒ |HP̃| = pn = |P̃|

⇒ HP̃ = P̃ ⇒ H ⊂ P̃.

Ìè äîâåëè ïåðøó òåîðåìó Ñèëîâà.

Íåõàé â ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàííÿõ H = P ∈ X , òîáòî H � ñè-

ëîâñüêà ïiäãðóïà G. Ìè äîâåëè, ùî

∃P̃ ∈ X , ∃g ∈ G : P ⊂ gP̃g−1 ⇒ P = gP̃g−1.

Ìè äîâåëè äðóãó òåîðåìó Ñèëîâà.
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Íåõàé H = P ∈ X . Òîäi îäíà ç îðáiò âiäíîñíî P ìiñòèòü 1
åëåìåíò (ñàìó ïiäãðóïó P), óñi iíøi îðáiòè ìàþòü áiëüøå çà

îäèí åëåìåíò. Ïîðÿäêè öèõ îðáiò êðàòíi p (âîíè äîðiâíþþòü

iíäåêñàì âëàñíèõ ïiäãðóï P).
Ìè äîâåëè òðåòþ òåîðåìó Ñèëîâà. 2
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