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Ñêàëÿðíèé äîáóòîê.

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , ïðè öüîìó F = R ∨
F = C.
Îçíà÷åííÿ. Âiäîáðàæåííÿ 〈·, ·〉 : L × L → F íàçèâà¹òüñÿ

ñêàëÿðíèì äîáóòêîì â L, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi òðè àê-

ñiîìè:

1. Äëÿ êîæíîãî x ∈ L âèêîíó¹òüñÿ 〈x , x〉 ≥ 0, ïðè öüîìó ÿêùî
〈x , x〉 = 0, òî x = θ. (Ìà¹òüñÿ íà óâàçi, ùî ñêàëÿðíèé äîáóòîê

〈x , x〉 ¹ äiéñíèì íåâiä'¹ìíèì ÷èñëîì). Öÿ àêñiîìà íàçèâà¹òüñÿ

äîäàòíîþ âèçíà÷åíiñòþ.

2. Äëÿ äîâiëüíèõ x , y ∈ L âèêîíó¹òüñÿ 〈x , y〉 = 〈y , x〉 (òóò
ðèñà çâåðõó îçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ). Öÿ àêñiîìà íà-

çèâà¹òüñÿ åðìiòîâîþ ñèìåòði¹þ.

3. Äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2, y ∈ L i äîâiëüíèõ α1, α2 ∈ F âèêî-

íó¹òüñÿ 〈α1x1 + α2x2, y〉 = α1〈x1, y〉 + α2〈x2, y〉. Öÿ àêñiîìà

íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíiñòþ ïî ïåðøîìó àðãóìåíòó.
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Îçíà÷åííÿ. Ëiíiéíèé ïðîñòið, íà ÿêîìó çàäàíèé ñêàëÿðíèé

äîáóòîê, íàçèâà¹òüñÿ åâêëiäîâèì ïðîñòîðîì (íàãàäó¹ìî, ùî

öå ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F = R ∨ F = C ).

Ïðîòÿãîì íàøîãî êóðñó áóäåìî ïîçíà÷àòè åâêëiäiâ ïðîñòið

áóêâîþ E (çàìiñòü L).

Âëàñòèâîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó.

1. Íåõàé x ∈ E � äîâiëüíèé âåêòîð, òîäi 〈θ, x〉 = 〈x , θ〉 = 0.
Äîâåäåííÿ. Ìè ìà¹ìî 〈θ, x〉 = 〈1 · θ + 1 · θ, x〉 = 1 · 〈θ, x〉 + 1 ·
〈θ, x〉 = 2〈θ, x〉 ⇒ 〈θ, x〉 = 0. Òàêîæ ìà¹ìî 〈x , θ〉 = 〈θ, x〉 =
0 = 0.
2. Íåõàé x , y1, y2 ∈ E �äîâiëüíi âåêòîðè i α1, α2 ∈ F � äî-

âiëüíi ñêàëÿðè. Òîäi 〈x , α1y1 + α2y2〉 = 〈α1y1 + α2y2, x〉 =
α1〈y1, x〉+ α2〈y2, x〉 = α1〈y1, x〉+α2〈y2, x〉 = α1〈x , y1〉+α2〈x , y2〉.



Ëåêöi¨ ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè

Ðîçäië 5. Åâêëiäîâi ïðîñòîðè

Öÿ âëàñòèâiñòü íàçèâà¹òüñÿ ïîëóëiíiéíiñòþ. Òîáòî, ó âèïàäêó

äiéñíîãî ïîëÿ ñêàëÿðíèé äîáóòîê ¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ i ïî

ïåðøîìó, i ïî äðóãîìó àðãóìåíòàõ, à ó âèïàäêó êîìïëåêñíîãî

ïîëÿ ñêàëÿðè ç äðóãîãî àðãóìåíòó âèíîñÿòüñÿ iç êîìïëåêñíèì

ñïðÿæåííÿì (!).

Ïðèêëàäè.

1. Íåõàé n ∈ N, E = Rn, çàäàìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê íàñòóïíîþ
ôîðìóëîþ

〈

 x1
x2
.
.
.

xn

,
 y1

y2
.
.
.

yn

〉 = x1y1+x2y2+. . .+xnyn,

 x1
x2
.
.
.

xn

 ,

 y1
y2
.
.
.

yn

 ∈ Rn.

Íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî öÿ ôîðìóëà çàäà¹ ñêàëÿðíèé äîáó-

òîê (çðîáiòü öå!).
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2. Íåõàé n ∈ N, E = Cn, çàäàìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê íàñòóïíîþ
ôîðìóëîþ

〈

 x1
x2
.
.
.

xn

,
 y1

y2
.
.
.

yn

〉 = x1y1+x2y2+. . .+xnyn,

 x1
x2
.
.
.

xn

 ,

 y1
y2
.
.
.

yn

 ∈ Cn.

Íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî öÿ ôîðìóëà çàäà¹ ñêàëÿðíèé äîáó-

òîê (çðîáiòü öå!).

Çàóâàæåííÿ. ßêùî êàæóòü �åâêëiäiâ ïðîñòið Rn,� òî ìà¹òüñÿ

íà óâàçi, ùî ñêàëÿðíèé äîáóòîê çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ iç ïðè-

êëàäó 1. ßêùî êàæóòü �åâêëiäiâ ïðîñòið Cn,� òî ìà¹òüñÿ íà

óâàçi, ùî ñêàëÿðíèé äîáóòîê çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ iç ïðèêëà-

äó 2. ßêùî ëiíiéíi ïðîñòîðè Rn àáî Cn ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè ç

ÿêèìîñü iíøèì ñêàëÿðíèì äîáóòêîì, òî ïîòðiáíî îáîâ'ÿçêîâî

âêàçàòè, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ íåñòàíäàðòíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê.
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3. Íåõàé C[0;1] � ïðîñòið äiéñíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà

âiäðiçêó [0;1], çàäàìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê íàñòóïíîþ ôîðìó-

ëîþ

〈f ,g〉 =
∫ 1

0
f (x)g(x)dx , f ,g ∈ C[0;1].

Íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî öÿ ôîðìóëà çàäà¹ ñêàëÿðíèé äîáó-

òîê (çðîáiòü öå!).

4. Íåõàé E = R2, çàäàìî (íåñòàíäàðòíèé!) ñêàëÿðíèé äîáóòîê
íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ

≺
(

x1
x2

)
,
(

y1
y2

)
�= 2x1y1+x1y2+x2y1+3x2y2,

(
x1
x2

)
,
(

y1
y2

)
∈ R2.

Íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî öÿ ôîðìóëà çàäà¹ ñêàëÿðíèé äîáó-

òîê (çðîáiòü öå!).
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Íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî.

Òåîðåìà (Íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî). Íåõàé E � åâêëiäiâ

ïðîñòið. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ x , y ∈ E âèêîíó¹òüñÿ

|〈x , y〉| ≤
√
〈x , x〉 ·

√
〈y , y〉

(â ïðàâié ÷àñòèíi ñòîÿòü íåâiä'¹ìíi êîðåíi ç äiéñíèõ íåâiä'¹ìíèõ

÷èñåë).

Äîâåäåííÿ. ßêùî y = θ, òî íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ (0 ≤ 0).
Îáåðåìî äîâiëüíi x , y ∈ E , ïðè öüîìó y 6= θ. Äëÿ äîâiëüíîãî

λ ∈ F iç ïåðøî¨ àêñiîìè ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âèïëèâà¹

〈x + λy , x + λy〉 ≥ 0.
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Ìè ìà¹ìî

〈x +λy , x +λy〉 = 〈x , x +λy〉+ 〈λy , x +λy〉 = 〈x , x〉+λ〈x , y〉+

λ〈y , x〉+ λλ〈y , y〉 = 〈x , x〉+ 2Re (λ〈y , x〉) + λλ〈y , y〉 ≥ 0.

Ðîçãëÿíåìî îêðåìî âèïàäêè F = R i F = C.
1. Íåõàé F = R. Òîäi îñòàííÿ íåðiâíiñòü áóäå ìàòè âèãëÿä:

äëÿ äîâiëüíîãî λ ∈ R âèêîíó¹òüñÿ

〈x , x〉+ 2λ〈x , y〉+ λ2〈y , y〉 ≥ 0.

Ïèòàííÿ: ÿêîþ ôóíêöi¹þ âiä λ ¹ ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi, i

çà ÿêî¨ óìîâè âêàçàíà íåðiâíiñòü ìîæå âèêîíóâàòèñü äëÿ óñiõ

λ ∈ R?
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Âiäïîâiäü: âêàçàíà íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ óñiõ λ ∈ R òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè

D = 4(〈x , y〉)2−4〈x , x〉〈y , y〉 ≤ 0 ⇒ |〈x , y〉| ≤
√
〈x , x〉·

√
〈y , y〉.

Äëÿ âèïàäêó äiéñíîãî ïðîñòîðó íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî

äîâåäåíî.

2. Íåõàé F = C. Ìè äîâåëè íàñòóïíó íåðiâíiñòü:

〈x , x〉+ 2Re (λ〈y , x〉) + λλ〈y , y〉 ≥ 0.

Íåõàé 〈y , x〉 = r(cosψ+ i sinψ), r ≥ 0, ψ ∈ R. Áóäåìî îáèðàòè
λ ó âèãëÿäi λ = t(cos(−ψ) + i sin(−ψ)), äå t ∈ R. Ìè ìà¹ìî
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2Re (λ〈y , x〉) = 2Re (t(cos(−ψ)+i sin(−ψ))·r(cosψ+i sinψ)) =

2rtRe ((cos(−ψ) + i sin(−ψ)) · (cosψ + i sinψ)) =

2rtRe (cos 0 + i sin 0) = 2rt ,

êðiì òîãî

λλ = |λ|2 = |t |2 = t2.

Îòæå, ìè îòðèìó¹ìî

〈x , x〉+ 2rt + 〈y , y〉t2 ≥ 0

äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ R. Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ

äîâiëüíîãî t ∈ R òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè



Ëåêöi¨ ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè

Ðîçäië 5. Åâêëiäîâi ïðîñòîðè

D = 4r2 − 4〈x , x〉〈y , y〉 ≤ 0 ⇒

r = |〈y , x〉| = |〈x , y〉| ≤
√
〈x , x〉 ·

√
〈y , y〉.

Îòæå, i ó âèïàäêó êîìïëåêñíîãî ïðîñòîðó íåðiâíiñòü Êîøi-

Áóíÿêîâñüêîãî äîâåäåíî. 2

Ïèòàííÿ. Êîëè ó íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî äîñÿãà¹òüñÿ

ðiâíiñòü?

Ïðèêëàäè.

1. Íåõàé n ∈ N, E = Rn. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ íàáîðiâ äiéñíèõ

÷èñåë x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn ∈ R âèêîíó¹òüñÿ

|x1y1+x2y2+. . .+xnyn| ≤
√

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n ·
√

y2
1 + y2

2 + . . .+ y2
n .

2. Íåõàé n ∈ N, E = Cn.
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Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ íàáîðiâ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z1, z2, . . . , zn,
w1,w2, . . . ,wn ∈ C âèêîíó¹òüñÿ

|z1w1 + z2w2 + . . .+ znwn| ≤√
|z1|2 + |z2|2 + . . .+ |zn|2 ·

√
|w1|2 + |w2|2 + . . .+ |wn|2.

3. Íåõàé C[0;1] � ïðîñòið äiéñíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà

âiäðiçêó [0;1] iç ñêàëÿðíèì äîáóòêîì, ùî âiä âèçíà÷åíèé ó

ïðèêëàäi 3 âèùå. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

f ,g ∈ C[0;1] âèêîíó¹òüñÿ∣∣∣∣∣
∫ 1

0
f (x)g(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
√∫ 1

0
f 2(x)dx ·

√∫ 1

0
g2(x)dx .
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Íîðìà âåêòîðà.

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , ïðè öüîìó F = R ∨
F = C.

Îçíà÷åííÿ. Âiäîáðàæåííÿ ‖·‖ : L→ [0; +∞) ⊂ R íàçèâà¹òüñÿ

íîðìîþ â L, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi òðè àêñiîìè:

1. Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ L âèêîíó¹òüñÿ ‖x‖ = 0 ⇒ x = θ.
2. Äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ L i λ ∈ F âèêîíó¹òüñÿ ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖.
3. Äëÿ äîâiëüíèõ x , y ∈ L âèêîíó¹òüñÿ ‖x +y‖ ≤ ‖x‖+‖y‖ (öÿ
íåðiâíiñòü íàçèâà¹òüñÿ íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà).

Âiäçíà÷èìî, ùî ç àêñiîìè 2 âèïëèâà¹, ùî x = θ ⇒ ‖x‖ = 0.

Ïðèêëàäè.

1. Íåõàé n ∈ N, L = Rn. Çàäàìî íîðìó íàñòóïíèì ÷èíîì:
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‖

 x1
x2
.
.
.

xn

‖ = |x1|+ |x2|+ . . .+ |xn|.

Ïåðåâiðòå, ùî öå ¹ íîðìîþ.

2. Íåõàé n ∈ N, L = Rn. Çàäàìî íîðìó íàñòóïíèì ÷èíîì:

‖

 x1
x2
.
.
.

xn

‖ =√x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n .

Ïåðåâiðòå, ùî öå ¹ íîðìîþ.

3. Íåõàé n ∈ N, L = Rn. Çàäàìî íîðìó íàñòóïíèì ÷èíîì:

‖

 x1
x2
.
.
.

xn

‖ = max(|x1|, |x2|, . . . , |xn|).

Ïåðåâiðòå, ùî öå ¹ íîðìîþ.
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Íîðìà âåêòîðà, ïîðîäæåíà ñêàëÿðíèì äîáóòêîì.

Òåîðåìà. Íåõàé E � åâêëiäiâ ïðîñòið. Òîäi ôîðìóëà ‖x‖ =√
〈x , x〉, x ∈ E , çàäà¹ íîðìó â E . Öÿ íîðìà íàçèâà¹òüñÿ íîð-

ìîþ, ïîðîäæåíîþ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì.

Äîâåäåííÿ. Òðåáà ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ òðüîõ àêñiîì íîðìè.

1. Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ E âèêîíó¹òüñÿ 〈x , x〉 ≥ 0, òî
‖x‖ ≥ 0. ßêùî ‖x‖ = 0, òî 〈x , x〉 = 0 i, çà àêñiîìîþ ñêàëÿðíîãî

äîáóòêó, x = θ.
2. Äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ L i λ ∈ F âèêîíó¹òüñÿ ‖λx‖ =

√
〈λx , λx〉 =√

λλ〈x , x〉 =
√
|λ|2〈x , x〉 = |λ|

√
〈x , x〉 = |λ|‖x‖.

3. Äëÿ äîâiëüíèõ x , y ∈ L âèêîíó¹òüñÿ ‖x + y‖2 = 〈x + y , x +
y〉 = 〈x , x〉+〈x , y〉+〈y , x〉+〈y , y〉 = ‖x‖2+2Re (〈x , y〉)+‖y‖2 ≤
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‖x‖2+2|〈x , y〉|+‖y‖2 ≤ ‖x‖2+2
√
〈x , x〉 · 〈y , y〉+‖y‖2 = ‖x‖2+

2‖x‖ · ‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2. Òîáòî, ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
Ìè äîâåëè, ùî âêàçàíèé âèðàç çàäà¹ íîðìó. 2

Â ïîäàëüøîìó ìè ó âñiõ åâêëiäîâèõ ïðîñòîðàõ çàâæäè âèêî-

ðèñòîâó¹ìî íîðìó, ÿêà ïîðîäæåíà ñêàëÿðíèì äîáóòêîì.

Îðòîíîðìîâàíi ñèñòåìè âåêòîðiâ.

Íåõàé E � åâêëiäiâ ïðîñòið.

Îçíà÷åííÿ. Âåêòîðè x , y ∈ E íàçèâàþòüñÿ îðòîãîíàëüíèìè,

ÿêùî 〈x , y〉 = 0.

Òâåðäæåííÿ. Íåõàé E � åâêëiäiâ ïðîñòið, x1, x2, . . . , xm ∈ E
� ïîïàðíî îðòîãîíàëüíi íåíóëüîâi âåêòîðè, òîáòî 〈xi , xj〉 = 0
ïðè i 6= j , i , j ∈ {1,2, . . . ,m}, i xj 6= θ ïðè óñiõ j ∈ {1,2, . . . ,m}.
Òîäi âåêòîðè x1, x2, . . . , xm ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè.



Ëåêöi¨ ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè

Ðîçäië 5. Åâêëiäîâi ïðîñòîðè

Äîâåäåííÿ. Íåõàé µ1x1 + µ2x2 + . . . + µmxm = θ. Îáåðåìî äî-
âiëüíå j ∈ {1,2, . . . ,m} i ïîìíîæèìî ïîïåðåäíþ ðiâíiñòü ñêà-

ëÿðíî íà xj . Ìè ìà¹ìî

〈µ1x1 + µ2x2 + . . .+ µmxm, xj〉 = 〈θ, xj〉 = 0 ⇒

µ1〈x1, xj〉+ µ2〈x2, xj〉+ . . .+ µm〈xm, xj〉 = 0 ⇒ µj〈xj , xj〉 = 0.

Îñêiëüêè çà óìîâîþ xj 6= θ, ìè îòðèìó¹ìî 〈xj , xj〉 6= 0, îò-
æå µj = 0 ïðè óñiõ j ∈ {1,2, . . . ,m}. Ìè äîâåëè, ùî âåêòîðè

x1, x2, . . . , xm ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè. 2

Îçíà÷åííÿ. Ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . , xm ∈ E íàçèâà¹òüñÿ

îðòîíîðìîâàíîþ, ÿêùî 〈xi , xj〉 = 0 ïðè i 6= j , i , j ∈ {1,2, . . . ,m}
i 〈xj , xj〉 = 1 ïðè óñiõ j ∈ {1,2, . . . ,m} (òîáòî öi âåêòîðè ¹

ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèìè i íîðìà êîæíîãî âåêòîðà äîðiâíþ¹

îäèíèöi).
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Ìè äîâåëè, ùî îðòîíîðìîâàíi ñèñòåìè ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíè-

ìè. Ìè õî÷åìî ïîáóäóâàòè îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó.

Òåîðåìà (Ïðîöåñ îðòîãîíàëiçàöi¨ Ãðàìà-Øìiäòà). Íåõàé E �

åâêëiäiâ ïðîñòið, i ñèñòåìà âåêòîðiâ y1, y2, . . . , ym ∈ E ¹ ëiíié-

íî íåçàëåæíîþ. Òîäi iñíó¹ îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà âåêòîðiâ

u1,u2, . . . ,um ∈ E , òàêà ùî äëÿ êîæíîãî j = 1,2, . . . ,m âèêî-

íó¹òüñÿ Lin {y1, y2, . . . , yj} = Lin {u1,u2, . . . ,uj}.

Äîâåäåííÿ. Ìè ïðèâåäåìî àëãîðèòì ïîáóäîâè ïîòðiáíî¨ îðòî-

íîðìîâàíî¨ ñèñòåìè.

1. Äëÿ j = 1. Íàì ïîòðiáíî ïîáóäóâàòè âåêòîð u1, òàêèé ùî

‖u1‖ = 1 i Lin {y1} = Lin {u1}. Ïîêëàäåìî u1 = y1
‖y1‖ (îñêiëüêè

y1, y2, . . . , ym ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, òî y1 6= θ, çâiäêè ‖y1‖ 6=
0). Ìè ìà¹ìî ‖u1‖ = 1

‖y1‖ · ‖y1‖ = 1. Êðiì òîãî,
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Lin {y1} = {αy1 | α ∈ F} = {α‖y1‖u1 | α ∈ F } = {βu1 | β ∈
F } = Lin {u1}.
2. Îòæå, âåêòîð u1 âæå ïîáóäîâàíî. Íàì ïîòðiáíî ïîáóäóâàòè

âåêòîð u2, òàêèé ùî 〈u2,u1〉 = 0, ‖u2‖ = 1 i Lin {y1, y2} =
Lin {u1,u2}. Ïîêëàäåìî ũ2 = y2 + λu1 i áóäåìî îáèðàòè λ ∈ F
iç óìîâè 〈ũ2,u1〉 = 0. Ìè ìà¹ìî 〈ũ2,u1〉 = 〈y2 + λu1,u1〉 =
〈y2,u1〉+λ〈u1,u1〉 = 〈y2,u1〉+λ = 0, çâiäêè ìà¹ìî λ = −〈y2,u1〉.
Çàôiêñó¹ìî öå çíà÷åííÿ λ. Âiäìiòèìî, ùî ũ2 = y2 + λ y1

‖y1‖ 6=
θ (íåòðèâiàëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåê-

òîðiâ y1, y2). Ïîêëàäåìî u2 = ũ2
‖ũ2‖ . Î÷åâèäíî, ùî 〈u2,u1〉 = 0,

‖u2‖ = 1. Êðiì òîãî, ìè ìà¹ìî u1 ∈ Lin {y1} ⊂ Lin {y1, y2},
u2 ∈ Lin {y1, y2}. Çâiäêè îòðèìó¹ìî Lin {u1,u2} ⊂ Lin {y1, y2}.
À îñêiëüêè âåêòîðè u1,u2 ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè (ÿê îðòîíîð-

ìîâàíà ñèñòåìà), ìè îòðèìó¹ìî Lin {y1, y2} = Lin {u1,u2}.
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3. Íåõàé âæå ïîáóäîâàíi âåêòîðè u1,u2, . . . ,us, s < m, âîíè
óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíó ñèñòåìó i äëÿ êîæíîãî j = 1,2, . . . , s
âèêîíó¹òüñÿ Lin {y1, y2, . . . , yj} = Lin {u1,u2, . . . ,uj}. Íàì ïî-

òðiáíî ïîáóäóâàòè âåêòîð us+1. Ïîêëàäåìî ũs+1 = ys+1 +
λ1u1 + λ2u2 + . . . + λsus i áóäåìî îáèðàòè λ1, λ2, . . . , λs ∈ F
iç íàñòóïíî¨ ñèñòåìè óìîâ: äëÿ êîæíîãî j = 1,2, . . . , s âèêî-

íó¹òüñÿ 〈ũs+1,uj〉 = 0. Ìè ìà¹ìî

〈ũs+1,uj〉 = 〈ys+1 + λ1u1 + λ2u2 + . . .+ λsus,uj〉 =

〈ys+1,uj〉+ λ1〈u1,uj〉+ λ2〈u2,uj〉+ . . .+ λs〈us,uj〉 =

〈ys+1,uj〉+ λj = 0.

Îòæå, äëÿ êîæíîãî j = 1,2, . . . , s ïîêëàäåìî λj = −〈ys+1,uj〉.
Òîáòî, äëÿ êîæíîãî j = 1,2, . . . , s âèêîíó¹òüñÿ 〈ũs+1,uj〉 = 0.
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Ìè ìà¹ìî: u1 ∈ Lin {y1}, u2 ∈ Lin {y1, y2}, . . . , us ∈ Lin {y1, y2,
. . . , ys}, çâiäêè çà ïîáóäîâîþ ũs+1 ∈ Lin {y1, y2, . . . , ys, ys+1}.
Ïðè öüîìó çà ïîáóäîâîþ ũs+1 6= θ (ÿê íåòðèâiàëüíà ëiíié-

íà êîìáiíàöiÿ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ y1, y2, . . . , ys, ys+1).

Ïîêëàäåìî us+1 = ũs+1
‖ũs+1‖ . Òîäi äëÿ êîæíîãî j = 1,2, . . . , s âè-

êîíó¹òüñÿ 〈us+1,uj〉 = 0 i ‖us+1‖ = 1, òîáòî u1,u2, . . . ,us,us+1
� îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà âåêòîðiâ. Çà ïîáóäîâîþ ìè ìà¹ìî

u1,u2, . . . ,us,us+1 ∈ Lin {y1, y2, . . . , ys, ys+1} ⇒

Lin {u1,u2, . . . ,us,us+1} ⊂ Lin {y1, y2, . . . , ys, ys+1}.

Îñêiëüêè ñèñòåìà âåêòîðiâ u1,u2, . . . ,us,us+1 ¹ îðòîíîðìîâà-

íîþ ñèñòåìîþ, âîíà ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ,

çâiäêè

Lin {u1,u2, . . . ,us,us+1} = Lin {y1, y2, . . . , ys, ys+1}.
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Òîáòî çà m êðîêiâ ìè ïîáóäó¹ìî ïîòðiáíó îðòîíîðìîâàíó ñè-

ñòåìó âåêòîðiâ. 2

Îðòîíîðìîâàíi áàçèñè ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðî-

ñòîðó.

Ïðîñòèì íàñëiäêîì òåîðåìè Ãðàìà-Øìiäòà ¹ íàñòóïíå òâåð-

äæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ. Íåõàé E � åâêëiäiâ ïðîñòið, n = dim E ∈ N. Òîäi
iñíó¹ u1,u2, . . . ,un � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ E .

Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ ïîòðiáíî âçÿòè äîâiëüíèé áàçèñ

ïðîñòîðó E i ïðîâåñòè ïðîöåñ îðòîãîíàëiçàöi¨.

Òâåðäæåííÿ. Íåõàé E � åâêëiäiâ ïðîñòið, n = dim E ∈ N,
u1,u2, . . . ,un � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ E . Òîäi äëÿ êîæíîãî

âåêòîðà x ∈ E âèêîíó¹òüñÿ x =
∑n

j=1〈x ,uj〉uj .
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ E � äîâiëüíèé âåêòîð. Ðîçêëàäåìî éîãî

çà áàçèñîì u1,u2, . . . ,un.Ìè ìà¹ìî x = x1u1+x2u2+. . .+xnun,
äå x1, . . . , xn ∈ F . Äëÿ äîâiëüíîãî j = 1,2, . . . ,n ïîìíîæèìî öþ

ðiâíiñòü ñêàëÿðíî íà uj , îòðèìó¹ìî

〈x ,uj〉 = 〈x1u1 + x2u2 + . . .+ xnun,uj〉 = x1〈u1,uj〉+

x2〈u2,uj〉+ . . .+ xn〈un,uj〉 = xj .

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. 2

Òâåðäæåííÿ. Íåõàé E � åâêëiäiâ ïðîñòið, n = dim E ∈ N,
u1,u2, . . . ,un � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ E . Íåõàé x , y ∈ E � äî-

âiëüíi âåêòîðè, ïîçíà÷èìî xu =

 x1
x2
.
.
.

xn

, yu =

 y1
y2
.
.
.

yn

 Òîäi

〈x , y〉 = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn.
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Äîâåäåííÿ.

〈x , y〉 = 〈x1u1 + x2u2 + . . .+ xnun, y1u1 + y2u2 + . . .+ ynun〉 =

n∑
i=1

n∑
j=1

〈xiui , yjuj〉 =
n∑

i=1

n∑
j=1

xiy j〈ui ,uj〉 = x1y1+x2y2+. . .+xnyn.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. 2

Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ äî ïiäïðîñòîðó.

Íåõàé E � åâêëiäiâ ïðîñòið, U < E � ïiäïðîñòið E .

Îçíà÷åííÿ. Îðòîãîíàëüíèì äîïîâíåííÿì äî U íàçèâà¹òüñÿ

U⊥ = {x ∈ E | ∀y ∈ U 〈x , y〉 = 0} ⊂ E .
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Òâåðäæåííÿ. Íåõàé E � åâêëiäiâ ïðîñòið, U < E . Òîäi U⊥ < E .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x1, x2 ∈ U⊥, α1, α2 ∈ F . Äëÿ äîâiëüíîãî

y ∈ U ìà¹ìî

〈α1x1 + α2x2, y〉 = α1〈x1, y〉+ α2〈x2, y〉 = 0.

Îòæå, α1x1 + α2x2 ∈ U⊥. 2

Òåîðåìà. Íåõàé E � åâêëiäiâ ïðîñòið, n = dim E ∈ N, i U < E .
Òîäi U ⊕ U⊥ = E .

Äîâåäåííÿ. ßêùî U = {θ}, òî, î÷åâèäíî, U⊥ = {θ}⊥ = E ,
òîìó âèêîíó¹òüñÿ U ⊕ U⊥ = {θ} ⊕ E = E .
ßêùî U = E , òî U⊥ = E⊥ = {θ} (äîâåäiòü öå!), òîìó âèêî-

íó¹òüñÿ U ⊕ U⊥ = E ⊕ {θ} = E .
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Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî dim U = m, 1 ≤ m < n. Âèáåðåìî
e1,e2, . . . ,em � äîâiëüíèé áàçèñ U. Äîïîâíèìî éîãî äî áàçè-

ñó âñüîãî ïðîñòîðó, íåõàé e1,e2, . . . ,em,em+1, . . . ,en � áàçèñ

E . Ïðîâåäåìî ïðîöåñ îðòîãîíàëiçàöi¨ íàä ñèñòåìîþ âåêòîðiâ

e1,e2, . . . ,em,em+1, . . . ,en, îòðèìó¹ìî îðòîíîðìîâàíó ñèñòå-

ìó âåêòîðiâ u1,u2, . . . ,un, òàêó ùî äëÿ êîæíîãî j = 1,2, . . . ,n
âèêîíó¹òüñÿ Lin {e1,e2, . . . ,ej} = Lin {u1,u2, . . . ,uj}. Çîêðåìà,
U = Lin {e1,e2, . . . ,em} = Lin {u1,u2, . . . ,um}, òîáòî u1,u2,
. . . ,um � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ U.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç V := Lin {um+1,um+2, . . . ,un}, òîäi íàì âi-

äîìî, ùî U ⊕ V = E . Äîâåäåìî, ùî V = U⊥. Íåõàé x ∈ U⊥�
äîâiëüíèé âåêòîð U⊥, ðîçêëàäåìî éîãî çà áàçèñîì ïðîñòîðó:

x = x1u1 + x2u2 + . . . + xnun, x1, . . . , xn ∈ F . Òîäi äëÿ äî-

âiëüíîãî y ∈ U ìà¹ìî 〈x , y〉 = 0. Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî

j = 1,2, . . . ,m ìà¹ìî uj ∈ U, ìè îòðèìó¹ìî
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〈x ,uj〉 = 〈x1u1 + x2u2 + . . .+ xnun,uj〉 = x1〈u1,uj〉+ x2〈u2,uj〉+
. . . + xn〈un,uj〉 = xj = 0 äëÿ óñiõ j = 1,2, . . . ,m. Òîáòî, x =
xm+1um+1+xm+2um+2+. . .+xnun ∈ V .Ìè äîâåëè, ùî U⊥ ⊂ V .

Äîâåäåìî îáîðîòíå âêëþ÷åííÿ. Íåõàé x ∈ V� äîâiëüíèé âåê-

òîð V . Òîäi, çà îçíà÷åííÿì V , ìà¹ìî x = xm+1um+1+xm+2um+2+
. . . + xnun, äå xm+1, xm+2 . . . , xn ∈ F . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé

y ∈ U, òîäi y = y1u1 + y2u2 + . . .+ ymum, äå y1, y2 . . . , ym ∈ F .
Îñêiëüêè u1,u2, . . . ,un � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ E , ìè ìà¹ìî

〈x , y〉 = 〈xm+1um+1 + xm+2um+2 + . . .+ xnun, y1u1 + y2u2 + . . .+
ymum〉 = 0, òîáòî x ∈ U⊥. Îòæå, V ⊂ U⊥.

Ìè äîâåëè, ùî U⊥ = V , çâiäêè U ⊕ U⊥ = E . 2
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Ñôîðìóëþ¹ìî äåêiëüêà âëàñòèâîñòåé îðòîãîíàëüíîãî äîïîâ-

íåííÿ.

1. E⊥ = {θ}, {θ}⊥ = E .
2. (U⊥)⊥ = U äëÿ äîâiëüíîãî U < E .
3. (U + V )⊥ = U⊥ ∩ V⊥ äëÿ äîâiëüíèõ U,V < E .
4. (U ∩ V )⊥ = U⊥ + V⊥ äëÿ äîâiëüíèõ U,V < E .
Äîâåäiòü öi âëàñòèâîñòi ñàìîñòiéíî.
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Ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè â åâêëiäîâèõ ïðîñòîðàõ.

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F .

Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöiÿ f : L→ F íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì ôóíêöiî-

íàëîì â L, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2 ∈ L i äîâiëüíèõ α1, α2 ∈
F âèêîíó¹òüñÿ f (α1x1 + α2x2) = α1f (x1) + α2f (x2).

Òåîðåìà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â åâêëi-

äîâîìó ïðîñòîði. Íåõàé E � åâêëiäiâ ïðîñòið, n = dim E ∈ N,
f : E → F � ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë â E . Òîäi ∃!y ∈ E : ∀x ∈
E f (x) = 〈x , y〉. I íàâïàêè, äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ E ôóíêöiÿ

f : E → F , ÿêà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ f (x) = 〈x , z〉, ¹ ëiíiéíèì
ôóíêöiîíàëîì â E .

Äîâåäåííÿ. Òîé ôàêò, ùî äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ E ôóíêöiÿ f :
E → F , ÿêà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ f (x) = 〈x , z〉, ¹ ëiíiéíèì

ôóíêöiîíàëîì â E , ¹ î÷åâèäíèì (äîâåäiòü öå).
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Íåõàé f : E → F � ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë â E .Íåõàé u1,u2, . . . ,un
� îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðó E . Ðîçãëÿíåìî âåêòîð

y := f (u1) u1 + f (u2) u2 + . . .+ f (un) un ∈ E .

Íåõàé x ∈ E � äîâiëüíèé âåêòîð, çàïèøåìî éîãî ðîçêëàäàííÿ

â áàçèñi u1,u2, . . . ,un, íåõàé x = x1u1 + x2u2 + . . . + xnun, äå
x1, . . . , xn ∈ F . Òîäi ìà¹ìî

f (x) = f (x1u1 + x2u2 + . . .+ xnun) =

x1f (u1) + x2f (u2) + . . .+ xnf (un) = 〈x , y〉

çà ôîðìóëîþ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âåêòîðiâ ÷åðåç ¨õ êîîðäèíà-

òè â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi.
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Òîáòî, ìè äîâåëè iñíóâàííÿ ïîòðiáíîãî âåêòîðà y .

Äîâåäåìî ¹äèíiñòü. Íåõàé ¹ âåêòîð y ∈ E : ∀x ∈ E f (x) =
〈x , y〉, à òàêîæ ¹ ùå îäèí âåêòîð z ∈ E : ∀x ∈ E f (x) = 〈x , z〉.
Òîäi ìè ìà¹ìî

〈x , y〉 = 〈x , z〉 ∀x ∈ E ⇒ 〈x , y − z〉 = 0 ∀x ∈ E
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Ïîêëàäåìî x = y − z. Òîäi ìè ìà¹ìî 〈y − z, y − z〉 = 0 ⇒
y − z = θ ⇒ y = z. �äèíiñòü äîâåäåíî. 2
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