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Ðîçäië 1. Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó

Âèìiðíiñòü ëiíiéíî¨ îáîëîíêè
Òåîðåìà. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , n = dim L ∈
N, x1, x2, . . . , xm ∈ L (m ∈ N). Òîäi

dimLin {x1, x2, . . . , xm} = rg {x1, x2, . . . , xm}.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî r := rg {x1, x2, . . . , xm}, r = 0,1,2, . . .

1. r = 0 ⇔ x1 = θ, x2 = θ, . . . , xm = θ ⇔ Lin {x1, x2, . . . , xm} =
{θ} ⇔ dimLin {x1, x2, . . . , xm} = 0.
2. r ∈ N. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, x1, x2, . . . , xr � ëiíiéíî
íåçàëåæíi. Òîäi äëÿ êîæíîãî j = r + 1, r + 2, . . . ,m ñèñòåìà
x1, x2, . . . , xr , xj ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.
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Çâiäêè äëÿ äëÿ êîæíîãî j = r + 1, r + 2, . . . ,m çíàéäóòüñÿ
ñêàëÿðè α1j , α2j , . . . , αrj ∈ F , òàêi ùî

xj = α1jx1 + α2jx2 . . .+ αrjxr .

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð y ∈ Lin {x1, x2, . . . , xm}. Ìà¹ìî:

y = β1x1 + β2x2 . . .+ βmxm =

β1x1 + β2x2 . . .+ βr xr+

βr+1(α1,r+1x1 + α2,r+1x2 . . .+ αr ,r+1xr )+

βr+2(α1,r+2x1 + α2,r+2x2 . . .+ αr ,r+2xr ) + . . .+

βm(α1,mx1 + α2,mx2 . . .+ αr ,mxr ).
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Ïiñëÿ ïðèâåäåííÿ ïîäiáíèõ i ïåðåîçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ ìà¹-
ìî

y = γ1x1 + γ2x2 . . .+ γr xr .

Òîáòî, êîæåí âåêòîð ç ëiíiéíî¨ îáîëîíêè ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíà-
öi¹þ âåêòîðiâ x1, x2, . . . , xr . Ç òåîðåìîþ Ãàóñà, ñåðåä âåêòîðiâ
ëiíiéíî¨ îáîëîíêè íå áiëüøå çà r ëiíiéíî íåçàëåæíèõ. Âåêòîðè
x1, x2, . . . , xr � ëiíiéíî íåçàëåæíi, òîáòî âîíè ¹ áàçèñîì ëiíiéíî¨
îáîëîíêè.
Ìè äîâåëè, ùî

dimLin {x1, x2, . . . , xm} = rg {x1, x2, . . . , xm}.
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Äîïîâíåííÿ ëiíiéíî íåçàëåæíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ äî áàçèñó
Òåîðåìà (ïðî äîïîâíåííÿ ëiíiéíî íåçàëåæíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ
äî áàçèñó ïðîñòîðó). Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F ,
n = dim L ∈ N, x1, x2, . . . , xm ∈ L � ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà
âåêòîðiâ, m < n. Òîäi iñíóþòü âåêòîðè xm+1, xm+2, . . . , xn ∈ L,
òàêi ùî x1, x2, . . . , xm, xm+1, xm+2, . . . , xn ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî U := Lin {x1, x2, . . . , xm} < L. ßê äîâå-
äåíî, dim U = m < n, çâiäêè U 6= L. Îòæå, iñíó¹ xm+1 ∈ L \ U.
Ïåðåâiðèìî, ùî ñèñòåìà x1, x2, . . . , xm, xm+1 ¹ ëiíiéíî íåçàëåæ-
íîþ.
Ïðèïóñòèìî, ùî α1x1 + α2x2 . . .+ αmxm + αm+1xm+1 = θ.
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ßêùî αm+1 6= 0, òî xm+1 = − α1
αm+1

x1 − α2
αm+1

x2 − . . .− αm
αm+1

xm ∈
U ùî íåìîæëèâî çà âèáîðîì xm+1. Îòæå, αm+1 = 0, çâiäêè
α1x1 + α2x2 . . . + αmxm = θ, i ìè ìà¹ìî α1 = α2 = . . . =
αm = 0 çà óìîâîþ. Òîáòî, ñèñòåìà x1, x2, . . . , xm, xm+1 ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ.

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî, ìè âèáåðåìî ïîòðiáíi âåêòîðè
xm+1, xm+2, . . . , xn. 2
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Ñóìà i ïåðåòèí ëiíiéíèõ ïiäïðîñòîðiâ
Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , n = dim L ∈ N, U <
L,V < L.
Îçíà÷åííÿ. Ñóìà ëiíiéíèõ ïiäïðîñòîðiâ

U + V = {u + v | u ∈ U, v ∈ V}.

Ïåðåòèí ëiíiéíèõ ïiäïðîñòîðiâ

U ∩ V = {x | x ∈ U ∧ x ∈ V}.

Òâåðäæåííÿ. Íåõàé U < L,V < L. Òîäi U + V < L,U ∩ V < L.
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Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé x , y ∈ U + V , λ, µ ∈ F . Ìà¹ìî x , y ∈
U + V ⇔ ∃u1,u2 ∈ U, v1, v2 ∈ V : x = u1 + v1, y = u2 + v2.
Çâiäêè îòðèìó¹ìî λx +µy = (λu1+µu2)+(λv1+µv2) ∈ U+V .

2. Íåõàé x , y ∈ U ∩ V , λ, µ ∈ F . Ìà¹ìî x , y ∈ U ∧ x , y ∈ V ⇒
λx + µy ∈ U ∧ λx + µy ∈ V ⇒ λx + µy ∈ U ∩ V . 2
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Çàäà÷à. 1. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , U < L,V <
L. Òîäi U ∪ V < L⇒ U ⊂ V

∨
V ⊂ U.

2. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , ïîëå F ìiñòèòü
íåñêií÷åíó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, n ∈ N, U1 < L,U2 < L, . . . ,Un <
L. Òîäi

∪n
j=1Uj < L⇒ ∃k = 1,2, . . . ,n : Uk = ∪n

j=1Uj .

Óòî÷íiòü öå òâåðäæåííÿ, âêàçàâøè çâ'ÿçîê ìiæ n i êiëüêiñòþ
åëåìåíòiâ â ïîëi F , ïðè ÿêîìó âèêîíó¹òüñÿ îñòàíí¹ òâåðäæåí-
íÿ.
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Òåîðåìà (ôîðìóëà Ãðàññìàíà) Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä
ïîëåì F , n = dim L ∈ N, U < L,V < L. Òîäi dim(U + V ) =
dim U + dim V − dim U ∩ V .

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî U∩V < L. Íåõàé x1, x2, . . . , xm � áàçèñ
U∩V (m = 0,1,2, . . . , ïðè öüîìó, ÿêùî U∩V = {θ}, òî m = 0).
Òîáòî, dim(U ∩ V ) = m.

x1, x2, . . . , xm � ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà â U∩V < U. Äîïîâ-
íèìî ¨¨ äî áàçèñó U. Íåõàé x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yk � áàçèñ
U (k = 0,1,2, . . .). Òîáòî, dim U = m + k .

x1, x2, . . . , xm � ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà â U∩V < V . Äîïîâ-
íèìî ¨¨ äî áàçèñó V . Íåõàé x1, x2, . . . , xm, z1, z2, . . . , zl � áàçèñ
V (l = 0,1,2, . . .). Òîáòî, dim V = m + l .
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Ìè äîâåäåìî, ùî x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yk , z1, z2, . . . , zl � áà-
çèñ U+V . Òîáòî, dim(U+V ) = m+k+l . ßêùî ìè öå äîâåäåìî,
òî îòðèìó¹ìî

dim(U + V ) = m + k + l = (m + k) + (m + l)−m

= dim U + dim V − dim(U ∩ V ),

òîáòî äîâåäåìî ôîðìóëó Ãðàññìàíà.

Ïåðåâiðèìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yk ,
z1, z2, . . . , zl ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Íåõàé

α1x1 + α2x2 . . .+ αmxm + β1y1 + β2y2 + . . .+ βkyk + (1)

γ1z1 + γ2z2 + . . .+ γlzl = θ.
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Ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi α1x1 + α2x2 . . .+ αmxm + β1y1 + β2y2 +
. . .+ βkyk = −γ1z1 − γ2z2 − . . .− γlzl . Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi ¹
âåêòîðîì ç ïiäïðîñòîðó U (ðîçêëàäåíà çà áàçèñîì U), ïðàâà
÷àñòèíà ðiâíîñòi ¹ âåêòîðîì ç ïiäïðîñòîðó V (ðîçêëàäåíà çà
áàçèñîì V ). Òîáòî, îáèäâi ÷àñòèíè (ÿêi ¹ ðiâíèìè) ¹ âåêòîðîì
ïåðåòèíó U∩V . Ðîçêëàäåìî ëiâó ÷àñòèíó çà áàçèñîì ïåðåòèíó:

α1x1 + α2x2 . . .+ αmxm + β1y1 + β2y2 + . . .+ βkyk =

δ1x1 + δ2x2 . . .+ δmxm ⇔

(α1−δ1)x1+(α2−δ2)x2 . . .+(αm−δm)xm+β1y1+β2y2+. . .+βkyk = θ.

Îñêiëüêè x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yk � ëiíiéíî íåçàëåæíi (áà-
çèñ U), òî óñi êîåôiöi¹íòè äîðiâíþþòü íóëþ, çîêðåìà β1 =
β2 = . . . = βk = 0.
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Ïiäñòàâëÿþ÷è â (1), îòðèìó¹ìî

α1x1 + α2x2 . . .+ αmxm + γ1z1 + γ2z2 + . . .+ γlzl = θ.

Îñêiëüêè x1, x2, . . . , xm, z1, z2, . . . , zl � ëiíiéíî íåçàëåæíi (áàçèñ
V ), òî óñi êîåôiöi¹íòè äîðiâíþþòü íóëþ:

α1 = α2 = . . . = αm = γ1 = γ2 = . . . = γl = 0.

Ìè äîâåëè, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yk ,
z1, z2, . . . , zl ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Äîâåäåìî, ùî öÿ ñèñòåìà ¹ áàçèñîì U + V . Íåõàé w ∈ U + V .
Òîäi w = u + v , äå u ∈ U, v ∈ V . Ìà¹ìî

u = λ1x1 + λ2x2 + . . .+ λmxm + µ1y1 + µ2y2 + . . .+ µkyk ;

v = ν1x1 + ν2x2 + . . .+ νmxm + ξ1z1 + ξ2z2 + . . .+ ξlzl .
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Çâiäêè

w = u + v = (λ1 + ν1)x1 + (λ2 + ν2)x2 + . . .+ (λm + νm)xm+

µ1y1 + µ2y2 + . . .+ µkyk + ξ1z1 + ξ2z2 + . . .+ ξlzl .

Ìè äîâåëè, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yk ,
z1, z2, . . . , zl ¹ áàçèñîì U + V . 2
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Ïðÿìà ñóìà ïiäïðîñòîðiâ. Äîïîâíåííÿ ïiäïðîñòîðó, ïðÿìå äî-
ïîâíåííÿ. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , n = dim L ∈
N, U < L,V < L.

Îçíà÷åííÿ. Ñóìà ïiäïðîñòîðiâ U,V íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìîþ ñó-
ìîþ, ÿêùî U ∩ V = {θ}. Ïîçíà÷åííÿ ïðÿìî¨ ñóìè U ⊕ V .

Òîáòî, çàïèñ W = U⊕V îçíà÷à¹, ùî W = U+V i U∩V = {θ}.

Îçíà÷åííÿ. Ïiäïðîñòið V íàçèâà¹òüñÿ äîïîâíåííÿì ïiäïðî-
ñòîðó U, ÿêùî U + V = L. Ïiäïðîñòið V íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìèì
äîïîâíåííÿì ïiäïðîñòîðó U, ÿêùî U ⊕ V = L.
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Òâåðäæåííÿ. Íåõàé U < L,V < L, W = U + V . Òîäi W =
U ⊕ V ⇔ ∀w ∈W ∃!(u, v),u ∈ U, v ∈ V : w = u + v .

Äîâåäåííÿ. ⇒ Îñêiëüêè W = U + V , òî ∀w ∈ W ∃(u, v),u ∈
U, v ∈ V : w = u + v . Äîâåäåìî ¹äèíiñòü. Íåõàé w ∈ W ,
w = u1+v1,w = u2+v2, u1,u2 ∈ U, v1, v2 ∈ V .Ìà¹ìî u1+v1 =
u2 + v2 ⇒ u1 − u2 = v2 − v1. Âåêòîð â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi
íàëåæèòü äî U â ïðàâié � äî V . Òîáòî u1 − u2 = v2 − v1 ∈
U ∩ V = {θ}. Ðîáèìî âèñíîâîê, ùî u1 = u2, v1 = v2.

⇐ Ìà¹ìî çà óìîâîþ W = U + V . Òðåáà äîâåñòè, ùî U ∩
V = {θ}. Íåõàé z ∈ U ∩ V . Òîäi z = z + θ, z ∈ U, θ ∈ V , i
z = θ + z, θ ∈ U, z ∈ V . Iç ¹äèíîñòi z = θ. 2
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Òâåðäæåííÿ (iñíóâàííÿ ïðÿìîãî äîïîâíåííÿ). Íåõàé U < L.
Òîäi iñíó¹ V < L òàêå ùî U ⊕ V = L.

Äîâåäåííÿ. ßêùî U = {θ}, òî ìîæåìî âçÿòè V = L. ßêùî
U = L, òî ìîæåìî âçÿòè V = {θ}. Ó âèïàäêó 1 ≤ dim U <
dim L, ðîçãëÿíåìî x1, x2, . . . , xm � äîâiëüíèé áàçèñ U i äîïîâ-
íèìî éîãî äî áàçèñó L. Íåõàé x1, x2, . . . , xn � áàçèñ L. V :=
Lin {xm+1, xm+2, . . . , xn} < L. Äîâåäåìî, ùî U ⊕ V = L.

Äëÿ êîæíîãî x ∈ L ìà¹ìî ðîçêëàäàííÿ çà áàçèñîì x = α1x1 +
α2x2 + . . .+ αnxn = (α1x1 + α2x2 + . . .+ αmxm) + (αm+1xm+1 +
αm+2xm+2 + . . .+αnxn) =: u + v , äå çà îçíà÷åííÿì u = α1x1 +
α2x2+. . .+αmxm ∈ U, v = αm+1xm+1+αm+2xm+2+. . .+αnxn ∈
V . Òîáòî, U + V = L.
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Íåõàé z ∈ U ∩ V ⇔ z ∈ U ∧ z ∈ V ⇔ z = ν1x1 + ν2x2 +
. . . + νmxm ∧ z = νm+1xm+1 + νm+2xm+2 + . . . + νnxn. Îòæå,
ν1x1 + ν2x2 + . . .+ νmxm − νm+1xm+1− νm+2xm+2− . . .− νnxn =
θ. Îñêiëüêè x1, x2, . . . , xn � áàçèñ L, òîáòî ëiíiéíî íåçàëåæíà
ñèñòåìà, ìà¹ìî ν1 = ν2 = . . . = νn = 0, îòæå z = θ, i U ∩ V =
{θ}. Ìè îòðèìàëè U ⊕ V = L.
2
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Îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Íåõàé F � äîâiëüíå ïîëå, m,n ∈
N � çàäàíi ÷èñëà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Mat(m × n,F ) ìíîæèíó
ìàòðèöü ðîçìiðó m × n ç åëåìåíòàìè ç ïîëÿ F .

ßêùî A,B ∈ Mat(m × n,F ),

A = (aij)i=1,...,m
j=1,...,n

, B = (bij)i=1,...,m
j=1,...,n

,

òî âèçíà÷åíî äîäàâàííÿ òàêèõ ìàòðèöü:

C = A+B, C = (cij)i=1,...,m
j=1,...,n

, cij = aij+bij , 1 ≤ i ≤ m,1 ≤ j ≤ n.
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Î÷åâèäíî, ùî îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ ìàòðèöü ôiêñîâàíîãî ðîç-
ìiðó ¹ àñîöiàòèâíîþ, êîìóòàòèâíîþ, ìà¹ íåéòðàëüíèé åëåìåíò
(íóëüîâó ìàòðèöþ, òîáòî ìàòðèöþ ç óñiìà íóëüîâèìè åëåìåí-
òàìè) i ó êîæíî¨ ìàòðèöi ¹ îáåðíåíà çà äîäàâàííÿì. Òîáòî,
Mat(m × n,F ) ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ çà äîäàâàííÿì.

ßêùî A ∈ Mat(m × n,F ), A = (aij)i=1,...,m
j=1,...,n

, λ ∈ F , òî çàäàíà

îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöi íà ÷èñëî ç ïîëÿ:

λA = (λaij)i=1,...,m
j=1,...,n

.

Ïåðåâiðòå, ùî ìíîæèíà ìàòðèöü Mat(m × n,F ) ç îïåðàöiÿìè
äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ íà ÷èñëî ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì, i çíàé-
äiòü âèìiðíiñòü öüîãî ïðîñòîðó.
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Ìíîæåííÿ ìàòðèöü.
Íåõàé çàäàíi ÷èñëà n,m, k ∈ N, i çàäàíi äâi ìàòðèöi A ∈
Mat(m × n,F ), B ∈ Mat(n × k ,F ).

Îçíà÷åííÿ. Äîáóòêîì äâîõ ìàòðèöü A ∈ Mat(m × n,F ) i B ∈
Mat(n× k ,F ) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ C = (cij) ∈ Mat(m × k ,F ),
òàêà ùî

cij =
n∑

s=1

aisbsj , i = 1, ...,m, j = 1, ..., k .

Ïèøóòü C = AB, àáî C = A · B.

Âëàñòèâîñòi ìíîæåííÿ ìàòðèöü.
1. Íåõàé çàäàíi òðè äîâiëüíi ìàòðèöi A ∈ Mat(m × n,F ), B ∈
Mat(n × k ,F ), C ∈ Mat(k × t ,F ). Òîäi

(A · B) · C = A · (B · C).
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Çîêðåìà, ìíîæåííÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ôiêñîâàíîãî ðîçìiðó
¹ àñîöiàòèâíèì.
Çàâäàííÿ: ïðîâåñòè äåòàëüíå äîâåäåííÿ öi¹¨ âëàñòèâîñòi.

2. Íåõàé A ∈ Mat(m × n,F ) i B ∈ Mat(n × k ,F ). ×è ¹ âiðíèì,
ùî A · B = B · A? Ïî-ïåðøå, ÿêùî iñíó¹ B · A, òî k = m, òîá-
òî A ∈ Mat(m × n,F ), B ∈ Mat(n × m,F ). Ïî-äðóãå, A · B ∈
Mat(m×m,F ), à B ·A ∈ Mat(n×n,F ), òîáòî, ÿêùî öi ìàòðèöi
¹ ðiâíèìè, òî n = m, òîáòî äîñëiäæóâàòè ïèòàííÿ êîìóòà-
òèâíîñòi ìíîæåííÿ ìàòðèöü ìà¹ ñåíñ òiëüêè äëÿ êâàäðàòíèõ
ìàòðèöü.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ n ∈ N,n ≥ 2, ìíîæåííÿ ÿê îïåðàöiÿ
íà ìíîæèíi Mat(n × n,F ) íå ¹ êîìóòàòèâíèì.
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Íàâåäåìî ïðèêëàä äëÿ n = 2. Íåõàé

A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
5 6
7 8

)
.

Òîäi ìè ìà¹ìî

A·B =

(
1 2
3 4

)(
5 6
7 8

)
=

(
1 · 5 + 2 · 7 1 · 6 + 2 · 8
3 · 5 + 4 · 7 3 · 6 + 4 · 8

)
=

(
19 22
43 50

)
,

i

B·A =

(
5 6
7 8

)(
1 2
3 4

)
=

(
5 · 1 + 6 · 3 5 · 2 + 6 · 4
7 · 1 + 8 · 3 7 · 2 + 8 · 4

)
=

(
23 34
31 46

)
.

ßê áà÷èìî, A · B 6= B · A. Íàâåäiòü ñàìîñòiéíî àíàëîãi÷íèé
ïðèêëàä äëÿ äîâiëüíîãî n ≥ 3.
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3. Íåéòðàëüíèé åëåìåíò äëÿ îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ íà ìíîæèíi
Mat(n × n,F ). Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ìàòðèöÿ

I =



1 0 0 0 · · · 0 0 0
0 1 0 0 · · · 0 0 0
0 0 1 0 · · · 0 0 0
...

...
...

0 0 0 0 · · · 0 1 0
0 0 0 0 · · · 0 0 1


∈ Mat(n × n,F )

¹ íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì äëÿ ìíîæåííÿ íà Mat(n×n,F ), òîá-
òî äëÿ äîâiëüíî¨ A ∈ Mat(n×n,F ) âèêîíó¹òüñÿ A · I = I ·A = A.
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Ïåðåâiðèìî öå. Íåõàé A = (aij)
n
i,j=1 � äîâiëüíà ìàòðèöÿ ðîçìi-

ðó n × n ç åëåìåíòàìè ç ïîëÿ F . Íåõàé B = (bij)
n
i,j=1 := A · I.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi i , j ∈ {1, . . . ,n}. Îñêiëüêè j-é ñòîâï÷èê
ìàòðèöi I ìà¹ íóëi íà óñiõ ìiñöÿõ îêðiì j-ãî (à íà j-ìó ìiñöi
j-ãî ñòîâï÷èêà ñòî¨òü îäèíèöÿ), ìè ìà¹ìî

bij = ai1 · 0 + ai2 · 0 + . . .+ ai,j−1 · 0 + aij · 1+

ai,j+1 · 0 + . . .+ ain · 0 = aij .

Òîáòî bij = aij äëÿ óñiõ i , j ∈ {1, . . . ,n}, çâiäêè B = A · I = A.
Àíàëîãi÷íî ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ A ∈ Mat(n × n,F )
âèêîíó¹òüñÿ I · A = A.
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Òåîðåìà ïðî âèçíà÷íèê äîáóòêó ìàòðèöü.
4. Ïiñëÿ äîñëiäæåííÿ ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ íåéòðàëüíîãî
åëåìåíòà íàì ïîòðiáíî äîñëiäèòè ïèòàííÿ, ÷è äëÿ êîæíîãî
(îêðiì íóëüîâîãî) åëåìåíòà ìíîæèíè Mat(n × n,F ) ¹ îáåðíå-
íèé çà ìíîæåííÿì. Àëå ïîêè ìè íå ìîæåìî âiäïîâiñòè íà öå
ïèòàííÿ, ìè âiäïîâiìî íà íüîãî ïiçíiøå.

Òåîðåìà ïðî âèçíà÷íèê äîáóòêó ìàòðèöü. Íåõàé n ∈ N, A ∈
Mat(n × n,F ) i B ∈ Mat(n × n,F ) � äîâiëüíi ìàòðèöi. Òîäi

det(A · B) = det A · det B.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = (aij)
n
i,j=1 i B = (bij)

n
i,j=1 � äîâiëüíi ìàò-

ðèöi ðîçìiðó n × n ç åëåìåíòàìè ç ïîëÿ F . Ìè ìà¹ìî

det(A · B) =

det



∑n
i1=1 a1,i1bi1,1

∑n
i1=1 a1,i1bi1,2 · · ·

∑n
i1=1 a1,i1bi1,n∑n

i2=1 a2,i2bi2,1
∑n

i2=1 a2,i2bi2,2 · · ·
∑n

i2=1 a2,i2bi2,n∑n
i3=1 a3,i3bi3,1

∑n
i3=1 a3,i3bi3,2 · · ·

∑n
i3=1 a3,i3bi3,n

...
...

...
...∑n

in=1 an,inbin,1
∑n

in=1 an,inbin,2 · · ·
∑n

in=1 an,inbin,n

 =
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n∑
i1=1

n∑
i2=1

n∑
i3=1

· · ·
n∑

in=1

det


a1,i1bi1,1 a1,i1bi1,2 · · · a1,i1bi1,n
a2,i2bi2,1 a2,i2bi2,2 · · · a2,i2bi2,n
a3,i3bi3,1 a3,i3bi3,2 · · · a3,i3bi3,n

...
...

...
...

an,inbin,1 an,inbin,2 · · · an,inbin,n

 =

n∑
i1=1

n∑
i2=1

n∑
i3=1

· · ·
n∑

in=1

a1,i1a2,i2a3,i3 ·. . .·an,in det


bi1,1 bi1,2 · · · bi1,n
bi2,1 bi2,2 · · · bi2,n
bi3,1 bi3,2 · · · bi3,n
...

...
...

...
bin,1 bin,2 · · · bin,n

 =
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∑
σ=(1 2 . . . n

i1 i2 . . . in)∈Sn

a1,i1a2,i2a3,i3 ·. . .·an,in det


bi1,1 bi1,2 · · · bi1,n
bi2,1 bi2,2 · · · bi2,n
bi3,1 bi3,2 · · · bi3,n
...

...
...

...
bin,1 bin,2 · · · bin,n
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=
∑

σ=(1 2 . . . n
i1 i2 . . . in)∈Sn

signσa1,i1a2,i2a3,i3 · . . . · an,in ·

det


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
b31 b32 · · · b3n
...

...
...

...
bn1 bn2 · · · bnn

 =

=
∑

σ=(1 2 . . . n
i1 i2 . . . in)∈Sn

signσa1,i1a2,i2a3,i3 · . . . · an,in · det B =
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= det B ·
∑

σ=(1 2 . . . n
i1 i2 . . . in)∈Sn

signσa1,i1a2,i2a3,i3 · . . . · an,in =

det B · det A = det A · det B.

Ìè äîâåëè, ùî det(A · B) = det A · det B. 2
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Îáåðíåíà ìàòðèöÿ.

Òâåðäæåííÿ. Íåõàé A ∈ Mat(n × n,F ) � äîâiëüíà ìàòðèöÿ
ðîçìiðó n × n ç åëåìåíòàìè ç ïîëÿ F . Òîäi
1. ßêùî iñíó¹ B ∈ Mat(n×n,F ), òàêà ùî A·B = I, òî det A 6= 0.
2. ßêùî iñíó¹ C ∈ Mat(n×n,F ), òàêà ùî C ·A = I, òî det A 6= 0.

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî

A · B = I ⇒ det(A · B) = det I = 1 ⇒

det A · det B = 1 ⇒ det A 6= 0.

Ïóíêò 2 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. 2

Òîáòî, ÿêùî ó ìàòðèöi âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹ íóëþ, òî ó íå¨
íåìà¹ àíi ïðàâî¨, àíi ëiâî¨ îáåðíåíî¨.
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Òåîðåìà. Íåõàé A ∈ Mat(n× n,F ), det A 6= 0. Òîäi iñíó¹ A−1 ∈
Mat(n × n,F ), òàêà ùî

A · A−1 = A−1 · A = I.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ã = (ãij)
n
i,j=1 � ìàòðèöþ, åëåìåí-

òè ÿêî¨ çíàõîäÿòüñÿ çà ôîðìóëàìè

ãij = (−1)i+jM ′ i
j , i , j ∈ {1,2, . . . ,n}

(íàãàäó¹ìî, ùî, ÿê çàâæäè, ÷åðåç M ′ i
j ïîçíà÷à¹ìî âèçíà÷íèê

ìàòðèöi, ÿêà âèõîäèòü ç ìàòðèöi A ïiñëÿ âèêðåñëåííi ðÿäêà çà
íîìåðîì j i ñòîâïöÿ çà íîìåðîì i). Öÿ ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ
ïðè¹äíàíîþ äî ìàòðèöi A.

Îá÷èñëèìî äîáóòêè ìàòðèöü A · Ã, Ã · A.
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Ìè ìà¹ìî
A · Ã =

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
a31 a32 · · · a3n
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

an1 an2 · · · ann

 ·


(−1)1+1M′ 1
1 (−1)1+2M′ 1

2 · · · (−1)1+nM′ 1
n

(−1)2+1M′ 2
1 (−1)2+2M′ 2

2 · · · (−1)2+nM′ 2
n

(−1)3+1M′ 3
1 (−1)3+2M′ 3

2 · · · (−1)3+nM′ 3
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(−1)n+1M′ n
1 (−1)n+M′ n

2 · · · (−1)n+nM′ n
n

 .

Ìàòðèöi ìè ìíîæèìî çà ïðàâèëîì �ðÿäîê íà ñòîâïåöü�. Äëÿ
òîãî, ùîá çíàéòè åëåìåíò äîáóòêó çà íîìåðîì ij , òðåáà i-é
ðÿäîê ìàòðèöi A ïîìíîæèòè íà j-é ñòîâïåöü ìàòðèöi Ã. Âiä-
ìiòèìî, ùî â ñòîâïöi íîìåð j ìàòðèöi Ã ìiñòÿòüñÿ àëãåáðà¨÷íi
äîïîâíåííÿ äî j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A
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Ðàíiøå ìè äîâîäèëè òàêi ôîðìóëè:

n∑
k=0

aik (−1)i+kM ′ k
i = det A,

n∑
k=0

aik (−1)j+kM ′ k
j = 0, ∀j 6= i .

Òàêèì ÷èíîì, ìè áà÷èìî, ùî A · Ã = det A · I. Àíàëîãi÷íî ìè
ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî Ã · A = det A · I.

Öå ñïîñòåðåæåííÿ äà¹ ìîæëèâiñòü ïîáóäóâàòè îáåðíåíó ìàò-
ðèöþ äëÿ ìàòðèöi A ó âèïàäêó, êîëè det A 6= 0. À ñàìå, íåõàé
A−1 = (βij)

n
i,j=1,

βij =
1

det A
(−1)i+jM ′ i

j , i , j ∈ {1,2, . . . ,n}.



Ëåêöi¨ ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè

Ðîçäië 2. Ìíîæåííÿ ìàòðèöü

Ìè ìà¹ìî A · A−1 = A−1 · A = I. 2

�äèíiñòü îáåðíåíî¨ ìàòðèöi.

Òåîðåìà. Íåõàé A,B,C ∈ Mat(n × n,F ).
1. ßêùî A · B = I, òî B = A−1.
2. ßêùî C · A = I, òî C = A−1.

Äîâåäåííÿ. ßêùî A · B = I, òî ìà¹ìî A−1 · (A · B) = A−1 · I
⇒ (A−1 · A) · B = A−1 ⇒ I · B = A−1 ⇒ B = A−1. Ïóíêò 2
äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. 2
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Ðàíã ìàòðèöi. Òåîðåìà ïðî ðàíã ìàòðèöi.

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé A ∈ Mat(m × n,F ), m,n ∈ N. Ñòîâïöå-
âèì ðàíãîì ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ ðàíã ñèñòåìè ¨¨ ñòîâïöiâ
A1,A2, . . . ,An, òîáòî íàéáiëüøà êiëüêiñòü ëiíiéíî íåçàëåæíèõ
ñòîâïöiâ.

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé A ∈ Mat(m×n,F ), m,n ∈ N. Ðÿäêîâèì ðàí-
ãîì ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ ðàíã ñèñòåìè ¨¨ ðÿäêiâ A1,A2, . . . ,Am,
òîáòî íàéáiëüøà êiëüêiñòü ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðÿäêiâ.

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé A ∈ Mat(m × n,F ), m,n ∈ N. Äåòåðìiíàíò-
íèì ðàíãîì ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ íàéâèùié ñåðåä ïîðÿäêiâ
íåíóëüîâèõ ìiíîðiâ ìàòðèöi A.
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Òåîðåìà (òåîðåìà ïðî ðàíã ìàòðèöi). Íåõàé A ∈ Mat(m×n,F ),
m,n ∈ N, A = (aij)i=1,...,m

j=1,...,n

. Òîäi ñòîâïöåâèé ðàíã ìàòðèöi A

äîðiâíþ¹ ðÿäêîâîìó ðàíãó ìàòðèöi A i äîðiâíþ¹ äåòåðìiíàíò-
íîìó ðàíãó ìàòðèöi A. Ðàíã ìàòðèöi A ïîçíà÷à¹òüñÿ rg A.

Äîâåäåííÿ.
ßêùî îäèí iç ðàíãiâ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ íóëþ, òî, î÷åâèäíî,
ìàòðèöÿ A ¹ íóëüîâîþ, òîìó iíøi äâà ðàíãè òåæ äîðiâíþþòü
íóëþ. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê íåíóëüîâî¨ ìàòðèöi, i ïîçíà÷èìî ¨¨
äåòåðìiíàíòíèé ðàíã ÷åðåç r := rg A ∈ N.

Òîé ôàêò, ùî äåòåðìiíàíòíèé ðàíã ìàòðèöi äîðiâíþ¹ r , îçíà-
÷à¹, ùî ¹ ÿêèéñü ìiíîð ìàòðèöi A, ÿêèé íå äîðiâíþ¹ íóëþ, à
óñi ìiíîðè ìàòðèöi A ïîðÿäêiâ ñòðîãî áiëüøèõ çà r äîðiâíþþòü
íóëþ.

Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæà¹ìî, ùî íåíóëüîâèé ìiíîð
ñôîðìîâàíèé ðÿäêàìè 1,2, . . . , r , i ñòîâïöÿìè 1,2, . . . , r , òîáòî
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D := det


a11 a12 · · · a1r
a21 a22 · · · a2r
...

...
...

...
ar1 ar2 · · · arr

 6= 0.

Íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî ç òîãî, ùî âèïëèâà¹ ùî ïåðøi r
ñòîâïöiâ A1,A2, . . . ,Ar ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, i ïåðøi r ðÿä-
êiâ A1,A2, . . . ,Ar ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè. Äiéñíî, ïðèïóñòè-
ìî, ùî ñòîâïöi A1,A2, . . . ,Ar ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè. Òîäi îäèí
iç öèõ ñòîâïöiâ ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ iíøèõ. Òîáòî, iñíó¹
j = 1,2, . . . , r , i iñíóþòü ÷èñëà α1, α2, . . . , αj−1, αj+1, . . . , αr , òà-
êi ùî

Aj = α1A1 + α2A2 + . . .+ αj−1Aj−1 + αj+1Aj+1 + . . .+ αr Ar .
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Ðîçãëÿíåìî íåâèðîäæåíó ìàòðèöþ


a11 a12 · · · a1r
a21 a22 · · · a2r
...

...
...

...
ar1 ar2 · · · arr

 . ��

âèçíà÷íèê íå çìiíèòüñÿ, ÿêùî ìè äî j-ãî ñòîâïöÿ äîäàìî òà-
êó ëiíiéíó êîìáiíàöiþ iíøèõ ñòîâïöiâ: −α1A1 − α2A2 − . . . −
αj−1Aj−1−αj+1Aj+1−. . .−αr Ar . Àëå ïiñëÿ òàêîãî äîäàâàííÿ j-é
ñòîâïåöü áóäå äîðiâíþâàòè íóëþ, òîáòî îòðèìó¹ìî, ùî D = 0.
Öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî D 6= 0.

Îòæå ìè äîâåëè, ùî A1,A2, . . . ,Ar ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè.
Àíàëîãi÷íî äîâîäèìî, ùî A1,A2, . . . ,Ar ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíè-
ìè.

Òîáòî ìè äîâåëè, ùî ñòîâïöåâèé ðàíã ìàòðèöi ≥ r , òàêîæ ðÿä-
êîâèé ðàíã ìàòðèöi ≥ r . Çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî îáèäâà öèõ
ðàíãè äîðiâíþþòü r .
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Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi i ∈ {1,2, . . . ,m}, j ∈ {1,2, . . . ,n}. Òîäi ìè
ìà¹ìî

det



a11 a12 · · · a1r a1j
a21 a22 · · · a2r a2j
a31 a32 · · · a3r a3j
...

...
...

...
ar1 ar2 · · · arr arj
ai1 ai2 · · · air aij


= 0 (2)

(äî ìàòðèöi, ñôîðìîâàíî¨ ïåðøèìè r ðÿäêàìè i ïåðøèìè r
ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A äîäàëè ðÿäîê ç íîìåðîì i i ñòîâïåöü ç
íîìåðîì j).
Ïîÿñíèìî âèêîíàííÿ ðiâíîñòi (2).
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ßêùî i ∈ {1,2, . . . , r}, òî (2) âèêîíó¹òüñÿ, áî â ìàòðèöi ¹ äâà
îäíàêîâi ðÿäêè. ßêùî j ∈ {1,2, . . . , r}, òî (2) âèêîíó¹òüñÿ, áî
â ìàòðèöi ¹ äâà îäíàêîâi ñòîâïöÿ. ßêùî æ i ∈ {r + 1, r +
2, . . . ,m}, j ∈ {r + 1, r + 2, . . . ,n}, òî (2) âèêîíó¹òüñÿ, áî äå-
òåðìiíàíòíèé ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ r (ìàòðèöÿ, âiä ÿêî¨
áåðåìî âèçíà÷íèê â ôîðìóëi (2), ¹ ìiíîðîì ìàòðèöi A ïîðÿä-
êó r + 1).

Ðîçêëàäåìî âèçíà÷íèê ç ëiâî¨ ÷àñòèíi ôîðìóëè (2) ïî îñòàí-
íüîìó ðÿäêó. Âiäçíà÷èìî, ùî àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ åëåìåí-
òiâ îñòàííüîãî ðÿäêà (äîïîâíþâàëüíi ìiíîðè çi çíàêàìè) íå
çàëåæàòü âiä íîìåðà ðÿäêà i , à òiëüêè âiä íîìåðà ñòîâïöÿ j , à
äëÿ îñòàííüîãî åëåìåíòà îñòàííüîãî ðÿäêà öå äîïîâíåííÿ íå
çàëåæèòü i âiä j , âîíî äîðiâíþ¹ D.
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Òîìó ìè ìà¹ìî ôîðìóëó

ai1B1(j) + ai2B2(j) + . . .+ air Br (j) + aijD = 0

(òóò B1(j),B2(j), . . . ,Br (j) ∈ F � äåÿêi ÷èñëà, ÿêi çàëåæàòü
òiëüêè âiä j). Îñêiëüêè D 6= 0, ç îñòàííüî¨ ôîðìóëè ìè îò-
ðèìó¹ìî

aij = ai1C1(j) + ai2C2(j) + . . .+ air Cr (j). (3)

Ìè äîâåëè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ: äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ {1,2, . . . ,m},
j ∈ {1,2, . . . ,n}, çíàéäóòüñÿ ÷èñëà C1(j),C2(j), . . . ,Cr (j) ∈ F ,
ÿêi çàëåæàòü òiëüêè âiä j , òàêi ùî âèêîíó¹òüñÿ (3).
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Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå j ∈ {1,2, . . . ,n} i çàïèøåìî äåòàëüíî
ôîðìóëó (3) äëÿ óñiõ i ∈ {1,2, . . . ,m}. Ìè ìà¹ìî

a1j = a11C1(j) + a12C2(j) + . . .+ a1r Cr (j).

a2j = a21C1(j) + a22C2(j) + . . .+ a2r Cr (j).

a3j = a31C1(j) + a32C2(j) + . . .+ a3r Cr (j).

...

amj = am1C1(j) + am2C2(j) + . . .+ amr Cr (j).

Òîáòî, äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ {1,2, . . . ,n} çíàéäóòüñÿ ÷èñëà
C1(j),C2(j), . . . ,Cr (j) ∈ F , òàêi ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Aj = C1(j)A1 + C2(j)A2 + . . .+ Cr (j)Ar .
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Iíøèìè ñëîâàìè, A1,A2, . . . ,An ∈ Lin {A1,A2, . . . ,Ar}, òîáòî
ðàíã ñèñòåìè ñòîâïöiâ ìàòðèöi A íå ¹ áiëüøèì çà âèìiðíiñòü
ëiíiéíî¨ îáîëîíêè ïåðøèõ r ñòîâïöiâ, òîáòî íå ¹ áiëüøèì çà r .
Ïðè öüîìó ñòîâïöi A1,A2, . . . ,Ar ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, òîáòî
ñòîâïöåâèé ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ r .

Àíàëîãi÷íî (ðîçêëàäàþ÷è âèçíà÷íèê ç ëiâî¨ ÷àñòèíi ôîðìóëè
(2) ïî îñòàííüîìó ñòîâïöþ) ìè äîâåäåìî, ùî ðÿäêîâèé ðàíã
ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ r . 2

Çàäà÷à. Íåõàé A,B ∈ Mat(m × n,F ). Äîâåäiòü, ùî

rg(A + B) ≤ rgA + rgB.


	 1.    
	 2.  

