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Ðîçäië 6. Ëiíiéíi îïåðàòîðè â åâêëiäîâèõ ïðîñòîðàõ

Óíiòàðíi ëiíiéíi îïåðàòîðè.

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé E � åâêëiäiâ ïðîñòið, n = dim E ∈ N, U :
E → E � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Îïåðàòîð U íàçèâà¹òüñÿ óíiòàð-

íèì, ÿêùî UU∗ = U∗U = I.

Òåîðåìà. Íåõàé E � åâêëiäiâ ïðîñòið, n = dim E ∈ N, U : E →
E � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Òîäi íàñòóïíi òðè óìîâè ¹ åêâiâàëåíò-

íèìè:

1. UU∗ = U∗U = I, òîáòî îïåðàòîð U ¹ óíiòàðíèì.

2. Äëÿ äîâiëüíèõ x , y ∈ E âèêîíó¹òüñÿ 〈Ux ,Uy〉 = 〈x , y〉.
3. Äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ E âèêîíó¹òüñÿ ‖Ux‖ = ‖x‖.

Äîâåäåííÿ. 1 ⇒ 2. Íåõàé UU∗ = U∗U = I, òîäi äëÿ äîâiëüíèõ
x , y ∈ E âèêîíó¹òüñÿ 〈Ux ,Uy〉 = 〈x ,U∗Uy〉 = 〈x , Iy〉 = 〈x , y〉.
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2 ⇒ 3. Íåõàé äëÿ äîâiëüíèõ x , y ∈ E âèêîíó¹òüñÿ 〈Ux ,Uy〉 =
〈x , y〉. Îáåðåìî äîâiëüíèé x ∈ E i ïîêëàäåìî y = x . Ìè ìà¹ìî

〈Ux ,Ux〉 = 〈x , x〉, òîáòî ‖Ux‖ = ‖x‖.
3 ⇒ 2. Äëÿ äîâiëüíèõ z ∈ E âèêîíó¹òüñÿ ‖Uz‖ = ‖z‖. Íåõàé
x , y ∈ E � äîâiëüíi âåêòîðè. Çà óìîâîþ ìè ìà¹ìî

‖U(x + y)‖ = ‖x + y‖ ⇔ 〈U(x + y),U(x + y)〉 = 〈x + y , x + y〉

⇔ 〈Ux ,Ux〉+ 〈Ux ,Uy〉+ 〈Uy ,Ux〉+ 〈Uy ,Uy〉 =

〈x , x〉+ 〈x , y〉+ 〈y , x〉+ 〈y , y〉.

Çà óìîâîþ, 〈Ux ,Ux〉 = 〈x , x〉, 〈Uy ,Uy〉 = 〈y , y〉, òîáòî ìè îò-

ðèìó¹ìî

〈Ux ,Uy〉+〈Uy ,Ux〉 = 〈x , y〉+〈y , x〉 ⇔ Re 〈Ux ,Uy〉 = Re 〈x , y〉.
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Òàêèì ÷èíîì, ó âèïàäêó äiéñíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó ìè

îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x , y ∈ E âèêîíó¹òüñÿ 〈Ux ,Uy〉 =
〈x , y〉. Çàëèøèëîñÿ ðîçãëÿíóòè êîìïëåêñíèé åâêëiäiâ ïðîñòið.

Íåõàé E � êîìïëåêñíèé åâêëiäiâ ïðîñòið x , y ∈ E � äîâiëüíi

âåêòîðè. Çà óìîâîþ ìè ìà¹ìî

‖U(x+ iy)‖ = ‖x+ iy‖ ⇔ 〈U(x+ iy),U(x+ iy)〉 = 〈x+ iy , x+ iy〉

⇔ 〈Ux ,Ux〉 − i〈Ux ,Uy〉+ i〈Uy ,Ux〉+ i · (−i)〈Uy ,Uy〉 =

〈x , x〉 − i〈x , y〉+ i〈y , x〉+ i · (−i)〈y , y〉 ⇔

〈Ux ,Ux〉 − i〈Ux ,Uy〉+ i〈Uy ,Ux〉+ 〈Uy ,Uy〉 =

〈x , x〉 − i〈x , y〉+ i〈y , x〉+ 〈y , y〉.

Çà óìîâîþ, 〈Ux ,Ux〉 = 〈x , x〉, 〈Uy ,Uy〉 = 〈y , y〉, òîáòî ìè îò-

ðèìó¹ìî
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−i〈Ux ,Uy〉+ i〈Uy ,Ux〉 = −i〈x , y〉+ i〈y , x〉 ⇔

Re (−i〈Ux ,Uy〉) = Re (−i〈x , y〉) ⇔

Im (〈Ux ,Uy〉) = Im (〈x , y〉).

Òîáòî ìè äîâåëè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x , y ∈ E âèêîíó¹òüñÿ

Re 〈Ux ,Uy〉 = Re 〈x , y〉 i Im (〈Ux ,Uy〉) = Im (〈x , y〉). Çâiä-
êè, äëÿ äîâiëüíèõ x , y ∈ E âèêîíó¹òüñÿ 〈Ux ,Uy〉 = 〈x , y〉.

2 ⇒ 1. Íåõàé äëÿ äîâiëüíèõ x , y ∈ E âèêîíó¹òüñÿ 〈Ux ,Uy〉 =
〈x , y〉. Ìè ìà¹ìî

〈Ux ,Uy〉 = 〈x ,U∗Uy〉 = 〈x , y〉 ⇔ 〈Ix , y〉 = 〈x ,U∗Uy〉

äëÿ äîâiëüíèõ x , y ∈ E . Ìè îòðèìàëè, ùî U∗U = I∗ = I.
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Îñêiëüêè ïðîñòið E ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ìè ìà¹ìî U∗U =
I ⇔ UU∗ = U∗U = I (ïîÿñíåííÿ!). Òåîðåìó äîâåäåíî. 2

Òâåðäæåííÿ. Íåõàé E � åâêëiäiâ ïðîñòið, n = dim E ∈ N, U :
E → E � ëiíiéíèé îïåðàòîð, UU∗ = U∗U = I. Íåõàé λ0 ∈ F �

âëàñíå ÷èñëî U, òîáòî χU(λ0) = 0. Òîäi |λ0| = 1.

Äîâåäåííÿ. Ìè ìà¹ìî χU(λ0) = 0 ⇒ ∃x0 ∈ E , x0 6= θ : Ux0 =
λ0x0, à îñêiëüêè ‖Ux0‖ = ‖x0‖, òî îòðèìó¹ìî ‖λ0x0‖ = ‖x0‖,
çâiäêè |λ0|‖x0‖ = ‖x0‖ ⇒ |λ0| = 1. 2

Òâåðäæåííÿ. Íåõàé E � åâêëiäiâ ïðîñòið, n = dim E ∈ N, A :
E → E � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Íåõàé V < E � ïiäïðîñòið, ÿêèé

¹ iíâàðiàíòíèì äëÿ îïåðàòîðà A i äëÿ îïåðàòîðà A∗, òîáòî
A : V → V , A∗ : V → V . Òîäi V⊥ ¹ òàêîæ iíâàðiàíòíèì äëÿ

îïåðàòîðà A i äëÿ îïåðàòîðà A∗, òîáòî A : V⊥ → V⊥, A∗ :
V⊥ → V⊥.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ V⊥, y ∈ V � äîâiëüíi âåêòîðè. Òîäi ìè

ìà¹ìî

〈Ax , y〉 = 〈x ,A∗y〉 = 0,

òîìó ùî çà óìîâîþ ∀y ∈ V âèêîíó¹òüñÿ A∗y ∈ V . Òîáòî ∀x ∈
V⊥ âèêîíó¹òüñÿ Ax ∈ V⊥.

〈A∗x , y〉 = 〈x ,Ay〉 = 0,

òîìó ùî çà óìîâîþ ∀y ∈ V âèêîíó¹òüñÿ Ay ∈ V . Òîáòî ∀x ∈
V⊥ âèêîíó¹òüñÿ A∗x ∈ V⊥. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. 2
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Ñïåêòðàëüíà òåîðåìà äëÿ óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ â êîìïëåêñ-

íîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði. Íåõàé E � êîìïëåêñíèé åâêëiäiâ

ïðîñòið, n = dim E ∈ N, U : E → E � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Óìî-

âà UU∗ = U∗U = I âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹

îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ e1,e2, . . . ,en ïðîñòîðó E , òàêèé ùî

Ue =


λ1 0 0 0 . . . 0 0
0 λ2 0 0 . . . 0 0
0 0 λ3 0 . . . 0 0

...
...

0 0 0 0 . . . 0 λn

 ,

ïðè öüîìó |λ1| = |λ2| = . . . = |λn| = 1.

Äîâåäåííÿ. 1. Ïðèïóñòèìî, e1,e2, . . . ,en � îðòîíîðìîâàíèé áà-

çèñ ïðîñòîðó E , òàêèé ùî
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Ue =


λ1 0 0 0 . . . 0 0
0 λ2 0 0 . . . 0 0
0 0 λ3 0 . . . 0 0

...
...

0 0 0 0 . . . 0 λn

 ,

ïðè öüîìó |λ1| = |λ2| = . . . = |λn| = 1. Îñêiëüêè öåé áàçèñ

¹ îðòîíîðìîâàíèì, ùîá ïîáóäóâàòè ìàòðèöþ U∗e , òðåáà ìàò-

ðèöþ Ue òðàíñïîíóâàòè i êîæåí åëåìåíò ìàòðèöi êîìïëåêñíî

ñïðÿãíóòè. Îòæå, ìè ìà¹ìî

U∗e =


λ1 0 0 0 . . . 0 0
0 λ2 0 0 . . . 0 0
0 0 λ3 0 . . . 0 0

...
...

0 0 0 0 . . . 0 λn

 .
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Îòæå, ìè îòðèìó¹ìî

UeU∗e = U∗eUe =


λ1λ1 0 0 0 . . . 0 0

0 λ2λ2 0 0 . . . 0 0
0 0 λ3λ3 0 . . . 0 0

...
...

0 0 0 0 . . . 0 λnλn

 = I,

òàê ÿê äëÿ êîæíîãî j = 1,2, . . . ,n ìà¹ìî λjλj = |λj |2 = 1. Ìè

äîâåëè, ùî UU∗ = U∗U = I.

2. Ïðèïóñòèìî, ùî UU∗ = U∗U = I. Áóäåìî äîâîäèòè òåîðåìó

iíäóêöi¹þ ïî n = dim E .
2.1. Áàçà iíäóêöi¨ n = 1. Îáåðåìî äîâiëüíèé e1 � îðòîíîðìî-

âàíèé áàçèñ E . Íåõàé Ue = (λ1), λ1 ∈ C, òîáòî Ue1 = λ1e1. Ç
UU∗ = U∗U = I ìà¹ìî |λ1| = 1. Áàçó iíäóêöi¨ äîâåäåíî.
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2.2. Iíäóêòèâíèé ïåðåõiä n−1 ; n, n = 2,3, . . . Òîáòî ìè ââà-
æà¹ìî, ùî äëÿ åâêëiäîâèõ ïðîñòîðiâ ðîçìiðíîñòi n−1 òåîðåìà

âèêîíó¹òüñÿ. Íåõàé dim E = n, U : E → E � ëiíiéíèé îïåðà-

òîð, UU∗ = U∗U = I. Ìè ìà¹ìî χU(λ) ∈ C[λ], degχU = n ∈ N.
Òîáòî, ç îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè, iñíó¹ λ1 ∈ C, χU(λ1) = 0.
Çâiäñè iñíó¹ e1 ∈ E , ‖e1‖ = 1, òàêèé ùî Ue1 = λ1e1. Ç UU∗ =
U∗U = I ìà¹ìî |λ1| = 1. Êðiì òîãî, Ue1 = λ1e1 ⇒ U∗Ue1 =
U∗(λ1e1) ⇒ Ie1 = λ1U∗(e1) ⇒ U∗(e1) =

1
λ1

e1 = λ1e1.

Ðîçãëÿíåìî L = Lin {e1} < E , dim L = 1. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî

x ∈ L ìà¹ìî x = αe1, α ∈ C, çâiäêè Ux = U(αe1) = αUe1 =
αλ1e1 ∈ L. Êðiì òîãî, U∗x = U∗(αe1) = αU∗e1 = αλ1e1 ∈ L.
Òàêèì ÷èíîì, U : L → L i U∗ : L → L. Çà ïîïåðåäíüîþ

òåîðåìîþ, U : L⊥ → L⊥ i U∗ : L⊥ → L⊥.
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Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð U íà ïiäïðîñòîði L⊥, òîáòî U|L⊥ : L⊥ →
L⊥. Âiäçíà÷èìî, ùî öåé îïåðàòîð ¹ óíiòàðíèì U|L⊥ · U|∗L⊥ =

U|∗L⊥ ·U|L⊥ = I (ïîÿñíåííÿ!), à dim L⊥ = n−1. Çà iíäóêòèâíèì
ïðèïóùåííÿì, iñíó¹ e2,e3, . . . ,en � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ L⊥,
òàêèé ùî äëÿ êîæíîãî j = 2,3, . . . ,n âèêîíó¹òüñÿ Uej = λjej ,
äå |λj | = 1. Òîäi e1,e2,e3, . . . ,en � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ E ,
òàêèé ùî äëÿ êîæíîãî j = 1,2,3, . . . ,n âèêîíó¹òüñÿ Uej = λjej ,
äå |λj | = 1.
Òîáòî ìè îòðèìàëè, ùî

Ue =


λ1 0 0 0 . . . 0 0
0 λ2 0 0 . . . 0 0
0 0 λ3 0 . . . 0 0

...
...

0 0 0 0 . . . 0 λn

 ,
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i ïðè öüîìó |λ1| = |λ2| = . . . = |λn| = 1. Òåîðåìó äîâåäåíî. 2

Óíiòàðíi ëiíiéíi îïåðàòîðè ó äâîâèìiðíîìó äiéñíîìó åâêëiäî-

âîìó ïðîñòîði.

Íåõàé E = R2 � åâêëiäiâ ïðîñòið, U : E → E � ëiíiéíèé îïå-

ðàòîð, UU∗ = U∗U = I.

Íåõàé e1,e2 ∈ E � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ E , Ue =

(
a b
c d

)
� ìàòðèöÿ îïåðàòîðà â öüîìó áàçèñó. Çàïèøåìî óìîâó UU∗ =
U∗U = I ìîâîþ ìàòðèöü, áåðó÷è äî óâàãè òå, ùî áàçèñ ¹ îð-

òîíîðìîâàíèì. Ìè ìà¹ìî

UeU∗e =

(
a b
c d

)
·
(

a c
b d

)
=

(
1 0
0 1

)
.
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Òîáòî ìè ìà¹ìî ñèñòåìó ç ÷îòèðüîõ ðiâíÿíü
a2 + b2 = 1
ac + bd = 0
ca + db = 0
c2 + d2 = 1

⇔


a2 + b2 = 1
ac + bd = 0
c2 + d2 = 1

.

Äîáðå âiäîìî, ùî a2 + b2 = 1 ⇔ ∃ϕ ∈ R : a = cosϕ,b =
sinϕ. Òàêîæ c2 + d2 = 1 ⇔ ∃ψ ∈ R : d = cosψ, c = sinψ.
Ïiäñòàâèìî öå ó äðóãå ðiâíÿííÿ. Ìè ìà¹ìî

cosϕ · sinψ + sinϕ · cosψ = 0 ⇔ sin(ϕ+ ψ) = 0

⇔ ϕ+ ψ = πk , k ∈ Z.

Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.

1. Íåõàé ϕ+ ψ = 2πm, m ∈ Z, òîáòî ψ = 2πm − ϕ.
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Òîäi ìè îòðèìó¹ìî a = cosϕ,b = sinϕ,d = cosψ = cos(2πm−
ϕ) = cosϕ, c = sinψ = sin(2πm−ϕ) = − sinϕ. Òîáòî ìàòðèöÿ

îïåðàòîðà U ìà¹ âèãëÿä Ue =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
.

Âèñíîâîê: îïåðàòîð U ¹ îïåðàòîðîì ïîâîðîòó íà êóò −ϕ â

íàïðàâëåííi âiä e1 äî e2.

2. Íåõàé ϕ + ψ = π + 2πm, m ∈ Z, òîáòî ψ = π + 2πm − ϕ.
Òîäi ìè îòðèìó¹ìî a = cosϕ,b = sinϕ,d = cosψ = cos(π +
2πm−ϕ) = − cosϕ, c = sinψ = sin(π+2πm−ϕ) = sinϕ. Òîáòî

ìàòðèöÿ îïåðàòîðà U ìà¹ âèãëÿä Ue =

(
cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)
.

Ïèòàííÿ: ÿê ç'ÿñóâàòè, ùî öå çà îïåðàòîð?
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Ïî-ïåðøå, çíàéäåìî âëàñíi ÷èñëà öüîãî îïåðàòîðà. Ìà¹ìî

χUe(λ) = det
(

cosϕ− λ sinϕ
sinϕ − cosϕ− λ

)
=

λ2 − λ(cosϕ− cosϕ)− (cos2 ϕ+ sin2 ϕ) = λ2 − 1.

Òîáòî, íàø îïåðàòîð ìà¹ äâà ðiçíèõ âëàñíèõ ÷èñëà λ1 = 1
i λ2 = −1. Çâiäòè, íàø îïåðàòîð ¹ äiàãîíàëiçîâíèì â áàçèñi

ç âëàñíèõ âåêòîðiâ. Îñêiëüêè íàø îïåðàòîð ¹ óíiòàðíèì, öi

âåêòîðè ¹ îðòîãîíàëüíèìè. Òîáòî iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ

v1, v2 ∈ R2,

Uv =

(
1 0
0 −1

)
.

Ïèòàííÿ: ùî öå çà îïåðàòîð?
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Ðîçäië 6. Ëiíiéíi îïåðàòîðè â åâêëiäîâèõ ïðîñòîðàõ

Âiäïîâiäü: öå îïåðàòîð ñèìåòði¨ âiäíîñíî îñi Lin {v1}.

Çàâäàííÿ. Çíàéäiòü âåêòîðè v1, v2 (âîíè çàëåæàòü âiä ϕ).
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