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Ðîçäië 6. Ëiíiéíi îïåðàòîðè â åâêëiäîâèõ ïðîñòîðàõ

Ñïðÿæåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði.

Òåîðåìà. Íåõàé E � åâêëiäiâ ïðîñòið, n = dim E ∈ N, A : E →
E � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð

A∗ : E → E òàêèé ùî

∀x , y ∈ E : 〈Ax , y〉 = 〈x ,A∗y〉.

Òàêèé ëiíiéíèé îïåðàòîð A∗ íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿæåíèì äî îïå-

ðàòîðà A.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé âåêòîð y ∈ E . Ðîçãëÿíåìî
ôóíêöiþ f : E → F , ÿêà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ f (x) = 〈Ax , y〉.
Ïåðåâiðèìî, ùî f � ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë â E .
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Äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2 ∈ E , α1, α2 ∈ F âèêîíó¹òüñÿ

f (α1x1 + α2x2) = 〈A(α1x1 + α2x2), y〉 = 〈α1Ax1 + α2Ax2, y〉 =

α1〈Ax1, y〉+ α2〈Ax2, y〉 = α1f (x1) + α2f (x2).

Òîáòî, f � ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë â E . Ç òåîðåìè ïðî çàãàëüíèé

âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði

∃!z(y) ∈ E : ∀x ∈ E f (x) = 〈x , z(y)〉.

Áiëüø äåòàëüíî

∀y ∈ E ∃!z(y) ∈ E : ∀x ∈ E 〈Ax , y〉 = 〈x , z(y)〉.

Ìè ïåðåâiðèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ y → z(y) ¹ ëiíiéíèì îïåðà-

òîðîì â E .
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Íåõàé y1, y2 ∈ E � äîâiëüíi âåêòîðè, α1, α2 ∈ F � äîâiëüíi

÷èñëà. Òîäi iç îçíà÷åííÿ z(y) ìè ìà¹ìî:

∃!z(y1) ∈ E : ∀x ∈ E 〈Ax , y1〉 = 〈x , z(y1)〉.

∃!z(y2) ∈ E : ∀x ∈ E 〈Ax , y2〉 = 〈x , z(y2)〉.

Ç öèõ äâîõ ðiâíîñòåé âèïëèâà¹:

〈Ax , α1y1 + α2y2〉 = α1〈Ax , y1〉+ α2〈Ax , y2〉 =

α1〈x , z(y1)〉+ α2〈x , z(y2)〉 = 〈x , α1z(y1)〉+ 〈x , α2z(y2)〉 =

〈x , α1z(y1) + α2z(y2)〉,∀x ∈ E .

Òîáòî, âåêòîð α1z(y1)+α2z(y2) ìà¹ íàñòóïíó âëàñòèâiñòü: äëÿ
äîâiëüíîãî x ∈ E âèêîíó¹òüñÿ 〈Ax , α1y1+α2y2〉 = 〈x , α1z(y1)+
α2z(y2)〉.
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Iç ¹äèíîñòi âåêòîðà z(y) âèïëèâà¹, ùî z(α1y1+α2y2) = α1z(y1)+
α2z(y2). Ìè äîâåëè, ùî âiäîáðàæåííÿ y → z(y) ¹ ëiíiéíèì

îïåðàòîðîì â E . Áóäåìî äëÿ öüîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà âèêî-

ðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ A∗ (çàìiñòü z(y) áóäåìî ïèñàòè A∗(y)).
Ìè äîâåëè, ùî iñíó¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð A∗ : E → E òàêèé ùî

∀x , y ∈ E : 〈Ax , y〉 = 〈x ,A∗y〉.

Äîâåäåìî ¹äèíiñòü òàêîãî îïåðàòîðà. Íåõàé iñíó¹ ùå ëiíiéíèé

îïåðàòîð A# : E → E òàêèé ùî

∀x , y ∈ E : 〈Ax , y〉 = 〈x ,A#y〉.

Òîäi

∀x , y ∈ E : 〈x ,A∗y〉 = 〈x ,A#y〉 ⇒ 〈x ,A∗y − A#y〉 = 0.
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Íåõàé y ∈ E � äîâiëüíèé âåêòîð, ïîêëàäåìî x = A∗y − A#y .
Ìè ìà¹ìî

〈A∗y − A#y ,A∗y − A#y〉 = 0 ⇒ A∗y − A#y = θ.

Òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ E âèêîíó¹òüñÿ A∗y = A#y , ùî îçíà-
÷à¹ A∗ = A#. �äèíiñòü äîâåäåíî.
Òåîðåìà äîâåäåíà. 2

Âëàñòèâîñòi ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.

1. I∗ = I, òàê ÿê ∀x , y ∈ E : 〈Ix , y〉 = 〈x , Iy〉.
2. Äëÿ äîâiëüíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ A,B âèêîíó¹òüñÿ

(A + B)∗ = A∗ + B∗

(äîâåäiòü öå!).
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3. Äëÿ äîâiëüíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ A,B âèêîíó¹òüñÿ

(A · B)∗ = B∗ · A∗.

Äëÿ ∀x , y ∈ E ìè ìà¹ìî

〈(A · B)x , y〉 = 〈A(Bx), y〉 = 〈Bx ,A∗y〉 = 〈x ,B∗A∗y〉.

4. Äëÿ äîâiëüíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A i äîâiëüíîãî ñêàëÿðà

λ ∈ F âèêîíó¹òüñÿ

(λA)∗ = λA∗

(äîâåäiòü öå!).
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Òâåðäæåííÿ. Íåõàé E � åâêëiäiâ ïðîñòið, n = dim E ∈ N, A :
E → E � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ

Ker A∗ = (Im A)⊥, Im A∗ = (Ker A)⊥.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ïåðøó iç öèõ âëàñòèâîñòåé, äðóãó äî-

âåäiòü ñàìîñòiéíî. Íåõàé x ∈ E � äîâiëüíèé âåêòîð ïðîñòîðó,

y ∈ Ker A∗ � äîâiëüíèé âåêòîð Ker A∗. Ìè ìà¹ìî

〈Ax , y〉 = 〈x ,A∗y〉 = 〈x , θ〉 = 0,

òîáòî

y ∈ {Ax | x ∈ E}⊥ ⇔ y ∈ (Im A)⊥.

Ìè äîâåëè, ùî Ker A∗ ⊂ (Im A)⊥.
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Íåõàé z ∈ (Im A)⊥ � äîâiëüíèé âåêòîð (Im A)⊥. Öå îçíà÷à¹,
ùî

∀y ∈ Im A 〈y , z〉 = 0 ⇔ ∀x ∈ E 〈Ax , z〉 = 0 ⇔

∀x ∈ E 〈x ,A∗z〉 = 0 ⇔ A∗z = θ ⇒ z ∈ Ker A∗.

Ìè äîâåëè, ùî (Im A)⊥ ⊂ Ker A∗, òîáòî Ker A∗ = (Im A)⊥. 2

Òåîðåìà. Íåõàé E � åâêëiäiâ ïðîñòið, n = dim E ∈ N, A : E →
E � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Íåõàé e1,e2, . . . ,en � îðòîíîðìîâàíèé

áàçèñ E , ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ae = (aij)
n
i,j=1, A∗e = (ãij)

n
i,j=1. Òîäi

∀i , j ∈ {1,2, . . . ,n} ãij = aji ,

òîáòî

A∗e = Ae
t
.
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Äîâåäåííÿ. Îáåðåìî äîâiëüíi i , j ∈ {1,2, . . . ,n}. Ìè ìà¹ìî

〈Aei ,ej〉 = 〈ei ,A∗ej〉 ⇔ 〈a1ie1 + a2ie2 + . . .+ anien,ej〉 =

〈ei , ã1je1 + ã2je2 + . . .+ ãnjen〉 ⇒ aji = ãij .

Òåîðåìà äîâåäåíà. 2

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ìàòðèöÿ îïåðàòîðà A çàäàíà â îðòîíîð-

ìîâàíîìó áàçèñi, òî, ùîá ïîáóäóâàòè ìàòðèöþ îïåðàòîðà A∗,
òðåáà ìàòðèöþ A òðàíñïîíóâàòè i âçÿòè êîìïëåêñíå ñïðÿæåí-

íÿ ó êîæíîãî åëåìåíòà. Òàêó îïåðàöiþ íàä ìàòðèöÿìè (òðàíñ-

ïîíóâàííÿ i âçÿòòÿ êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ ó êîæíîãî åëå-

ìåíòà) ïîçíà÷àþòü çiðî÷êîþ (òîáòî, ÿêùî B ∈ Mat (n× n,F ),

äå F = R ∨ F = C, òî B∗ = B
t
).
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Ñàìîñïðÿæåíi ëiíiéíi îïåðàòîðè.

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé E � åâêëiäiâ ïðîñòið, n = dim E ∈ N, A :
E → E � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Ëiíiéíèé îïåðàòîð íàçèâà¹òüñÿ

ñàìîñïðÿæåíèì, ÿêùî A∗ = A, òîáòî ÿêùî

∀x , y ∈ E : 〈Ax , y〉 = 〈x ,Ay〉.

Ïèòàííÿ: ÿêùî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà âèïèñàíà â îð-

òîíîðìîâàíîìó áàçèñi, òî ç ÿêî¨ âëàñòèâîñòi ìàòðèöi âèïëèâà¹

ñàìîñïðÿæåíiñòü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà?

Òâåðäæåííÿ. Íåõàé E � êîìïëåêñíèé åâêëiäiâ ïðîñòið, n =
dim E ∈ N, A : E → E � ëiíiéíèé îïåðàòîð, A∗ = A. Íåõàé
λ0 ∈ C � âëàñíå ÷èñëî îïåðàòîðà A, òîáòî χA(λ0) = 0. Òîäi
λ0 ∈ R.
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Äîâåäåííÿ. Íàì âiäîìî, ùî χA(λ0) = 0 ⇔ ∃x0 ∈ E , x0 6= θ :
Ax0 = λ0x0. Çâiäêè îòðèìó¹ìî

〈Ax0, x0〉 = 〈x0,Ax0〉 ⇔ 〈λ0x0, x0〉 = 〈x0, λ0x0〉 ⇔

λ0〈x0, x0〉 = λ0〈x0, x0〉 ⇒ λ0 = λ0 ⇒ λ0 ∈ R.

2

Òâåðäæåííÿ. Íåõàé E � åâêëiäiâ ïðîñòið, n = dim E ∈ N, A :
E → E � ëiíiéíèé îïåðàòîð, A∗ = A. Íåõàé λ1, λ2 ∈ R, λ1 6= λ2
� âëàñíi ÷èñëà îïåðàòîðà A, òîáòî χA(λ1) = 0, χA(λ2) = 0.
Íåõàé x1, x2 ∈ E , x1 6= θ, x2 6= θ � âiäïîâiäíi âëàñíi âåêòîðè

îïåðàòîðà A, òîáòî Ax1 = λ1x1,Ax2 = λ2x2. 〈x1, x2〉 = 0.
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Äîâåäåííÿ. Ìè ìà¹ìî 〈Ax1, x2〉 = 〈x1,Ax2〉 ⇒ 〈λ1x1, x2〉 =
〈x1, λ2x2〉 ⇒ λ1〈x1, x2〉 = λ2〈x1, x2〉 ⇒ 〈x1, x2〉 = 0, òàê ÿê

λ1 6= λ2. 2

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , A : L→ L
� ëiíiéíèé îïåðàòîð, U < L. Ïiäïðîñòið U íàçèâà¹òüñÿ ií-

âàðiàíòíèì äëÿ îïåðàòîðà A, ÿêùî A : U → U, òîáòî ∀u ∈ U
âèêîíó¹òüñÿ A(u) ∈ U.

Òâåðäæåííÿ. Íåõàé E � åâêëiäiâ ïðîñòið, n = dim E ∈ N,
A : E → E � ëiíiéíèé îïåðàòîð, A∗ = A. Íåõàé U < E �

iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið äëÿ îïåðàòîðà A, òîáòî A : U → U.
Òîäi U⊥ òàêîæ ¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì äëÿ îïåðàòîðà A,
òîáòî A : U⊥ → U⊥.
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé x ∈ U⊥. Òîäi äëÿ êîæíîãî

y ∈ U ìè ìà¹ìî 〈x , y〉 = 0. Iç öüîãî îòðèìó¹ìî 〈Ax , y〉 =
〈x ,Ay〉 = 0, òàê ÿê çà óìîâîþ Ay ∈ U. Òîáòî A : U⊥ → U⊥. 2

Ñïåêòðàëüíà òåîðåìà äëÿ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ â êîì-

ïëåêñíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði. Íåõàé E � êîìïëåêñíèé åâ-

êëiäiâ ïðîñòið, n = dim E ∈ N, A : E → E � ëiíiéíèé îïåðàòîð.

Óìîâà A∗ = A âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ îðòî-

íîðìîâàíèé áàçèñ e1,e2, . . . ,en ïðîñòîðó E , òàêèé ùî

Ae =


λ1 0 0 0 . . . 0 0
0 λ2 0 0 . . . 0 0
0 0 λ3 0 . . . 0 0

...
...

0 0 0 0 . . . 0 λn

 ,

ïðè öüîìó λ1, λ2, . . . , λn ∈ R.
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Äîâåäåííÿ. 1. Ïðèïóñòèìî, e1,e2, . . . ,en � îðòîíîðìîâàíèé áà-

çèñ ïðîñòîðó E , òàêèé ùî

Ae =


λ1 0 0 0 . . . 0 0
0 λ2 0 0 . . . 0 0
0 0 λ3 0 . . . 0 0

...
...

0 0 0 0 . . . 0 λn

 ,

ïðè öüîìó λ1, λ2, . . . , λn ∈ R. Îñêiëüêè öåé áàçèñ ¹ îðòîíîð-

ìîâàíèì, òî äëÿ òîãî, ùîá ïîáóäóâàòè ìàòðèöþ A∗e â öüîìó

áàçèñi, òðåáà ìàòðèöþ Ae òðàíñïîíóâàòè i êîæåí åëåìåíò ìàò-

ðèöi êîìïëåêñíî ñïðÿãíóòè. Ìàòðèöÿ Ae ¹ ñèìåòðè÷íîþ, òîá-

òî âîíà íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè òðàíñïîíóâàííi. Êðiì òîãî, ìàòðè-

öÿ Ae ¹ äiéñíîþ, òîáòî âîíà íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè êîìïëåêñíîìó

ñïðÿæåííi. Ìè îòðèìàëè A∗e = Ae, òîáòî A∗ = A.
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2. Ïðèïóñòèìî, ùî A∗ = A. Áóäåìî äîâîäèòè òåîðåìó iíäóê-

öi¹þ ïî n = dim E .
2.1. Áàçà iíäóêöi¨ n = 1. Îáåðåìî äîâiëüíèé e1 � îðòîíîðìî-

âàíèé áàçèñ E . Íåõàé Ae = (λ1), λ1 ∈ C, òîáòî Ae1 = λ1e1.
Îñêiëüêè A∗ = A, ìà¹ìî λ1 ∈ R. Áàçó iíäóêöi¨ äîâåäåíî.

2.2. Iíäóêòèâíèé ïåðåõiä n − 1 ; n, n = 2,3, . . . Òîáòî ìè

ââàæà¹ìî, ùî äëÿ åâêëiäîâèõ ïðîñòîðiâ ðîçìiðíîñòi n−1 òåî-

ðåìà âèêîíó¹òüñÿ. Íåõàé dim E = n, A : E → E � ëiíiéíèé

îïåðàòîð, A∗ = A. Ìè ìà¹ìî χA(λ) ∈ C[λ], degχA = n ∈ N.
Òîáòî, ç îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè, iñíó¹ λ1 ∈ C, χA(λ1) = 0.
Çâiäñè iñíó¹ e1 ∈ E , ‖e1‖ = 1, òàêèé ùî Ae1 = λ1e1. Îñêiëüêè
A∗ = A, ìà¹ìî λ1 ∈ R.

Ðîçãëÿíåìî L = Lin {e1} < E , dim L = 1. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî

x ∈ L ìà¹ìî x = αe1, α ∈ C, çâiäêè Ax = A(αe1) = αAe1 =
αλ1e1 ∈ L.
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Òîáòî, A : L → L, à îñêiëüêè A∗ = A, ïî äîâåäåíîìó ðàíiøå

ìè ìà¹ìî A : L⊥ → L⊥, dim L⊥ = n − 1. Ðîçãëÿíåìî îïåðà-

òîð A íà ïiäïðîñòîði L⊥, ïîçíà÷èìî éîãî A|L⊥ : L⊥ → L⊥.
Òîäi A|∗L⊥ = A|L⊥ (ïîÿñíiòü öå!). Çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåí-

íÿì, iñíó¹ e2,e3, . . . ,en � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ L⊥, òàêèé ùî
∀j = 2,3, . . . ,n A|L⊥(ej) = A(ej) = λjej , äå λ2, λ3, . . . , λn ∈ R.
Òîäi çà ïîáóäîâîþ e1,e2, . . . ,en � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ïðî-

ñòîðó E , òàêèé ùî

Ae =


λ1 0 0 0 . . . 0 0
0 λ2 0 0 . . . 0 0
0 0 λ3 0 . . . 0 0

...
...

0 0 0 0 . . . 0 λn

 ,

ïðè öüîìó λ1, λ2, . . . , λn ∈ R. Òåîðåìó äîâåäåíî. 2
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Ìè õî÷åìî äîâåñòè àíàëîãi÷íó òåîðåìó äëÿ ñàìîñïðÿæåíèõ

ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ó äiéñíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði. Äëÿ

öüîãî íàì ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî äiéñíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïå-

ðàòîð ìà¹ âëàñíèé âåêòîð.

Òåîðåìà. Íåõàé E � äiéñíèé åâêëiäiâ ïðîñòið, n = dim E ∈ N,
A : E → E � ëiíiéíèé îïåðàòîð, A∗ = A. Òîäi iñíóþòü âåêòîð
x0 ∈ E , x0 6= θ, i ÷èñëî λ0 ∈ R, òàêi ùî Ax0 = λ0x0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u1,u2, . . . ,un � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ E .
Çàïèøåìî ìàòðèöþ îïåðàòîðà A â öüîìó áàçèñi, íåõàé Au =
(aij)

n
i,j=1. Ðîçãëÿíåìî êîìïëåêñíèé åâêëiäiâ ïðîñòið Cn i îáåðå-

ìî â íüîìó îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ v1, v2, . . . , vn ∈ Cn. Çàäàìî
ëiíiéíèé îïåðàòîð B : Cn → Cn çà äîïîìîãîþ ìàòðèöi Au, à
ñàìå (Bx)v = Auxv , ∀x ∈ Cn.
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Ìè âæå ïåðåâiðÿëè ðàíiøå, ùî çàäàíèé òàêèì ÷èíîì îïåðàòîð

¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì, à éîãî ìàòðèöåþ â áàçèñi v1, v2, . . . , vn
¹ Bv = Au. Íàãàäà¹ìî, ùî Au ¹ äiéñíîþ ìàòðèöåþ, i, îñêiëü-

êè A∗ = A, à áàçèñ u1,u2, . . . ,un ¹ îðòîíîðìîâàíèì, ìà¹ìî

At
u = Au. Òîáòî, îñêiëüêè B

t
v = Bv , à áàçèñ v1, v2, . . . , vn ¹ îð-

òîíîðìîâàíèì, ìà¹ìî B∗ = B.

Ìè ìà¹ìî χB(λ) ∈ C[λ], degχB = n ∈ N. Òîáòî, ç îñíîâíî¨
òåîðåìè àëãåáðè, iñíó¹ λ0 ∈ C, χB(λ0) = 0. Çâiäñè iñíó¹ z0 ∈
Cn, z0 6= θ, òàêèé ùî Bz0 = λ0z0. Îñêiëüêè B∗ = B, ìà¹ìî
λ0 ∈ R.

Çàïèøåìî óìîâó Bz0 = λ0z0 â êîîðäèíàòàõ. Ìè ìà¹ìî

(Bz0)v = (λ0z0)v ⇒ Bv (z0)v = λ0(z0)v ⇒ Au(z0)v = λ0(z0)v .
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Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ ñòîâïöÿ (z0)v : íåõàé (z0)v =

 z1
z2
.
.
.

zn

,
äå z1, z2, . . . , zn ∈ C, àáî (z0)v =

 x1 + iy1
x2 + iy2

.

.

.

xn + iyn

, äå x1, x2, . . . , xn,

y1, y2, . . . , yn ∈ R.Îñêiëüêè âåêòîð z0 6= θ, ìà¹ìî: ∃j = 1,2, . . . ,n :
xj 6= 0 ∨ yj 6= 0. Ìè îòðèìàëè

Au

 x1 + iy1
x2 + iy2

.

.

.

xn + iyn

 = λ0

 x1 + iy1
x2 + iy2

.

.

.

xn + iyn

.
Îñêiëüêè Au ¹ äiéñíîþ ìàòðèöåþ, âiääiëÿþ÷è äiéñíó i óÿâíó

÷àñòèíè â îñòàííié ðiâíîñòi, ìè ìà¹ìî
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Au

 x1
x2
.
.
.

xn

 = λ0

 x1
x2
.
.
.

xn

, Au

 y1
y2
.
.
.

yn

 = λ0

 y1
y2
.
.
.

yn

.
ßê áóëî âiäìi÷åíî, îäèí iç ñòîâïöiâ

 x1
x2
.
.
.

xn

, àáî
 y1

y2
.
.
.

yn

 ¹ íåíó-

ëüîâèì. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi,

 x1
x2
.
.
.

xn

 6=

 0
0
.
.
.

0

, ïðè
öüîìó x1, x2, . . . , xn ∈ R.

Ïîâåðíåìîñÿ äî íàøîãî äiéñíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó E . Ðîç-
ãëÿíåìî â íüîìó âåêòîð x0 = x1u1+x2u2+. . .+xnun ∈ E , òîáòî
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(x0)u =

 x1
x2
.
.
.

xn

. Iç

Au

 x1
x2
.
.
.

xn

 = λ0

 x1
x2
.
.
.

xn

 ⇒ Ax0 = λ0x0, x0 6= θ.

Òåîðåìó äîâåäåíî 2

Ç öi¹¨ òåîðåìè ìè îòðèìó¹ìî ñïåêòðàëüíó òåîðåìó äëÿ ñàìî-

ñïðÿæåíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ó äiéñíîìó åâêëiäîâîìó ïðî-

ñòîði.
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Ñïåêòðàëüíà òåîðåìà äëÿ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ ó äiéñ-

íîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði. Íåõàé E � äiéñíèé åâêëiäiâ ïðî-

ñòið, n = dim E ∈ N, A : E → E � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Óìîâà

A∗ = A âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ îðòîíîðìî-

âàíèé áàçèñ e1,e2, . . . ,en ïðîñòîðó E , òàêèé ùî

Ae =


λ1 0 0 0 . . . 0 0
0 λ2 0 0 . . . 0 0
0 0 λ3 0 . . . 0 0

...
...

0 0 0 0 . . . 0 λn

 .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâîäèòüñÿ òàê ñàìî, ÿê i ó âèïàäêó êîì-

ïëåêñíîãî ïðîñòîðó, iç âèêîðèñòàííÿì òåîðåìè ïðî iñíóâàí-

íÿ âëàñíîãî âåêòîðà ó ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ó

äiéñíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði.
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Óíiòàðíi ëiíiéíi îïåðàòîðè.

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé E � åâêëiäiâ ïðîñòið, n = dim E ∈ N, U :
E → E � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Îïåðàòîð U íàçèâà¹òüñÿ óíiòàð-

íèì, ÿêùî UU∗ = U∗U = I.

Òåîðåìà. Íåõàé E � åâêëiäiâ ïðîñòið, n = dim E ∈ N, U : E →
E � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Òîäi íàñòóïíi òðè óìîâè ¹ åêâiâàëåíò-

íèìè:

1. UU∗ = U∗U = I, òîáòî îïåðàòîð U ¹ óíiòàðíèì.

2. Äëÿ äîâiëüíèõ x , y ∈ E âèêîíó¹òüñÿ 〈Ux ,Uy〉 = 〈x , y〉.
3. Äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ E âèêîíó¹òüñÿ ‖Ux‖ = ‖x‖.

Äîâåäåííÿ. 1 ⇒ 2. Íåõàé UU∗ = U∗U = I, òîäi äëÿ äîâiëüíèõ
x , y ∈ E âèêîíó¹òüñÿ 〈Ux ,Uy〉 = 〈x ,U∗Uy〉 = 〈x , Iy〉 = 〈x , y〉.
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2 ⇒ 3. Íåõàé äëÿ äîâiëüíèõ x , y ∈ E âèêîíó¹òüñÿ 〈Ux ,Uy〉 =
〈x , y〉. Îáåðåìî äîâiëüíèé x ∈ E i ïîêëàäåìî y = x . Ìè ìà¹ìî

〈Ux ,Ux〉 = 〈x , x〉, òîáòî ‖Ux‖ = ‖x‖.
3 ⇒ 2. Äëÿ äîâiëüíèõ z ∈ E âèêîíó¹òüñÿ ‖Uz‖ = ‖z‖. Íåõàé
x , y ∈ E � äîâiëüíi âåêòîðè. Çà óìîâîþ ìè ìà¹ìî

‖U(x + y)‖ = ‖x + y‖ ⇔ 〈U(x + y),U(x + y)〉 = 〈x + y , x + y〉

⇔ 〈Ux ,Ux〉+ 〈Ux ,Uy〉+ 〈Uy ,Ux〉+ 〈Uy ,Uy〉 =

〈x , x〉+ 〈x , y〉+ 〈y , x〉+ 〈y , y〉.

Çà óìîâîþ, 〈Ux ,Ux〉 = 〈x , x〉, 〈Uy ,Uy〉 = 〈y , y〉, òîáòî ìè îò-

ðèìó¹ìî

〈Ux ,Uy〉+〈Uy ,Ux〉 = 〈x , y〉+〈y , x〉 ⇔ Re 〈Ux ,Uy〉 = Re 〈x , y〉.
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Òàêèì ÷èíîì, ó âèïàäêó äiéñíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó ìè

îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x , y ∈ E âèêîíó¹òüñÿ 〈Ux ,Uy〉 =
〈x , y〉. Çàëèøèëîñÿ ðîçãëÿíóòè êîìïëåêñíèé åâêëiäiâ ïðîñòið.
Íåõàé E � êîìïëåêñíèé åâêëiäiâ ïðîñòið x , y ∈ E � äîâiëüíi

âåêòîðè. Çà óìîâîþ ìè ìà¹ìî

‖U(x+ iy)‖ = ‖x+ iy‖ ⇔ 〈U(x+ iy),U(x+ iy)〉 = 〈x+ iy , x+ iy〉

⇔ 〈Ux ,Ux〉 − i〈Ux ,Uy〉+ i〈Uy ,Ux〉+ i · (−i)〈Uy ,Uy〉 =

〈x , x〉 − i〈x , y〉+ i〈y , x〉+ i · (−i)〈y , y〉 ⇔

〈Ux ,Ux〉 − i〈Ux ,Uy〉+ i〈Uy ,Ux〉+ 〈Uy ,Uy〉 =

〈x , x〉 − i〈x , y〉+ i〈y , x〉+ 〈y , y〉.

Çà óìîâîþ, 〈Ux ,Ux〉 = 〈x , x〉, 〈Uy ,Uy〉 = 〈y , y〉, òîáòî ìè îò-

ðèìó¹ìî
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−i〈Ux ,Uy〉+ i〈Uy ,Ux〉 = −i〈x , y〉+ i〈y , x〉 ⇔

Re (−i〈Ux ,Uy〉) = Re (−i〈x , y〉) ⇔

Im (〈Ux ,Uy〉) = Im (〈x , y〉).

Òîáòî ìè äîâåëè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x , y ∈ E âèêîíó¹òüñÿ

Re 〈Ux ,Uy〉 = Re 〈x , y〉 i Im (〈Ux ,Uy〉) = Im (〈x , y〉). Çâiä-
êè, äëÿ äîâiëüíèõ x , y ∈ E âèêîíó¹òüñÿ 〈Ux ,Uy〉 = 〈x , y〉.

2 ⇒ 1. Íåõàé äëÿ äîâiëüíèõ x , y ∈ E âèêîíó¹òüñÿ 〈Ux ,Uy〉 =
〈x , y〉. Ìè ìà¹ìî

〈Ux ,Uy〉 = 〈x ,U∗Uy〉 = 〈x , y〉 ⇔ 〈Ix , y〉 = 〈x ,U∗Uy〉

äëÿ äîâiëüíèõ x , y ∈ E . Ìè îòðèìàëè, ùî U∗U = I∗ = I.
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Îñêiëüêè ïðîñòið E ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ìè ìà¹ìî U∗U =
I ⇔ UU∗ = U∗U = I (ïîÿñíåííÿ!). Òåîðåìó äîâåäåíî. 2
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