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Ðîçäië 4. Ëiíiéíi îïåðàòîðè â ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëiíiéíèõ ïðîñòîðàõ

Îáðàç i ÿäðî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , n := dim L ∈ N,
A : L→ L � ëiíiéíèé îïåðàòîð.

Îçíà÷åííÿ. ßäðîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A íàçèâà¹òüñÿ Ker A =
{x ∈ L | A(x) = θ}.

Îçíà÷åííÿ. Îáðàçîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A íàçèâà¹òüñÿ Im A =
{y ∈ L | ∃x ∈ L : A(x) = y}.

Òâåðäæåííÿ. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , A : L→
L � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Òîäi Ker A < L i Im A < L.

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé x , y ∈ Ker A, Ax = θ,Ay = θ. Íåõàé
α, β ∈ F . Òîäi A(αx + βy) = αA(x) + βA(y) = αθ + βθ = θ ⇒
αx + βy ∈ Ker A. Îòæå, Ker A < L.
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2. Íåõàé y1, y2 ∈ Im A, òîáòî iñíóþòü òàêi x1, x2 ∈ L, ùî
A(x1) = y1,A(x2) = y2. Íåõàé α1, α2 ∈ F . Òîäi A(α1x1+α2x2) =
α1A(x1)+α2A(x2) = α1y1+α2y2 ⇒ α1y1+α2y2 ∈ Im A. Îòæå,
Im A < L. 2

Çà îçíà÷åííÿì îáðàçó ëiíiéíîãî îïåðàòîðà: ëiíiéíèé îïåðàòîð

A ¹ ñþð'¹êòèâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Im A = L.

Òâåðäæåííÿ. Ëiíiéíèé îïåðàòîð A ¹ ií'¹êòèâíèì òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè Ker A = {θ}.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ëiíiéíèé îïåðàòîð A ¹ ií'¹êòèâíèì. Ïðèïó-

ñòèìî, ùî x ∈ Ker A, òîáòî A(x) = θ. Òîäi ìà¹ìî A(x) = θ =
A(θ)⇒ x = θ. Îòæå Ker A = {θ}.
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Ïðèïóñòèìî, ùî Ker A = {θ}. Íåõàé x , y ∈ L òàêi, ùî A(x) =
A(y). Òîäi A(x − y) = A(x)− A(y) = θ, òîáòî x − y ∈ Ker A =
{θ} ⇒ x = y . Îòæå, A � ií'¹êòèâíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð. 2

Òåîðåìà. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , n := dim L ∈
N, A : L→ L � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Íåõàé e1,e2, . . . ,en � áàçèñ

ïðîñòîðó L, Ae = (aij)
n
i,j=1 � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A â

öüîìó áàçèñi. Òîäi

dim(Im A) = rg Ae, dim(Ker A) = n − rg Ae,

çîêðåìà

dim(Im A) + dim(Ker A) = dim L.

Êîìåíòàð. Ç òâåðäæåííÿ öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî ðàíã ìàò-

ðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòîðó íå çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçèñó.
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Äîâåäåííÿ. Ìè ìà¹ìî Im A = {A(x) | x ∈ L}. Íåõàé x ∈
L � äîâiëüíèé âåêòîð. Òîäi öåé âåêòîð ìîæíà ðîçêëàñòè çà

áàçèñîì e1,e2, . . . ,en : x = x1e1+x2e2+ . . .+xnen, xj ∈ F , 1 ≤
j ≤ n. Òîäi ìè ìà¹ìî A(x) = A(x1e1 + x2e2 + . . . + xnen) =
x1A(e1) + x2A(e2) + . . .+ xnA(en), òîáòî

∀x ∈ L A(x) ∈ Lin {A(e1),A(e2), . . . ,A(en)},

iíøèìè ñëîâàìè,

Im A ⊂ Lin {A(e1),A(e2), . . . ,A(en)}.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð y ∈ Lin {A(e1),A(e2), . . . ,A(en)},
y = µ1A(e1) + µ2A(e2) + . . .+ µnA(en), µj ∈ F , 1 ≤ j ≤ n.
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Òîäi y = A(µ1e1 + µ2e2 + . . . + µnen), òîáòî y ∈ Im A. Ìè

äîâåëè, ùî

Im A = Lin {A(e1),A(e2), . . . ,A(en)}.

Çâiäêè

dim(Im A) = dim(Lin {A(e1),A(e2), . . . ,A(en)})

= rg {A(e1),A(e2), . . . ,A(en)}.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ðàíãó ïåðåéäåìî äî êîîðäèíàòíîãî çàïèñó

âåêòîðiâ. Íàì âiäîìî, ùî (A(e1))e = A1
e, (A(e2))e = A2

e, . . . ,
(A(en))e = An

e. Òîáòî ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ A(e1),A(e2), . . . ,A(en)
äîðiâíþ¹ ñòîâïöåâîìó ðàíãó ìàòðèöi îïåðàòîðà Ae. Îòæå,

dim(Im A) = rg Ae.
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Ïðèïóñòèìî, ùî x ∈ Ker A, òîáòî A(x) = θ. Çàïèøåìî öþ

ðiâíiñòü â êîîðäèíàòàõ:

(A(x))e = (θ)e ⇔ Aexe = (θ)e =

 0
0
.
.
.

0

.

ßêùî ìè ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ xe =

 x1
x2
.
.
.

xn

, (òóò x1, x2, . . . , xn�

íåâiäîìi êîîðäèíàòè âåêòîðà x), òî ìà¹ìî íàñòóïíó ðiâíiñòü
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

...
...

an1 an2 . . . ann

 ·


x1
x2
...

xn

 =


0
0
...

0

 .



Ëåêöi¨ ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè

Ðîçäië 4. Ëiíiéíi îïåðàòîðè â ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëiíiéíèõ ïðîñòîðàõ

Òîáòî, ìè ìà¹ìî ñèñòåìó n ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n
íåâiäîìèìè, ìàòðèöÿ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ Ae. ßê
ìè äîâåëè ðàíiøå, âèìiðíiñòü ïiäïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè

ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ n − rg Ae. 2

Ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ïðè çìiíi áàçèñó.

Íåõàé A : L → L � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Íåõàé e1,e2, . . . ,en �

äåÿêèé áàçèñ L (�ñòàðèé áàçèñ�). Íåõàé ¹ ùå îäèí áàçèñ L :
u1,u2, . . . ,un (�íîâèé áàçèñ�). Ìè õî÷åìî äîñëiäèòè, ÿê çìi-

íþ¹òüñÿ ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ïðè ïåðåõîäi âiä ñòàðî-

ãî áàçèñó äî íîâîãî.

Äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðó x ∈ L ìè ìà¹ìî (A(x))e = Aexe i

(A(x))u = Auxu. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç T = (tij)n
i,j=1 � (íåâèðîä-

æåíó) ìàòðèöþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó e1,e2, . . . ,en äî áàçèñó

u1,u2, . . . ,un.



Ëåêöi¨ ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè

Ðîçäië 4. Ëiíiéíi îïåðàòîðè â ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëiíiéíèõ ïðîñòîðàõ

Òîäi äëÿ êîæíîãî x ∈ L ìè ìà¹ìî xe = Txu, xu = T−1xe. Ìè

îòðèìó¹ìî

(A(x))e = Aexe ⇒ T−1(A(x))e = T−1Aexe ⇔ (A(x))u = T−1Aexe

⇒ (A(x))u = T−1AeTxu = (T−1AeT )xu.

ßê ìè äîâåëè ðàíiøå, ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî

Au = T−1AeT .

Îñòàííÿ âàæëèâà ôîðìóëà ¹ ôîðìóëîþ ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöi

ëiíiéíîãî îïåðàòîðó ïðè çìiíi áàçèñó.
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Âëàñíi ÷èñëà i âëàñíi âåêòîðè ëiíiéíîãî îïåðàòîðó.

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , n := dim L ∈ N,
A : L→ L � ëiíiéíèé îïåðàòîð.

Ïèòàííÿ. ×è iñíó¹ u1,u2, . . . ,un � áàçèñ ïðîñòîðó L, â ÿêîìó

ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A áóäå ìàòè âèãëÿä

Au =


λ1 0 0 0 . . . 0 0
0 λ2 0 0 . . . 0 0
0 0 λ3 0 . . . 0 0

...
...

0 0 0 0 . . . 0 λn

? (1)

Òîáòî ìè íàìàãà¹ìîñÿ çíàéòè áàçèñ ïðîñòîðó, â ÿêîìó ìàòðè-

öÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà áóäå äiàãîíàëüíîþ.
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Íåõàé ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ìà¹ âèãëÿä (1). Çà îçíà-

÷åííÿì ìàòðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà, ìè çàïèøåìî äiþ îïåðà-

òîðà íà áàçèñíi âåêòîðè u1,u2, . . . ,un :

A(u1) = λ1u1 + 0 · u2 + 0 · u3 + . . .+ 0 · un = λ1u1

A(u2) = 0 · u1 + λ2u2 + 0 · u3 + . . .+ 0 · un = λ2u2

A(u3) = 0 · u1 + 0 · u2 + λ3u3 ++0 · u4 + . . .+ 0 · un = λ3u3

...

A(un) = 0 · u1 + 0 · u2 + 0 · u3 + . . .+ 0 · un−1 + λnun = λnun.

Òîáòî, ÿêùî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà â äåÿêîìó áàçèñi

¹ äiàãîíàëüíîþ, òî êîæåí âåêòîð öüîãî áàçèñó îïåðàòîð ìíî-

æèòü íà äåÿêå ÷èñëî.
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Îñêiëüêè íóëüîâèé âåêòîð íå ìîæå âõîäèòè äî áàçèñó ïðîñòî-

ðó, ìè áóäåìî øóêàòè óñi íåíóëüîâi âåêòîðè ïðîñòîðó L, ÿêi
ïiä äi¹þ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A ìíîæàòüñÿ íà äåÿêå ÷èñëî.

Îçíà÷åííÿ. Âåêòîð x ∈ L, x 6= 0, íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì âåêòî-

ðîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A, ÿêùî iñíó¹ λ ∈ F òàêå ùî A(x) =
λx . Ïðè öüîìó λ íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà A
(òîáòî, λ ∈ F íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà A, ÿêùî
iñíó¹ âåêòîð x ∈ L, x 6= 0, òàêèé ùî A(x) = λx).

Áóäåìî øóêàòè âëàñíi ÷èñëà i âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà A.
Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ A(x) = λx , äå A � çàäàíèé ëiíiéíèé îïå-

ðàòîð, x ∈ L � íåâiäîìèé íåíóëüîâèé âåêòîð, λ ∈ F � íåâiäîìå

÷èñëî.
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Âèáåðåìî e1,e2, . . . ,en � äîâiëüíèé áàçèñ ïðîñòîðó L, i ïåðåé-
äåìî äî êîîðäèíàòíîãî çàïèñó:

A(x) = λx ⇔ (A(x))e = (λx)e ⇔

Aexe = λxe ⇔ (Ae − λI)xe = θe.

Âåäåìî ïîçíà÷åííÿ Ae = (aij)
n
i,j=1 � âiäîìà ìàòðèöÿ îïåðàòî-

ðà A â áàçèñi e1,e2, . . . ,en, xe =

 x1
x2
.
.
.

xn

, (òóò x1, x2, . . . , xn�

íåâiäîìi êîîðäèíàòè âåêòîðà x), i ìà¹ìî íàñòóïíó ðiâíiñòü
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a11 − λ a12 a13 . . . a1,n−1 a1n

a21 a22 − λ a23 . . . a2,n−1 a2n
a31 a32 a33 − λ . . . a3,n−1 a3n

.

.

.

.

.

.

an1 an2 an3 . . . an,n−1 ann − λ

 ·


x1
x2
x3
.
.
.

xn

 =


0
0
0
.
.
.

0

.
Òîáòî, ìè îòðèìàëè ñèñòåìó n ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü

âiä n çìiííèõ, ÿêà çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðó λ, i ìè øóêà¹ìî

íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè öi¹¨ ñèñòåìè.

Ïèòàííÿ: â ÿêîìó âèïàäêó òàêà ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ

ðiâíÿíü ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê?
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Òâåðäæåííÿ. Ñèñòåìà n ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n
çìiííèõ, ÿêà çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðó λ, âèãëÿäó Aexe = λxe
ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

det(Ae − λI) = 0.

Ó íàñ áóëà ñèñòåìà ðiâíÿíü ç íåâiäîìèì âåêòîðîì x i íåâi-

äîìèì ñêàëÿðîì λ, ìè çâåëè ¨¨ äî ðiâíÿííÿ ç íåâiäîìèì λ.
Äîñëiäèìî öå ðiâíÿííÿ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

χA(λ) = det(Ae−λI) = det


a11 − λ a12 a13 . . . a1,n−1 a1n

a21 a22 − λ a23 . . . a2,n−1 a2n
a31 a32 a33 − λ . . . a3,n−1 a3n

.

.

.

.

.

.

an1 an2 an3 . . . an,n−1 ann − λ

.
Ïèòàííÿ: ÿêîþ ôóíêöi¹þ âiä λ ¹ χA(λ)?
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Âiäïîâiäü: ôóíêöiÿ χA(λ) ¹ ìíîãî÷ëåíîì âiä λ, òîáòî χA(λ) ∈
F [λ], degχA(λ) = n.

Òåîðåìà. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , n := dim L ∈
N, A : L→ L � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Íåõàé e1,e2, . . . ,en � áàçèñ

ïðîñòîðó L, i u1,u2, . . . ,un áàçèñ ïðîñòîðó L. Òîäi

det(Ae − λI) = det(Au − λI),

òîáòî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà íå çà-

ëåæèòü âiä âèáîðó áàçèñó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé T � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó e1,e2, . . . ,en
äî áàçèñó u1,u2, . . . ,un. Íàì âiäîìî, ùî Au = T−1AeT . Ìè

ìà¹ìî:
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det(Au − λI) = det(T−1AeT − λI) = det(T−1AeT − T−1λIT )

= det(T−1(Ae − λI)T ) = det(T−1) · det(Ae − λI) · det T =

det(Ae − λI) · det(T−1) · det T = det(Ae − λI) · det(T−1T )

det(Ae − λI) · det I = det(Ae − λI).

2

Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöiþ χA(λ) íàçèâàþòü õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíî-

ãî÷ëåíîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A. Ðiâíÿííÿ χA(λ) = 0 íàçèâà-

þòü õàðàêòåðèñòè÷íèì ðiâíÿííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A.

Çàóâàæåííÿ. Îñêiëüêè õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíî-

ãî îïåðàòîðà ìà¹ ñòåïiíü n = dim L, õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî-

÷ëåí ìà¹ íå áiëüøå çà n êîðåíiâ â F ç óðàõóâàííÿì êðàòíîñòi.
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Îá÷èñëèìî äåÿêi êîåôiöi¹íòè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà

ëiíiéíîãî îïåðàòîðà. Íàãàäó¹ìî, ùî

χA(λ) = det(Ae−λI) = det


a11 − λ a12 a13 . . . a1,n−1 a1n

a21 a22 − λ a23 . . . a2,n−1 a2n
a31 a32 a33 − λ . . . a3,n−1 a3n

.

.

.

.

.

.

an1 an2 an3 . . . an,n−1 ann − λ

.
Î÷åâèäíî, ùî ñòàðøèé êîåôiöi¹íò õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî-

÷ëåíà (êîåôiöi¹íò ïðè λn) äîðiâíþ¹ (−1)n. Òîáòî, õàðàêòåðè-
ñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìà¹ âèãëÿä

χA(λ) = (−1)nλn + bn−1λ
n−1 + bn−2λ

n−2 + . . .+ b1λ+ b0.

Ïèòàííÿ: ×îìó äîðiâíþ¹ b0?
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Âiäïîâiäü: b0 = χA(0) = det A, ÿê i óñi iíøi êîåôiöi¹íòè õàðàê-
òåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíó, âií íå çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçèñó.

Çíàéäåìî êîåôiöi¹íò bn−1. Áóäåìî îá÷èñëþâàòè âèçíà÷íèê

det(A−λI) çà îçíà÷åííÿì âèçíà÷íèêó (ÿê ñóìó ïî óñiì ïiäñòà-

íîâêàì äîäàíêiâ åëåìåíòiâ ìàòðèöi ...) i øóêàòè òi äîäàíêè,

ÿêi ìiñòÿòü λn−1. Óñi åëåìåíòè ìàòðèöi (A− λI), ÿêi íå ñòîÿòü
íà ãîëîâíié äiàãîíàëi, íå ìiñòÿòü λ. À êîæåí åëåìåíò ãîëîâíî¨

äiàãîíàëi ìàòðèöi (A− λI) ìiñòèòü λ ó ïåðøîìó ñòåïåíi. Òîá-

òî, ÿêùî äîäàíîê, ÿêèé âõîäèòü â âèçíà÷íèê, ìiñòèòü λn−1,
òî n−1 åëåìåíòiâ ìàòðèöi âçÿòî ç ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi ìàòðèöi

(A − λI). Çâiäêè, îñòàííié, n-é åëåìåíò, òåæ îáèðà¹òüñÿ ç ãî-

ëîâíî¨ äiàãîíàëi. Îòæå, êîåôiöi¹íò ïðè λn−1 ó det(A−λI) � öå
êîåôiöi¹íò ïðè λn−1 ó äîáóòêó åëåìåíòiâ ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi:

(a11 − λ) · (a22 − λ) · (a33 − λ) · . . . · (ann − λ).
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Íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî êîåôiöi¹íò ïðè λn−1 ó öüîìó äî-

áóòêó äîðiâíþ¹

bn−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + a33 + . . .+ ann).

ßê i óñi iíøi êîåôiöi¹íòè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíó, âií

íå çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçèñó.

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé A : L → L � ëiíiéíèé îïåðàòîð, dim L = n.
Ñëiäîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà íàçèâà¹òüñÿ êîåôiöi¹íò ïðè λn−1 â

õàðàêòåðèñòè÷íîìó ìíîãî÷ëåíi, ïîìíîæåíèé íà (−1)n−1, òîá-
òî spA = a11+a22+a33+ . . .+ann, òóò Ae = (aij)

n
i,j=1 � ìàòðèöÿ

îïåðàòîðà A â äåÿêîìó áàçèñi e1,e2, . . . ,en (ÿê ìè ïåðåâiðèëè,

ñëiä îïåðàòîðó íå çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçèñó).
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Ëiíiéíà íåçàëåæíiñòü âëàñíèõ âåêòîðiâ, ÿêi âiäïîâiäàþòü ðiç-

íèì âëàñíèì ÷èñëàì.

Òåîðåìà. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , n := dim L ∈
N, A : L → L � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Íåõàé k ∈ N,1 ≤ k ≤ n,
λ1, λ2, . . . , λk ∈ F � ïîïàðíî ðiçíi âëàñíi ÷èñëà îïåðàòîðà A,
òîáòî ∀j = 1,2, . . . , k χA(λj) = 0, i λi 6= λj ïðè i 6= j (òóò
i , j ∈ {1,2, . . . , k}). Íåõàé x1, x2, . . . , xk ∈ L � âiäïîâiäíi âëàñíi

âåêòîðè îïåðàòîðà A, òîáòî ∀j = 1,2, . . . , k A(xj) = λjxj i

xj 6= θ. Òîäi âåêòîðè x1, x2, . . . , xk ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè.

Äëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè íàì çíàäîáèòüñÿ ôîðìóëà äëÿ îá-

÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, òàê çâàíîãî âèçíà÷-

íèêà Âàíäåðìîíäà.
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Âèçíà÷íèê Âàíäåðìîíäà.

Íåõàé n ∈ N,n ≥ 2, α1, α2, . . . , αn ∈ F � çàäàíi ÷èñëà. Ðîçãëÿ-

íåìî âèçíà÷íèê ìàòðèöi ðîçìiðó n × n íàñòóïíîãî âèãëÿäó

V (α1, α2, . . . , αn) := det



1 1 1 . . . 1
α1 α2 α3 . . . αn
α2

1 α2
2 α2

3 . . . α2
n

α3
1 α3

2 α3
3 . . . α3

n
...

...

αn−1
1 αn−1

2 αn−1
3 . . . αn−1

n


.

Öåé âèçíà÷íèê íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷íèêîì Âàíäåðìîíäà.
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Òåîðåìà. Íåõàé n ∈ N,n ≥ 2, α1, α2, . . . , αn ∈ F � çàäàíi ÷èñëà.

Òîäi âèêîíó¹òüñÿ ôîðìóëà

V (α1, α2, . . . , αn) =
∏

1≤i<j≤n

(αj − αi).

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî ïðîâîäèòè äîâåäåííÿ iíäóêöi¹þ ïî n.

1. Áàçà iíäóêöi¨ n = 2. Ìà¹ìî

V (α1, α2) = det
(

1 1
α1 α2

)
= α2 − α1.

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè äîâåäåíî.

2. Iíäóêòèâíèé ïåðåõiä n − 1 ; n,n ≥ 3. Ïðèïóñòèìî, ùî
V (α1, α2, . . . , αn−1) =

∏
1≤i<j≤(n−1)(αj − αi). Ìè ìà¹ìî
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V (α1, α2, . . . , αn) := det



1 1 1 . . . 1
α1 α2 α3 . . . αn
α2

1 α2
2 α2

3 . . . α2
n

α3
1 α3

2 α3
3 . . . α3

n
...

...

αn−2
1 αn−2

2 αn−2
3 . . . αn−2

n
αn−1

1 αn−1
2 αn−1

3 . . . αn−1
n


.

Çðîáèìî íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöi, ÿêi íå çìiíþþòü ¨¨

âèçíà÷íèê, ó âêàçàíié ïîñëiäîâíîñòi (êðîêè ïðîíóìåðîâàíî):

1. Ïîìíîæèìî ðÿäîê íîìåð (n−1) íà (−αn) i äîäàìî äî ðÿäêà
íîìåð n.
2. Ïîìíîæèìî ðÿäîê íîìåð (n−2) íà (−αn) i äîäàìî äî ðÿäêà
íîìåð (n − 1).
3. Ïîìíîæèìî ðÿäîê íîìåð (n−3) íà (−αn) i äîäàìî äî ðÿäêà
íîìåð (n − 2).
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. . .

n− 2. Ïîìíîæèìî ðÿäîê íîìåð 2 íà (−αn) i äîäàìî äî ðÿäêà
íîìåð 3.
n− 1. Ïîìíîæèìî ðÿäîê íîìåð 1 íà (−αn) i äîäàìî äî ðÿäêà
íîìåð 2.
Ìè ìà¹ìî

V (α1, α2, . . . , αn) :=∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
α1 − αn . . . αn−1 − αn 0
α2

1 − α1αn . . . α2
n−1 − αn−1αn 0

α3
1 − α

2
1αn . . . α3

n−1 − α
2
n−1αn 0

...
...

αn−2
1 − αn−3

1 αn . . . αn−2
n−1 − α

n−3
n−1αn 0

αn−1
1 − αn−2

1 αn . . . αn−1
n−1 − α

n−2
n−1αn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Ðîçêðè¹ìî îñòàííié âèçíà÷íèê çà îñòàííiì ñòîâïöåì, îòðè-

ìó¹ìî

V (α1, α2, . . . , αn) :=

(−1)1+n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α1 − αn α2 − αn . . . αn−1 − αn
α2

1 − α1αn α2
2 − α2αn . . . α2

n−1 − αn−1αn
α3

1 − α
2
1αn α3

2 − α
2
2αn . . . α3

n−1 − α
2
n−1αn

...
...

αn−2
1 − αn−3

1 αn αn−2
2 − αn−3

2 αn . . . αn−2
n−1 − α

n−3
n−1αn

αn−1
1 − αn−2

1 αn αn−1
2 − αn−2

2 αn . . . αn−1
n−1 − α

n−2
n−1αn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
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(−1)1+n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α1 − αn α2 − αn . . . αn−1 − αn
α1(α1 − αn) α2(α2 − αn) . . . αn−1(αn−1 − αn)
α2

1(α1 − αn) α2
2(α2 − αn) . . . α2

n−1(αn−1 − αn)
...

...

αn−3
1 (α1 − αn) αn−3

2 (α2 − αn) . . . αn−3
n−1(αn−1 − αn)

αn−2
1 (α1 − αn) αn−2

2 (α2 − αn) . . . αn−2
n−1(αn−1 − αn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
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(−1)1+n(α1 − αn)(α2 − αn) . . . (αn−1 − αn)·∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
α1 α2 . . . αn−1
α2

1 α2
2 . . . α2

n−1
...

...

αn−3
1 αn−3

2 . . . αn−3
n−1

αn−2
1 αn−2

2 . . . αn−2
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(−1)1+n(α1 − αn)(α2 − αn) . . . (αn−1 − αn) ·
∏

1≤i<j≤(n−1)

(αj − αi).

Â îñòàííié ðiâíîñòi ìè âèêîðèñòàëè iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ.
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Òîìó ìè ìà¹ìî

V (α1, α2, . . . , αn) =

(−1)1+n(α1−αn)(α2−αn) . . . (αn−1−αn) ·
∏

1≤i<j≤(n−1)

(αj −αi) =

(αn − α1)(αn − α2) . . . (αn − αn−1) ·
∏

1≤i<j≤(n−1)

(αj − αi) =

∏
1≤i<j≤n

(αj − αi).

Òåîðåìó äîâåäåíî. 2

Íàñëiäîê. ßêùî ÷èñëà α1, α2, . . . , αn ∈ F ¹ ïîïàðíî ðiçíèìè,

òî V (α1, α2, . . . , αn) 6= 0.
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Ïîâåðíåìîñü äî äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü

âëàñíèõ âåêòîðiâ, ÿêi âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì ÷èñëàì.

Íàãàäà¹ìî ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè.

Òåîðåìà. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , n := dim L ∈
N, A : L → L � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Íåõàé k ∈ N,1 ≤ k ≤ n,
λ1, λ2, . . . , λk ∈ F � ïîïàðíî ðiçíi âëàñíi ÷èñëà îïåðàòîðà A,
òîáòî ∀j = 1,2, . . . , k χA(λj) = 0, i λi 6= λj ïðè i 6= j (òóò
i , j ∈ {1,2, . . . , k}). Íåõàé x1, x2, . . . , xk ∈ L � âiäïîâiäíi âëàñíi

âåêòîðè îïåðàòîðà A, òîáòî ∀j = 1,2, . . . , k A(xj) = λjxj i

xj 6= θ. Òîäi âåêòîðè x1, x2, . . . , xk ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî

β1x1 + β2x2 + . . .+ βkxk = θ,

β1, β2, . . . , βk ∈ F . Çàñòîñó¹ìî îïåðàòîð A äî îáîõ ÷àñòèí ðiâ-

íÿííÿ:
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A(β1x1 + β2x2 + . . .+ βkxk ) = β1Ax1 + β2Ax2 + . . .+ βkAxk =

β1λ1x1 + β2λ2x2 + . . .+ βkλkxk = A(θ) = θ,

òîáòî

β1λ1x1 + β2λ2x2 + . . .+ βkλkxk = θ.

Çàñòîñó¹ìî îïåðàòîð A äî îáîõ ÷àñòèí îñòàííüî¨ ðiâíîñòi:

A(β1λ1x1 + β2λ2x2 + . . .+ βkλkxk ) =

β1λ1Ax1 + β2λ2Ax2 + . . .+ βkλkAxk =

β1λ
2
1x1 + β2λ

2
2x2 + . . .+ βkλ

2
kxk = A(θ) = θ,

òîáòî

β1λ
2
1x1 + β2λ

2
2x2 + . . .+ βkλ

2
kxk = θ.
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Àíàëîãi÷íî, ïîñëiäîâíî çàñòîñîâóþ÷è îïåðàòîð, ìè îòðèìà¹-

ìî òàêó ñèñòåìó ðiâíîñòåé:

β1x1 + β2x2 + . . .+ βkxk = θ.

β1λ1x1 + β2λ2x2 + . . .+ βkλkxk = θ.

β1λ
2
1x1 + β2λ

2
2x2 + . . .+ βkλ

2
kxk = θ.

...

β1λ
k−2
1 x1 + β2λ

k−2
2 x2 + . . .+ βkλ

k−2
k xk = θ.

β1λ
k−1
1 x1 + β2λ

k−1
2 x2 + . . .+ βkλ

k−1
k xk = θ.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ yj := βjxj ∈ L, 1 ≤ j ≤ k . Â íîâèõ ïîçíà-

÷åííÿõ çàïèøåìî îñòàííþ ñèñòåìó ðiâíîñòåé:
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y1 + y2 + . . .+ yk = θ.

λ1y1 + λ2y2 + . . .+ λkyk = θ.

λ2
1y1 + λ2

2y2 + . . .+ λ2
kyk = θ.

...

λk−2
1 y1 + λk−2

2 y2 + . . .+ λk−2
k yk = θ.

λk−1
1 y1 + λk−1

2 y2 + . . .+ λk−1
k yk = θ.

Çàïèøåìî îñòàííþ ñèñòåìó ðiâíîñòåé â êîîðäèíàòàõ. Äëÿ öüî-

ãî âèáåðåìî äåÿêèé áàçèñ e1,e2, . . . ,en i ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

yj = y1je1 + y2je2 + . . .+ ynjen, j = 1,2, . . . , k .
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Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå s = 1,2, . . . ,n i çàïèøåìî ðiâíiñòü s-õ
êîîðäèíàò â êîæíié ç ïîïåðåäíiõ k ðiâíîñòåé. Ìè îòðèìó¹ìî

ys1 + ys2 + . . .+ ysk = 0.

λ1ys1 + λ2ys2 + . . .+ λkysk = 0.

λ2
1ys1 + λ2

2ys2 + . . .+ λ2
kysk = 0.

...

λk−2
1 ys1 + λk−2

2 ys2 + . . .+ λk−2
k ysk = 0.

λk−1
1 ys1 + λk−1

2 ys2 + . . .+ λk−1
k ysk = 0.

Òàêèì ÷èíîì, íàáið ÷èñåë ys1, ys2, . . . , ysk çàäîâîëüíÿ¹ ëiíié-

íié îäíîðiäíié ñèñòåìi k ðiâíÿíü ç k íåâiäîìèìè, à âèçíà÷íèê

öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ¹ âèçíà÷íèêîì Âàíäåðìîíäà V (λ1, λ2, . . . , λk ).
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Çà óìîâîþ òåîðåìè, λ1, λ2, . . . , λk ¹ ïîïàðíî ðiçíèìè, çâiäêè

V (λ1, λ2, . . . , λk ) 6= 0. Çà ïðàâèëîì Êðàìåðà, öÿ ñèñòåìà ìà¹

¹äèíå ðiøåííÿ, îòæå

ys1 = ys2 = . . . = ysk = 0.

Îñêiëüêè s = 1,2, . . . ,n � äîâiëüíå ÷èñëî, ìè îòðèìó¹ìî, ùî

óñi êîîðäèíàòè óñiõ âåêòîðiâ äîðiâíþþòü íóëþ, îòæå

y1 = y2 = . . . = yk = θ.

Àëå yj := βjxj , 1 ≤ j ≤ k , à çà óìîâîþ òåîðåìè xj 6= θ, 1 ≤
j ≤ k . Îòæå, βj = 0, 1 ≤ j ≤ k , òîáòî âåêòîðè x1, x2, . . . , xk ¹

ëiíiéíî íåçàëåæíèìè. 2
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Äiàãîíàëiçîâíiñòü ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , n :=
dim L ∈ N, A : L → L � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Ëiíiéíèé îïåðàòîð

A íàçèâà¹òüñÿ äiàãîíàëiçîâíèì, ÿêùî iñíó¹ u1,u2, . . . ,un � áà-

çèñ ïðîñòîðó L, â ÿêîìó ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A ìà¹

äiàãîíàëüíèé âèãëÿä, òîáòî

Au =


λ1 0 0 0 . . . 0 0
0 λ2 0 0 . . . 0 0
0 0 λ3 0 . . . 0 0

...
...

0 0 0 0 . . . 0 λn

 .
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Çàóâàæåííÿ. ßêùî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðó ìà¹ âêàçà-

íèé äiàãîíàëüíèé âèãëÿä, òî

χA(λ) = (−1)n(λ− λ1)(λ− λ2) · . . . · (λ− λn).

Çîêðåìà, õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí äiàãîíàëiçîâíîãî îïå-

ðàòîðà ìà¹ n = dim L êîðåíiâ â ïîëi F ç óðàõóâàííÿì êðàòíî-

ñòi.

Òâåðäæåííÿ. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , n :=
dim L ∈ N, A : L→ L � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Íåõàé λ1, λ2, . . . , λn ∈
F � ïîïàðíî ðiçíi âëàñíi ÷èñëà îïåðàòîðà A, òîáòî ∀j = 1,2, . . . ,n
χA(λj) = 0, i λi 6= λj ïðè i 6= j (òóò i , j ∈ {1,2, . . . ,n}). Òîäi îïå-
ðàòîð A ¹ äiàãîíàëiçîâíèì.

Äîâåäåííÿ. Öå òâåðäæåííÿ ¹ ïðîñòèì íàñëiäêîì ïîïåðåäíüî¨

òåîðåìè ïðî ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü âëàñíèõ âåêòîðiâ, ÿêi âiä-

ïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì ÷èñëàì.
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Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå j , 1 ≤ j ≤ n. Îñêiëüêè χA(λj) = 0, iñ-
íó¹ âåêòîð xj ∈ L, xj 6= 0, òàêèé ùî Axj = λjxj . Çà óìîâîþ,

λ1, λ2, . . . , λn �ïîïàðíî ðiçíi âëàñíi ÷èñëà, òîìó iç ïîïåðåäíüî¨

òåîðåìè âåêòîðè x1, x2, . . . , xn ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè. Òîáòî

x1, x2, . . . , xn � áàçèñ ïðîñòîðó L. Îá÷èñëèìî ìàòðèöþ îïåðà-

òîðà A â öüîìó áàçèñó. Ìè ìà¹ìî

Ax1 = λ1x1 = λ1x1 + 0 · x2 + . . .+ 0 · xn−1 + 0 · xn

Ax2 = λ2x2 = 0 · x1 + λ2x2 + 0 · x3 + . . .+ 0 · xn

...

Axn = λnxn = 0 · x1 + 0 · x2 + . . .+ 0 · xn−1 + λnxn.
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Òàêèì ÷èíîì,

Ax =


λ1 0 0 0 . . . 0 0
0 λ2 0 0 . . . 0 0
0 0 λ3 0 . . . 0 0

...
...

0 0 0 0 . . . 0 λn

 ,

òîáòî îïåðàòîð A ¹ äiàãîíàëiçîâíèì. 2

Âëàñíi ïiäïðîñòîðè. Àëãåáðà¨÷íà i ãåîìåòðè÷íà êðàòíîñòi âëàñ-

íîãî ÷èñëà.

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , n := dim L ∈ N,
A : L → L � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Íåõàé λ0 ∈ F , χ(λ0) = 0, �
âëàñíå ÷èñëî îïåðàòîðà A.
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Îçíà÷åííÿ. Ïiäïðîñòið

Ker (A− λ0I) = {x ∈ L | (A− λ0I)x = θ} = {x ∈ L | Ax = λ0x}

íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì ïiäïðîñòîðîì, ÿêèé âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó

÷èñëó λ0.

Òîáòî, âëàñíèé ïiäïðîñòið, ÿêèé âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó

λ0, ñêëàäà¹òüñÿ ç âåêòîðiâ, ÿêi ïiä äi¹þ îïåðàòîðà ïîìíî-

æóþòüñÿ íà ÷èñëî λ0 (â òîìó ÷èñëi, â íüîãî âõîäèòü i íó-

ëüîâèé âåêòîð). Âiäìiòèìî, ùî, îñêiëüêè χ(λ0) = 0, ìà¹ìî
dim(Ker (A− λ0I)) ∈ {1,2, . . . ,n}.
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Îçíà÷åííÿ. Íåõàé λ0 ∈ F � âëàñíå ÷èñëî îïåðàòîðà A. Àë-
ãåáðà¨÷íîþ êðàòíiñòþ âëàñíîãî ÷èñëà λ0 íàçèâà¹òüñÿ êðàò-

íiñòü êîðåíÿ λ0 â õàðàêòåðèñòè÷íîìó ìíîãî÷ëåíi îïåðàòîðà

χA(λ) ∈ F [λ].

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé λ0 ∈ F � âëàñíå ÷èñëî îïåðàòîðà A. Ãåîìåò-
ðè÷íîþ êðàòíiñòþ âëàñíîãî ÷èñëà λ0 íàçèâà¹òüñÿ âèìiðíiñòü

âiäïîâiäíîãî âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó: dim(Ker (A− λ0I)).

Òåîðåìà. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , n := dim L ∈
N, A : L→ L � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Íåõàé λ0 ∈ F , χ(λ0) = 0, �
âëàñíå ÷èñëî îïåðàòîðà A. Òîäi ãåîìåòðè÷íà êðàòíiñòü âëàñ-

íîãî ÷èñëà λ0 ¹ ìåíøîþ àáî ðiâíîþ àëãåáðà¨÷íî¨ êðàòíîñòi

âëàñíîãî ÷èñëà λ0.
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Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç k , 1 ≤ k ≤ n, àëãåáðà¨÷íó êðàò-

íiñòü âëàñíîãî ÷èñëà λ0. Òîáòî, χA(λ) = (−1)n(λ−λ0)
kψ(λ), äå

ψ(λ) ∈ F [λ], ψ(λ0) 6= 0. Ïðèïóñòèìî, ùî dim(Ker (A− λ0I)) ≥
(k+1). Òîáòî, iñíóþòü âåêòîðè u1,u2, . . . ,uk+1 ∈ Ker (A−λ0I),
òàêi ùî u1,u2, . . . ,uk+1 ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè.

Äîïîâíèìî ñèñòåìó âåêòîðiâ u1,u2, . . . ,uk+1 äî áàçèñó ïðî-

ñòîðó, íåõàé u1,u2, . . . ,uk+1,uk+2, . . . ,un � áàçèñ L. Çàïèøå-
ìî ìàòðèöþ îïåðàòîðà A â öüîìó áàçèñi. Îáåðåìî äîâiëüíå

j , 1 ≤ j ≤ (k + 1). Îñêiëüêè uj ∈ Ker (A− λ0I), ìà¹ìî

Auj = λ0uj = 0 · u1 + . . .+ 0 · uj−1 + λ0uj + 0 · uj+1 + . . .+ 0 · un.

Òàêèì ÷èíîì, ìàòðèöÿ îïåðàòîðà A â öüîìó áàçèñi ìà¹ íà-

ñòóïíèé âèãëÿä
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Au =



λ0 0 0 . . . 0 0 a1,k+2 . . . a1n
0 λ0 0 . . . 0 0 a2,k+2 . . . a2n

...
...

0 0 0 . . . 0 λ0 ak+1,k+2 . . . ak+1,n
0 0 0 . . . 0 0 ak+2,k+2 . . . ak+2,n

...
...

0 0 0 . . . 0 0 an−1,k+2 . . . an−1,n
0 0 0 . . . 0 0 an,k+2 . . . an,n


,

òîáòî ïåðøi k + 1 ñòîâï÷èêiâ âiäïîâiäàþòü äiàãîíàëüíié ìàò-

ðèöi ç ÷èñëîì λ0 íà ãîëîâíié äiàãîíàëi.
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Òàêèì ÷èíîì (îñêiëüêè ìàòðèöÿ ¹ áëîêîâî-òðèêóòíîþ) ìè ìà¹-

ìî

χA(λ) = det(Au − λI) = (λ0 − λ)k+1ν(λ),

äå ν(λ) ∈ F [λ]. Ìè äîâåëè, ùî êðàòíiñòü êîðåíÿ λ0 â õàðàêòå-

ðèñòè÷íîìó ìíîãî÷ëåíi (ÿêèé íå çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçèñó)

¹ íå ìåíøîþ çà (k + 1). Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü òåî-

ðåìó. 2


	 4.       

