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Ðîçäië 3. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Íåõàé F � äîâiëüíå ïîëå, m,n ∈ N � äîâiëüíi ÷èñëà. Ðîçãëÿ-

íåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

(1)

Òóò aij ∈ F , i = 1,2, . . . ,m, j = 1,2, . . . ,n,b1,b2, . . . ,bm ∈ F �

çàäàíi ÷èñëà, x1, x2, . . . , xn ∈ F � íåâiäîìi.

Çàïèøåìî ñèñòåìó (1) ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi. Ââåäåìî ìàòðè-

öþ

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

...
...

am1 am2 . . . amn

 ∈ Mat(m × n,F ),

öÿ ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ñèñòåìè (1).
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Ðîçäië 3. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ââåäåìî ùå äâà ñòîâïöÿ

X =

 x1
x2
.
.
.

xn

 ∈ Mat(n × 1,F ), B =

 b1
b2
.
.
.

bm

 ∈ Mat(m × 1,F ).

Ñòîâïåöü X íàçèâà¹òüñÿ ñòîâïöåì íåâiäîìèõ ñèñòåìè (1),

ñòîâïåöü B íàçèâà¹òüñÿ ñòîâïöåì ïðàâèõ ÷àñòèí ñèñòåìè (1).

Â íîâèõ ïîçíà÷åííÿõ ñèñòåìó (1) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

AX = B.

Îçíà÷åííÿ. Ñòîâïåöü X0 =

 x0
1

x0
2
.
.
.

x0
n

 ∈ F n íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì

ñèñòåìè (1), ÿêùî AX0 = B.
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Ðîçäië 3. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ. Ñèñòåìà (1) íàçèâà¹òüñÿ ñóìiñíîþ, ÿêùî ó íå¨ ¹

ðîçâ'ÿçîê. Ñèñòåìà (1) íàçèâà¹òüñÿ íåñóìiñíîþ, ÿêùî ó íå¨

íåìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ.

Îçíà÷åííÿ. Ñèñòåìà (1) íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷åíîþ, ÿêùî âîíà

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Ñèñòåìà (1) íàçèâà¹òüñÿ íåâèçíà÷åíîþ,

ÿêùî âîíà ìà¹ áiëüøå çà îäèí ðîçâ'ÿçîê.

Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi. Íåõàé çàäàíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ

ðiâíÿíü AX = B, äå A ∈ Mat(m×n,F ),B ∈ Mat(m×1,F ),X ∈
Mat(n × 1,F ). Öÿ ñèñòåìà ¹ ñóìiñíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

rg


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

...
...

am1 am2 . . . amn

 = rg


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2

...
...

am1 am2 . . . amn bm

 .
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Ðîçäië 3. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñèñòåìà ¹ ñóìiñíîþ, òîáòî iñíó¹ X0 =

 x0
1

x0
2
.
.
.

x0
n

 ∈
F n � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè. Ìè ìà¹ìî

a11x0
1 + a12x0

2 + . . .+ a1nx0
n = b1

a21x0
1 + a22x0

2 + . . .+ a2nx0
n = b2

...

am1x0
1 + am2x0

2 + . . .+ amnx0
n = bm

.

Îñòàííþ ñèñòåìó ðiâíîñòåé ìîæíà çàïèñàòè iíàêøå:

x0
1

 a11
a21
.
.
.

am1

+ x0
2

 a12
a22
.
.
.

am2

+ . . .+ x0
n

 a1n
a2n
.
.
.

amn

 =

 b1
b2
.
.
.

bm

.
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Ðîçäië 3. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ìè áà÷èìî, ùî ñòîâï÷èê B íàëåæèòü äî ëiíiéíî¨ îáîëîíêè

ñòîâï÷èêiâ A1,A2, . . . ,An, òîìó

Lin{A1,A2, . . . ,An} = Lin{A1,A2, . . . ,An,B} ⇒

dim
(
Lin{A1,A2, . . . ,An}

)
= dim

(
Lin{A1,A2, . . . ,An,B}

)
⇒

rg
(

A1,A2, . . . ,An
)

= rg
(

A1,A2, . . . ,An,B
)
.

Ìè äîâåëè, ùî, ÿêùî ñèñòåìà ¹ ñóìiñíîþ, òî âèêîíó¹òüñÿ

rg


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

...
...

am1 am2 . . . amn

 = rg


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2

...
...

am1 am2 . . . amn bm


(â äàíîìó âèïàäêó ìè âèêîðèñòîâóâàëè ñòîâïöåâèé ðàíã ìàò-

ðèöü).
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Ðîçäië 3. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî

rg


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

...
...

am1 am2 . . . amn

 = rg


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2

...
...

am1 am2 . . . amn bm

 .

Ïîãëÿíåìî íà ðàíãè îáîõ ìàòðèöü ÿê íà ñòîâïöåâi ðàíãè. Ìè

ìà¹ìî

rg
(

A1,A2, . . . ,An
)

= rg
(

A1,A2, . . . ,An,B
)
⇒

dim
(
Lin{A1,A2, . . . ,An}

)
= dim

(
Lin{A1,A2, . . . ,An,B}

)
.
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Ðîçäië 3. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Àëå

Lin{A1,A2, . . . ,An} ⊂ Lin{A1,A2, . . . ,An,B},

i ó öèõ ïðîñòîðiâ âèìiðíîñòi ¹ ðiâíèìè, òîáòî

Lin{A1,A2, . . . ,An} = Lin{A1,A2, . . . ,An,B}.

Ç öüîãî ìè ìà¹ìî

B ∈ Lin{A1,A2, . . . ,An} ⇒

∃µ1, µ2, . . . , µn ∈ F :

µ1

 a11
a21
.
.
.

am1

+ µ2

 a12
a22
.
.
.

am2

+ . . .+ µn

 a1n
a2n
.
.
.

amn

 =

 b1
b2
.
.
.

bm

.
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Ðîçäië 3. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ìè îòðèìó¹ìî, ùî X0 =

 µ1
µ2
.
.
.

µn

 ¹ ðîçâ'ÿçêîì

íàøî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òîáòî íàøà ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ ñóìiñ-

íîþ. 2

Òåîðåìà (ïðàâèëî Êðàìåðà). Íåõàé F � äîâiëüíå ïîëå, n ∈ N
� äîâiëüíå ÷èñëî. Íåõàé A = (aij)

n
i,j=1 ∈ Mat(n × n,F ) � íåâè-

ðîäæåíà ìàòðèöÿ, òîáòî det A 6= 0, i íåõàé B =

 b1
b2
.
.
.

bn

 ∈
Mat(n× 1,F )� äîâiëüíèé ñòîâïåöü. Òîäi ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâ-

íÿíü AX = B ¹ âèçíà÷åíîþ, òîáòî ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

X0 =

 x0
1

x0
2
.
.
.

x0
n

,
ïðè öüîìó äëÿ êîæíîãî j = 1,2, . . . ,n ìà¹ìî ôîðìóëó
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Ðîçäië 3. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

x0
j =

∆j

∆
,

äå

∆ = det A, ∆j = det


a11 a12 . . . a1,j−1 b1 a1,j+1 . . . a1n
a21 a22 . . . a2,j−1 b2 a2,j+1 . . . a2n
a31 a32 . . . a3,j−1 b3 a3,j+1 . . . a3n
...

...
...

an1 an2 . . . an,j−1 bn an,j+1 . . . ann


Äîâåäåííÿ. Ìè ìà¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü AX = B, i íàì äàíî, ùî

det A 6= 0, òîáòî ùî iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ A−1. Ïðèïóñòèìî,
ùî X0 � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè, òîáòî AX0 = B. Ïîìíîæèìî öþ

ðiâíiñòü çëiâà íà A−1, ìè îòðèìó¹ìî A−1·(AX0) = A−1·B, òîáòî
(A−1 ·A) ·X0 = A−1 ·B, àáî I ·X0 = A−1 ·B, çâiäêè X0 = A−1 ·B.
Òîáòî, ìè ïåðåâiðèëè, ùî, ÿêùî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè iñíó¹, òî

âií äîðiâíþ¹ A−1 · B.
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Ðîçäië 3. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ïåðåâiðèìî, ùî X0 = A−1 ·B äiéñíî ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè. Ìè

ìà¹ìî

AX0 = A · (A−1 · B) = (A · A−1) · B = I · B = B.

Òîáòî íàøà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

X0 = A−1 · B. Äëÿ îòðèìàííÿ ôîðìóë òðåáà ñêîðèñòàòèñÿ

ôîðìóëàìè äëÿ åëåìåíòiâ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi. Íåõàé A−1 =
(αij)

n
i,j=1, òîäi ìè ìà¹ìî

αij =
1

det A
(−1)i+jM ′ i

j , i , j ∈ {1,2, . . . ,n}.

ßêùî

X0 =

 x0
1

x0
2
.
.
.

x0
n

 = A−1 · B,
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Ðîçäië 3. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

òî äëÿ îá÷èñëåííÿ x0
j òðåáà ñòðîêó j ìàòðèöi A−1 ïîìíîæèòè

íà ñòîâïåöü B, i ìè îòðèìó¹ìî

x0
j =

1
det A

n∑
k=1

(−1)k+jM ′ j
kbk =

∆j

∆

(òóò äëÿ îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà ∆j âèêîðèñòîâó¹ìî ôîðìóëó

ðîçêëàäàííÿ ïî j-ìó ñòîâïöþ). 2
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Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü AX = B, äå A ∈ Mat(m×
n,F ),B ∈ Mat(m × 1,F ),X ∈ Mat(n × 1,F ). Áóäåìî ââàæàòè,

ùî öÿ ñèñòåìà ¹ ñóìiñíîþ, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà òåîðåìè

Êðîíåêåðà-Êàïåëëi

rg


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

...
...

am1 am2 . . . amn

 = rg


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2

...
...

am1 am2 . . . amn bm

 .
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Ðîçäië 4. Çàãàëüíèé âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

1. Íåõàé rgA = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A ¹ íóëüîâîþ, i

ñòîâïåöü B ¹ íóëüîâèì. Â òàêîìó âèïàäêó äîâiëüíèé âåêòîð

X ∈ F n ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè.

2. Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî rgA = r ∈ N, i ðàíã ðîçøèðåíî¨ ìàò-
ðèöi ñèñòåìè òåæ äîðiâíþ¹ r . Ïîäèâèìîñü íà ðàíãè îáîõ ìàò-

ðèöü ÿê íà ðÿäêîâi ðàíãè. Ìà¹ìî: iñíóþòü r ðÿäêiâ ìàòðèöi

A, ÿêi ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, à äîâiëüíèé iíøèé ðÿäîê ìàò-

ðèöi A ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ öèõ r ðÿäêiâ. Íå çìåíøóþ÷è

çàãàëüíîñòi, áóäåìî ââàæàòè, ùî ïåðøi r ðÿäêiâ ìàòðèöi A ¹

ëiíiéíî íåçàëåæíèìè. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ïåðøi r ðÿäêiâ

ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè (ïîÿñíåííÿ!).
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I, îñêiëüêè ðàíã ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ r , ìè îòðè-

ìó¹ìî, ùî êîæåí ðÿäîê ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi ç íîìåðîì r +
1, r + 2, . . . ,m ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ïåðøèõ r ðÿäêiâ ðîç-

øèðåíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè. Òîáòî, êîæíå ðiâíÿííÿ çà íîìåðîì

r + 1, r + 2, . . . ,m íàøî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ ëiíiéíîþ

êîìáiíàöi¹þ ïåðøèõ r ðiâíÿíü.

Ìè äîâåëè, ùî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ç ïåðøèõ r ðiâíÿíü
¹ ðîçâ'ÿçêîì íàøî¨ ïî÷àòêîâî¨ ñèñòåìè, i íàâïàêè, òîáòî ìè

ìîæåìî ðîçâ'ÿçóâàòè ñèñòåìó ç ïåðøèõ r ðiâíÿíü i îòðèìà¹ìî
óñi ðîçâ'ÿçêè íàøî¨ ñèñòåìè.
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Ìà¹ìî íîâó ñèñòåìó ðiâíÿíü
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

...

ar1x1 + ar2x2 + . . .+ arnxn = br

(2)

ç íîâîþ ìàòðèöåþ ñèñòåìè

Ã =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

...
...

ar1 ar2 . . . arn

 ∈ Mat(r × n,F ),

i íîâèì ñòîâïöåì ïðàâèõ ÷àñòèí B̃ =

 b1
b2
.
.
.

br

 ∈ Mat(r × 1,F ).
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Ìè çíà¹ìî, ùî

rg Ã = rg


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2

...
...

ar1 ar2 . . . arn br

 = r .

Òîáòî, â ìàòðèöi Ã ¹ r ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ñòîâïöiâ (çîêðåìà,
r ≤ n). Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, áóäåìî ââàæàòè, ùî ïåðøi
r ñòîâïöiâ ìàòðèöi Ã ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè.

Ìîæëèâi äâà âèïàäêè.

1. Âèïàäîê r = n. Ó öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

(2) ¹ ñèñòåìîþ r ðiâíÿíü ç r íåâiäîìèìè, i ðàíã ìàòðèöi ñèñòå-
ìè äîðiâíþ¹ r .
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Îñêiëüêè rg Ã äîðiâíþ¹ r , Ã ∈ Mat(r × r ,F ), òî det Ã 6= 0, çà
ïðàâèëîì Êðàìåðà, ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

2. Âèïàäîê r < n. Ïðè öüîìó ìè ââàæà¹ìî, ùî ñàìå ïåðøi r
ñòîâïöiâ ìàòðèöi Ã ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè. Çàïèøåìî ñèñòåìó

(2) ó âèãëÿäi
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1r xr = b1 − a1,r+1xr+1 − . . .− a1nxn
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2r xr = b2 − a2,r+1xr+1 − . . .− a2nxn

...

ar1x1 + ar2x2 + . . .+ arr xr = br − ar ,r+1xr+1 − . . .− arnxn
(3)
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Îñêiëüêè ó ìàòðèöi


a11 a12 . . . a1r
a21 a22 . . . a2r

...
...

ar1 ar2 . . . arr

 ñòîâïöi ¹ ëiíié-

íî íåçàëåæíèìè, òî det


a11 a12 . . . a1r
a21 a22 . . . a2r

...
...

ar1 ar2 . . . arr

 6= 0. Áóäå-

ìî ðîçãëÿäàòè çìiííi xr+1, xr+2, . . . , xn ÿê ïàðàìåòðè ñèñòå-

ìè. Òîäi çà ïðàâèëîì Êðàìåðà äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó çíà-

÷åíü ïàðàìåòðiâ xr+1 = λr+1, xr+2 = λr+2, . . . , xn = λn (òóò

λr+1, λr+2, . . . , λn ∈ F � äîâiëüíi ÷èñëà) iñíó¹ ¹äèíèé ñòîâï÷èê x1
x2
.
.
.

xr

 ∈ Mat(r × 1,F ), òàêèé ùî
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X =


x1
x2
.
.
.

xr
λr+1
λr+2
.
.
.

λn

 ∈ Mat(n × 1,F )

¹ ðîçâ'ÿçêîì ïî÷àòêîâî¨ ñèñòåìè.

Âèñíîâîê. Äëÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü AX = B, äå A ∈
Mat(m×n,F ),B ∈ Mat(m×1,F ),X ∈ Mat(n×1,F ) ìîæëèâèì
¹ îäèí ç òðüîõ íàñòóïíèõ âèïàäêiâ:

1. Ñèñòåìà ¹ íåñóìiñíîþ, òîáòî íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ (êîëè ðàíã

ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè íå äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè).

2. Ñèñòåìà ¹ âèçíà÷åíîþ, òîáòî ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (êîëè

ðàíã ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè i

äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi íåâiäîìèõ).
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3. Ñèñòåìà ¹ ñóìiñíîþ i íåâèçíà÷åíîþ (êîëè ðàíã ðîçøèðå-

íî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè i ¹ ñòðîãî ìåí-

øèì çà êiëüêiñòü íåâiäîìèõ). Ó âèïàäêó, êîëè ïîëå F ìiñòèòü

íåñêií÷åíó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, ñèñòåìà ìà¹ íåñêií÷åíó êiëü-

êiñòü ðîçâ'ÿçêiâ. Ïðè öüîìó ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè çà-

ëåæèòü âiä n − r äîâiëüíèõ ïàðàìåòðiâ (òóò r � ðàíã ìàòðèöi

ñèñòåìè, n � êiëüêiñòü íåâiäîìèõ).

Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ. Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiä-

íîþ, ÿêùî âåêòîð ïðàâèõ ÷àñòèí ¹ íóëüîâèì âåêòîðîì, òîáòî

ñèñòåìà ìà¹ âèãëÿä
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0

...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = 0

.
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Òâåðäæåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü

AX = O, äå A ∈ Mat(m × n,F ), O ∈ Mat(m × 1,F ) � íó-

ëüîâèé ñòîâïåöü, X ∈ Mat(n × 1,F ). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç U =
{X ∈ F n | AX = O} ⊂ F n � ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè. Òîäi

U < F n.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X1,X2 ∈ U, öå îçíà÷à¹, ùî AX1 = O,AX2 =
O. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ α1, α2 ∈ F âèêîíó¹òüñÿ A(α1X1+α2X2) =
α1AX1 + α2AX2 = O + O = O, òîáòî α1X1 + α2X2 ∈ U. 2

Òåîðåìà. Äàíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü AX = O,
äå A ∈ Mat(m×n,F ), O ∈ Mat(m×1,F ) � íóëüîâèé ñòîâïåöü,

X ∈ Mat(n×1,F ). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç U = {X ∈ F n | AX = O} <
F n � ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè. Òîäi dim U = n − rg A.
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Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç r ðàíã ìàòðèöi A. Íå çìåíøóþ-
÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî ïåðøi r ðiâíÿíü ñèñòåìè

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè. Òîäi íàøà ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ åêâiâà-

ëåíòíîþ íàñòóïíî¨
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0

...

ar1x1 + ar2x2 + . . .+ arnxn = 0

íîâî¨ ñèñòåìi ðiâíÿíü ç íîâîþ ìàòðèöåþ ñèñòåìè

Ã =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

...
...

ar1 ar2 . . . arn

 ∈ Mat(r × n,F ).
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Ðàíã ìàòðèöi Ã äîðiâíþ¹ r (ðÿäêè ìàòðèöi Ã ¹ ëiíiéíî íåçà-

ëåæíèìè), òîáòî â öié ìàòðèöi ¹ r ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ñòîâïöiâ
(çîêðåìà, r ≤ n). Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, áóäåìî ââàæàòè,
ùî ïåðøi r ñòîâïöiâ ìàòðèöi Ã ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè.

Ìîæëèâi äâà âèïàäêè.

1. Âèïàäîê r = n. Ó öüîìó âèïàäêó íàøà ñèñòåìà ëiíiéíèõ

ðiâíÿíü ¹ ñèñòåìîþ r ðiâíÿíü ç r íåâiäîìèìè, i ðàíã ìàòðèöi

ñèñòåìè äîðiâíþ¹ r . Îñêiëüêè rg Ã äîðiâíþ¹ r , Ã ∈ Mat(r ×
r ,F ), òî det Ã 6= 0, òîìó çà ïðàâèëîì Êðàìåðà ñèñòåìà ìà¹

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Î÷åâèäíî, ùî öåé ðîçâ'ÿçîê ¹ íóëüîâèì X = 0
0
.
.
.

0

 ∈ Mat(n × 1,F ). Òîìó ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ U = {θ},

òîìó dim U = 0 = n − r .
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2. Âèïàäîê r < n. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìè ââàæà¹ìî,

ùî ñàìå ïåðøi r ñòîâïöiâ ìàòðèöi Ã ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè.

Çàïèøåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü ó âèãëÿäi
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1r xr = −a1,r+1xr+1 − . . .− a1nxn
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2r xr = −a2,r+1xr+1 − . . .− a2nxn

...

ar1x1 + ar2x2 + . . .+ arr xr = −ar ,r+1xr+1 − . . .− arnxn

.

(4)



Ëåêöi¨ ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè
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Îñêiëüêè ó ìàòðèöi


a11 a12 . . . a1r
a21 a22 . . . a2r

...
...

ar1 ar2 . . . arr

 ñòîâïöi ¹ ëiíié-

íî íåçàëåæíèìè, òî det


a11 a12 . . . a1r
a21 a22 . . . a2r

...
...

ar1 ar2 . . . arr

 6= 0. Áóäå-

ìî ðîçãëÿäàòè çìiííi xr+1, xr+2, . . . , xn ÿê ïàðàìåòðè ñèñòå-

ìè. Òîäi çà ïðàâèëîì Êðàìåðà äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó çíà-

÷åíü ïàðàìåòðiâ xr+1 = λr+1, xr+2 = λr+2, . . . , xn = λn (òóò

λr+1, λr+2, . . . , λn ∈ F � äîâiëüíi ÷èñëà)
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iñíó¹ ¹äèíèé ñòîâï÷èê

 x1
x2
.
.
.

xr

 ∈ Mat(r × 1,F ), òàêèé ùî

X =


x1
x2
.
.
.

xr
λr+1
λr+2
.
.
.

λn

 ∈ Mat(n × 1,F )

¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (4).
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Ó íàñ ¹ n− r íåçàëåæíèõ ïàðàìåòðiâ. Ðîçãëÿíåìî n− r ðiçíèõ
íàáîðiâ ïàðàìåòðiâ:

1
0
0
.
.
.

0

,


0
1
0
.
.
.

0

, . . . ,


0
0
.
.
.

0
1

.
Òîáòî äëÿ êîæíîãî j = r + 1, r + 2, . . . ,n ðîçãëÿíåìî çíà÷åí-

íÿ ïàðàìåòðiâ xr+1 = 0, xr+2 = 0, . . . , xj−1 = 0, xj = 1, xj+1 =
0, . . . , xn = 0, i äëÿ òàêîãî íàáîðó çíàéäåìî ¹äèíèé íàáið çíà-

÷åíü x1, x2, . . . , xr , ÿêèé ¹ ðîçâ'ÿçêîì îñòàííüî¨ ñèñòåìè (4).
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Ìè çíàéøëè n − r ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü:

Xr+1 =



β11
β21
.
.
.

βr1
1
0
.
.
.

0
0

,Xr+2 =



β12
β22
.
.
.

βr2
0
1
0
.
.
.

0

, . . . ,Xn =



β1n
β2n
.
.
.

βrn
0
0
.
.
.

0
1

.

Ìè äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà Xr+1,Xr+2, . . . ,Xn âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì

ïiäïðîñòîðó U.
Ïåðåâiðèìî ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü öi¹¨ ñèñòåìè. Íåõàé

µr+1Xr+1 + µr+2Xr+2 + . . .+ µnXn = θ,
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äå µr+1, µr+2, . . . , µn ∈ F . Ìà¹ìî

µr+1



β11
β21
.
.
.

βr1
1
0
.
.
.

0
0

+µr+2



β12
β22
.
.
.

βr2
0
1
0
.
.
.

0

+. . .+µn



β1n
β2n
.
.
.

βrn
0
0
.
.
.

0
1

 =



∗
∗
.
.
.

∗
µr+1
µr+2
.
.
.

µn−1
µn

 =



0
0
.
.
.

0
0
0
.
.
.

0
0

.

çâiäêè ìà¹ìî µr+1 = µr+2 = . . . = µn = 0. Òîáòî ñèñòåìà

âåêòîðiâ Xr+1,Xr+2, . . . ,Xn ∈ U ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Íåõàé Y =

 γ1
γ2
.
.
.

γn

 ∈ U � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè.
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Íåõàé

Z := γr+1Xr+1 + γr+2Xr+2 + . . .+ γnXn ∈ U,

òîáòî

Z = γr+1



β11
β21
.
.
.

βr1
1
0
.
.
.

0
0

+ γr+2



β12
β22
.
.
.

βr2
0
1
0
.
.
.

0

+ . . .+ γn



β1n
β2n
.
.
.

βrn
0
0
.
.
.

0
1

 =



∗
∗
.
.
.

∗
γr+1
γr+2
.
.
.

γn−1
γn

.

ßê áà÷èìî, ¹ äâà ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü Y ∈ U i Z ∈ U,
ó ÿêèõ çáiãàþòüñÿ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ xr+1, xr+2, . . . , xn. Çà
ïðàâèëîì Êðàìåðà, äëÿ äîâiëüíîãî âèáîðó ïàðàìåòðiâ iñíó¹

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè, ó ÿêîãî xr+1, xr+2, . . . , xn äîðiâíþ-

þòü âèáðàíèì çíà÷åííÿì ïàðàìåòðiâ.
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Îòæå, Y = Z , òîáòî Y ∈ Lin {Xr+1,Xr+2, . . . ,Xn}. Ìè äîâåëè,

ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ Xr+1,Xr+2, . . . ,Xn ¹ áàçèñîì ïiäïðîñòîðó

U, çâiäêè dim U = n − r . 2

Çâ'ÿçîê ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè íåîäíîðiäíî¨ i âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨

ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü AX = B, äå A ∈ Mat(m×
n,F ),B ∈ Mat(m×1,F ),X ∈ Mat(n×1,F ). Âiäïîâiäíîþ äî öi¹¨

ñèñòåìè îäíîðiäíîþ ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ

ñèñòåìà AX = O, äå O ∈ Mat(m×1,F ) (òîáòî ñòîâïåöü ïðàâèõ
÷àñòèí ìè çàìiíèëè íóëüîâèì ñòîâïöåì).

Ìè âèâ÷èìî çâ'ÿçîê ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè öèõ äâîõ ñèñòåì.
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Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé X1,X2 � äâà ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè AX = B.
Òîäi (X1 − X2) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè AX = O.
Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî A(X1 − X2) = AX1 − AX2 = B − B = O. 2

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé X0 � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè AX = B, Y0 �

ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè AX = O. Òîäi (X0+Y0) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

AX = B.
Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî A(X0 + Y0) = AX0 + AY0 = B + O = B. 2

Íåõàé ñèñòåìà AX = B ¹ ñóìiñíîþ, ïîçíà÷èìî ÷åðåç X0 îäèí

ç ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (òàê çâàíèé ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê), ïî-

çíà÷èìî ÷åðåç U ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè: U = {X ∈
F n | AX = B}. Ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè íàçèâàþòü çà-

ãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì.
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Ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíó îäíîðiäíó ñèñòåìó AX = O, ïîçíà÷è-
ìî ÷åðåç V ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè: V = {X ∈
F n | AX = O}. Òîáòî V � çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ ñè-

ñòåìè.

Ìè äîâåëè íàñòóïíó ôîðìóëó:

U = X0 + V .

Êàæóòü, ùî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíié-

íèõ ðiâíÿíü ¹ ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ïëþñ çàãàëü-

íèé ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè.



Ëåêöi¨ ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè

Ðîçäië 4. Ëiíiéíi îïåðàòîðè â ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëiíiéíèõ ïðîñòîðàõ

Êîîðäèíàòè âåêòîðà â áàçèñi.

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , n := dim L ∈ N. Íåõàé
e1,e2, . . . ,en � äåÿêèé áàçèñ L. Òîäi äëÿ êîæíîãî âåêòîðà x ∈
L iñíó¹ ¹äèíèé âïîðÿäêîâàíèé íàáið ÷èñåë x1, x2, . . . , xn ∈ F ,
òàêèé ùî x = x1e1 + x2e2 + . . . + xnen. Öi ÷èñëà íàçèâàþòü

êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x â áàçèñi e1,e2, . . . ,en.

Âñþäè äàëi â íàøîìó êóðñi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íà-

ñòóïíå ïîçíà÷åííÿ

xe :=


x1
x2
x3
.
.
.

xn

 ∈ F n

(òîáòî xe � ñòîâïåöü êîîðäèíàò âåêòîðà x â áàçèñi e1,e2, . . . ,en).
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Òåîðåìà. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , n := dim L ∈
N. Íåõàé e1,e2, . . . ,en � äåÿêèé áàçèñ L. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðà-

æåííÿ A : L→ F n, ÿêå çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ A(x) = xe. Òîäi A
¹ ái¹êöi¹þ, ïðè öüîìó

∀x , y ∈ L,∀λ, µ ∈ F A(λx + µy) = λA(x) + µA(y).

Äîâåäiòü öå ïðîñòå òâåðäæåííÿ ñàìîñòiéíî.
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Ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò âåêòîðó ïðè çìiíi áàçèñó.

Íåõàé e1,e2, . . . ,en � äåÿêèé áàçèñ L (�ñòàðèé áàçèñ�). Íåõàé

¹ ùå îäèí áàçèñ L : u1,u2, . . . ,un (�íîâèé áàçèñ�). Ìè õî÷åìî

äîñëiäèòè, ÿê çìiíþþòüñÿ êîîðäèíàòè âåêòîðà ïðè ïåðåõîäi

âiä ñòàðîãî áàçèñó äî íîâîãî.

Ðîçêëàäåìî âåêòîð u1 çà ñòàðèì áàçèñîì e1,e2, . . . ,en. Ìà¹ìî

u1 = t11e1 + t21e2 + . . .+ tn1en

(çâåðíiòü óâàãó íà íóìåðàöiþ êîåôiöi¹íòiâ!).

Ðîçêëàäåìî âåêòîð u2 çà ñòàðèì áàçèñîì e1,e2, . . . ,en. Ìà¹ìî

u2 = t12e1 + t22e2 + . . .+ tn2en
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Ïðîäîâæóþ÷è öþ ïðîöåäóðó, äëÿ êîæíîãî j = 1,2, . . . ,n, ðîç-
êëàäåìî âåêòîð uj çà ñòàðèì áàçèñîì e1,e2, . . . ,en. Ìè ìà¹ìî

u1 = t11e1 + t21e2 + . . .+ tn1en

u2 = t12e1 + t22e2 + . . .+ tn2en

u3 = t13e1 + t23e2 + . . .+ tn3en

...

un = t1ne1 + t2ne2 + . . .+ tnnen
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Ââåäåìî ìàòðèöþ

T =


t11 t12 . . . t1n
t21 t22 . . . t2n

...
...

tn1 tn2 . . . tnn

 .

Öÿ ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó

e1,e2, . . . ,en äî áàçèñó u1,u2, . . . ,un (äëÿ ïîáóäîâè öi¹¨ ìàò-

ðèöi ìè äëÿ êîæíîãî j = 1,2, . . . ,n ðîçêëàäà¹ìî âåêòîð uj
çà ñòàðèì áàçèñîì e1,e2, . . . ,en, i êîîðäèíàòè çàïèñó¹ìî ó j-é
ñòîâïåöü ìàòðèöi ïåðåõîäó).

Íåõàé x ∈ L � äîâiëüíèé âåêòîð, íåõàé x = x1e1 + x2e2 + . . .+

xnen, òîáòî xe :=

 x1
x2
.
.
.

xn

.
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Íåõàé x = y1u1 + y2u2 + . . . + ynun, òîáòî xu :=

 y1
y2
.
.
.

yn

. Ìè

ìà¹ìî

x = y1u1 + y2u2 + . . .+ ynun =

y1(t11e1 + t21e2 + . . .+ tn1en)+

y2(t12e1 + t22e2 + . . .+ tn2en)+

y3(t13e1 + t23e2 + . . .+ tn3en) + . . .+

yn(t1ne1 + t2ne2 + . . .+ tnnen).

Ïðèâåäåìî ïîäiáíi äîäàíêè â öié ôîðìóëi, áóäåìî ìàòè
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x = (t11y1 + t12y2 + t13y3 + . . .+ t1nyn)e1+

(t21y1 + t22y2 + t23y3 + . . .+ t2nyn)e2+

(t31y1 + t32y2 + t33y3 + . . .+ t3nyn)e3+

...

+(tn1y1 + tn2y2 + tn3y3 + . . .+ tnnyn)en.

Ìè îòðèìàëè âàæëèâó ôîðìóëó:

∀x ∈ L : xe = Txu.
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Ïåðåâiðèìî, ùî ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó äî áàçèñó çà-

âæäè ¹ íåâèðîäæåíîþ (òîáòî ¨¨ âèçíà÷íèê íå äîðiâíþ¹ íóëþ).

Íåõàé S � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó u1,u2, . . . ,un äî áàçèñó

e1,e2, . . . ,en. Òîäi, çà äîâåäåíèì

∀x ∈ L : xe = Txu

i

∀x ∈ L : xu = Sxe.

Ïiäñòàâëÿþ÷è äðóãó ôîðìóëó â ïåðøó, îòðèìó¹ìî

∀x ∈ L : xe = TSxe.
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Â ÿêîñòi äîâiëüíîãî âåêòîðà â îñòàííüî¨ ôîðìóëi áóäåìî îáè-

ðàòè áàçèñíi âåêòîðè e1,e2, . . . ,en. Îáåðåìî äîâiëüíå j = 1,
2, . . . ,n i ïiäñòàâèìî x = ej , ïðè öüîìó ìè çíà¹ìî, ùî

(ej)e :=


0
0
.
.
.

0
1
0
.
.
.

0


(â öüîìó ñòîâïöi îäèíèöÿ ñòî¨òü íà ìiñöi j).
Òîìó ìè îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî j = 1,2, . . . ,n :

0
0
.
.
.

0
1
0
.
.
.

0

 = TS


0
0
.
.
.

0
1
0
.
.
.

0

.
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ßêùî ìè ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ TS = (λij)
n
i,j=1, òî äëÿ êîæíîãî

j = 1,2, . . . ,n ìè ìà¹ìî ðiâíiñòü
0
0
.
.
.

0
1
0
.
.
.

0

 =



λ1j
λ2j

.

.

.

λj−1,j
λjj

λj+1,j

.

.

.

λnj

.

Òîáòî äëÿ êîæíîãî j = 1,2, . . . ,n ìè ìà¹ìî: j-é ñòîâïåöü ìàò-

ðèöi TS çáiãà¹òüñÿ ç j-ì ñòîâïöåì îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi I, çâiäêè

TS = I.

Ìè äîâåëè, ùî ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó äî áàçèñó çàâæäè

¹ íåâèðîäæåíîþ.
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Ìè äîâåëè òàêîæ ùå îäíå òâåðäæåííÿ: ÿêùî ìàòðèöÿ T ¹ ìàò-

ðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó e1,e2, . . . ,en äî áàçèñó u1,u2, . . . ,un,
òî ìàòðèöåþ çâîðîòíüîãî ïåðåõîäó âiä áàçèñó u1,u2, . . . ,un äî

áàçèñó e1,e2, . . . ,en áóäå îáåðíåíà ìàòðèöÿ T−1.

Ëiíiéíi îïåðàòîðè â ëiíiéíèõ ïðîñòîðàõ.

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F .

Îçíà÷åííÿ. Âiäîáðàæåííÿ A : L → L íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì

îïåðàòîðîì â L, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ x , y ∈ L i äîâiëüíèõ α, β ∈
F âèêîíó¹òüñÿ A(αx + βy) = αA(x) + βA(y).

Âïðàâà. Äîâåäiòü, ùî, ÿêùî A : L→ L � ëiíiéíèé îïåðàòîð, òî

A(θ) = θ.
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Íåõàé n := dim L ∈ N, A : L→ L � ëiíiéíèé îïåðàòîð, e1,e2, . . . ,en
� äåÿêèé áàçèñ L. Çàñòîñó¹ìî ëiíiéíèé îïåðàòîð A äî âåêòîðó

e1, îòðèìà¹ìî äåÿêèé âåêòîð ïðîñòîðó L, ðîçêëàäåìî éîãî çà
áàçèñîì e1,e2, . . . ,en. Ìà¹ìî

A(e1) = a11e1 + a21e2 + a31e3 + . . .+ an1en

(çâåðíiòü óâàãó íà íóìåðàöiþ êîåôiöi¹íòiâ!). Çàñòîñó¹ìî ëiíié-

íèé îïåðàòîð A äî âåêòîðó e2, îòðèìà¹ìî äåÿêèé âåêòîð ïðî-

ñòîðó L, ðîçêëàäåìî éîãî çà áàçèñîì e1,e2, . . . ,en. Ìà¹ìî

A(e2) = a12e1 + a22e2 + a32e3 + . . .+ an2en.

Àíàëîãi÷íî, äëÿ êîæíîãî j = 1,2, . . . ,n ìè çàñòîñó¹ìî ëiíié-

íèé îïåðàòîð A äî âåêòîðó ej , îòðèìà¹ìî äåÿêèé âåêòîð ïðî-

ñòîðó L, ðîçêëàäåìî éîãî çà áàçèñîì e1,e2, . . . ,en, i ìè îòðè-

ìó¹ìî
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A(e1) = a11e1 + a21e2 + a31e3 + . . .+ an1en

A(e2) = a12e1 + a22e2 + a32e3 + . . .+ an2en

A(e3) = a13e1 + a23e2 + a33e3 + . . .+ an3en

...

A(en) = a1ne1 + a2ne2 + a3ne3 + . . .+ annen.

Îçíà÷åííÿ. Ââåäåìî ìàòðèöþ

Ae =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

...
...

an1 an2 . . . ann

 .
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Öÿ ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A â

áàçèñi e1,e2, . . . ,en (äëÿ ïîáóäîâè öi¹¨ ìàòðèöi ìè äëÿ êîæ-

íîãî j = 1,2, . . . ,n ðîçêëàäà¹ìî âåêòîð A(ej) çà áàçèñîì e1,
e2, . . . ,en, i êîîðäèíàòè çàïèñó¹ìî ó j-é ñòîâïåöü ìàòðèöi ëiíié-
íîãî îïåðàòîðà).

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé x ∈ L, ðîçêëàäåìî éîãî çà áàçèñîì x =
x1e1 + x2e2 + . . . + xnen, i ðîçãëÿíåìî îáðàç öüîãî âåêòîðó

ïiä äi¹þ îïåðàòîðà A. Ìè ìà¹ìî (ç óðàõóâàííÿì ëiíiéíîñòi

îïåðàòîðà A):

A(x) = A(x1e1 + x2e2 + . . .+ xnen) =

x1A(e1) + x2A(e2) + . . .+ xnA(en) =
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x1(a11e1 + a21e2 + a31e3 + . . .+ an1en)+

x2(a12e1 + a22e2 + a32e3 + . . .+ an2en)+

x3(a13e1 + a23e2 + a33e3 + . . .+ an3en)+

...

xn(a1ne1 + a2ne2 + a3ne3 + . . .+ annen) =

(a11x1 + a12x2 + a13x3 + . . .+ a1nxn)e1+

(a21x1 + a22x2 + a23x3 + . . .+ a2nxn)e2+

(a31x1 + a32x2 + a33x3 + . . .+ a3nxn)e3+

...

(an1x1 + an2x2 + an3x3 + . . .+ annxn)en.
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Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâîäèìî ôîðìóëó

∀x ∈ L (Ax)e = Aexe

(ñòîâïåöü êîîðäèíàò îáðàçó âåêòîðà x ïiä äi¹þ îïåðàòîðà A â

áàçèñi e1,e2, . . . ,en ¹ äîáóòêîì ìàòðèöi îïåðàòîðà A â öüîìó

áàçèñi íà ñòîâïåöü êîîðäèíàò âåêòîðà x â öüîìó áàçèñi).

Çàóâàæåííÿ.. Áåðó÷è äî óâàãè ôîðìóëó (Ax)e = Aexe, çàçâè-
÷àé ïèøóòü Ax çàìiñòü A(x).

Òåîðåìà. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , n := dim L ∈
N, e1,e2, . . . ,en � äîâiëüíèé áàçèñ L, B = (bij)

n
i,j=1 ∈ Mat(n ×

n,F ) � äîâiëüíà ìàòðèöÿ.
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Çàäàìî âiäîáðàæåííÿ C : L→ L íàñòóïíèì ÷èíîì:

∀x ∈ L (C(x))e = Bxe

(öÿ ôîðìóëà äëÿ êîæíîãî x ∈ L çàäà¹ íàáið êîîðäèíàò éîãî

îáðàçó C(x), çíàþ÷è êîîðäèíàòè, ìè îá÷èñëèìî i ñàì âåêòîð

C(x)). Òîäi âiäîáðàæåííÿ C ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì â ïðîñòîði

L, i éîãî ìàòðèöÿ Ce = B.
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Äîâåäåííÿ. Ëiíiéíiñòü âiäîáðàæåííÿ ¹ î÷åâèäíîþ. Äiéñíî, íåõàé

x , y ∈ L � äîâiëüíi âåêòîðè i α, β ∈ F � äîâiëüíi ñêàëÿðè. Òîäi

çà âëàñòèâîñòÿìè êîîðäèíàò ìà¹ìî

(αx + βy)e = αxe + βye,

òîìó

(C(αx +βy))e = B(αx +βy)e = B(αxe +βye) = αBxe +βBye =

α(C(x))e + β(C(y))e.

ßêùî ó âåêòîðiâ îäíàêîâi êîîðäèíàòè â áàçèñi e1,e2, . . . ,en,
òî öi âåêòîðè ¹ ðiâíèìè, òîáòî

C(αx + βy) = α(C(x)) + β(C(y)).

Ìè äîâåëè, ùî C � ëiíiéíèé îïåðàòîð â L.
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Çíàéäåìî ìàòðèöþ öüîãî îïåðàòîðà â áàçèñi e1,e2, . . . ,en.Äëÿ
äîâiëüíîãî j = 1,2, . . . ,n ðîçêëàäà¹ìî âåêòîð C(ej) çà áàçèñîì
e1, e2, . . . ,en, i êîîðäèíàòè çàïèñó¹ìî ó j-é ñòîâïåöü ìàòðèöi

ëiíiéíîãî îïåðàòîðà. Ìà¹ìî

(C(ej))e = B(ej)e = B


0
0
.
.
.

0
1
0
.
.
.

0

 =



b1j
b2j

.

.

.

bj−1,j
bjj

bj+1,j

.

.

.

bnj


(ó ñòîâïöi êîîðäèíàò (ej)e îäèíèöÿ ñòî¨òü íà ìiñöi j).
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Òîáòî, äëÿ êîæíîãî j = 1,2, . . . ,n ñòîâïåöü çà íîìåðîì j ìàò-
ðèöi îïåðàòîðà çáiãà¹òüñÿ ç j-ì ñòîâïöåì ìàòðèöi B. Òîìó
Ce = B. 2

Äi¨ íàä îïåðàòîðàìè i ¨õ ìàòðèöÿìè.

1. Íåõàé A : L→ L � ëiíiéíèé îïåðàòîð, λ ∈ F , e1,e2, . . . ,en �

äåÿêèé áàçèñ L. Çàäàìî âiäîáðàæåííÿ λA : L → L íàñòóïíèì

÷èíîì: ∀x ∈ L (λA)(x) = λA(x). Òîäi âiäîáðàæåííÿ λA ¹

ëiíiéíèì îïåðàòîðîì i (λA)e = λAe. (Äîâåäiòü öå).

2. Íåõàé A,B : L → L � äâà ëiíiéíèõ îïåðàòîðè, e1,e2, . . . ,en
� äåÿêèé áàçèñ L. Çàäàìî âiäîáðàæåííÿ (A + B) : L → L íà-

ñòóïíèì ÷èíîì: ∀x ∈ L (A + B)(x) = A(x) + B(x). Òîäi âiäî-
áðàæåííÿ A + B ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì i (A + B)e = Ae + Be.
(Äîâåäiòü öå).
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3. Íåõàé A,B : L → L � äâà ëiíiéíèõ îïåðàòîðè, e1,e2, . . . ,en
� äåÿêèé áàçèñ L. Çàäàìî âiäîáðàæåííÿ (AB) : L→ L íàñòóï-

íèì ÷èíîì: ∀x ∈ L (AB)(x) = A(B(x)) (ó âèïàäêó ëiíiéíèõ

îïåðàòîðiâ ¨õ êîìïîçèöiþ íàçèâàþòü äîäàíêîì i ïîçíà÷àþòü

çíà÷êîì ìíîæåííÿ). Òîäi âiäîáðàæåííÿ (AB) ¹ ëiíiéíèì îïå-

ðàòîðîì i (AB)e = Ae · Be.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x , y ∈ L � äîâiëüíi âåêòîðè i α, β ∈ F �

äîâiëüíi ñêàëÿðè. Òîäi ìè ìà¹ìî

(AB)(αx + βy) = A(B(αx + βy)) = A(αB(x) + βB(y)) =

αA(B(x)) + βA(B(y)) = α(AB)(x) + β(AB)(y).

Òîáòî âiäîáðàæåííÿ (AB) ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì.

Çíàéäåìî éîãî ìàòðèöþ â áàçèñi e1,e2, . . . ,en.
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Ïîçíà÷èìî Ae = (aij)
n
i,j=1 i Be = (bij)

n
i,j=1. Âèáåðåìî äîâiëüíå

j = 1,2, . . . ,n. Çà îçíà÷åííÿì ìàòðèöi îïåðàòîðà ìè ìà¹ìî

(AB)(ej) = A(B(ej)) = A(b1je1 + b2je2 + . . .+ bnjen) =

b1jA(e1) + b2jA(e2) + . . .+ bnjA(en) =

b1j(a11e1 + a21e2 + . . .+ an1en)+

b2j(a12e1 + a22e2 + . . .+ an2en)+

b3j(a13e1 + a23e2 + . . .+ an3en)+

...

+bnj(a1ne1 + a2ne2 + . . .+ annen) =
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(a11b1j + a12b2j + . . .+ a1nbnj)e1+

(a21b1j + a22b2j + . . .+ a2nbnj)e2+

(a31b1j + a32b2j + . . .+ a3nbnj)e3+

...

(an1b1j + an2b2j + . . .+ annbnj)en.
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Òîáòî, äëÿ äîâiëüíîãî j , j-é ñòîâïåöü ìàòðèöi îïåðàòîðà (AB)
â áàçèñi e1,e2, . . . ,en äîðiâíþ¹

(AB)j
e =


a11b1j + a12b2j + . . .+ a1nbnj
a21b1j + a22b2j + . . .+ a2nbnj
a31b1j + a32b2j + . . .+ a3nbnj

...

an1b1j + an2b2j + . . .+ annbnj

 = (Ae · Be)j .

Òîáòî ìè äîâåëè, ùî (AB)e = Ae · Be. 2
4. Íåõàé I : L→ L � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ, ∀x ∈ L I(x) = x ,
i íåõàé e1,e2, . . . ,en � äîâiëüíèé áàçèñ L. Òîäi I � ëiíiéíèé

îïåðàòîð, à éîãî ìàòðèöÿ â áàçèñi e1,e2, . . . ,en äîðiâíþ¹ îäè-

íè÷íié ìàòðèöi Ie = I. (Óâàãà: ìè âèêîðèñòîâó¹ìî îäíó é òó

æ ñàìó áóêâó I äëÿ òîòîæíîãî âiäîáðàæåííÿ i äëÿ îäèíè÷íî¨

ìàòðèöi). (Äîâåäiòü öå).
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