
1 Ìàòðèöi

Ìàòðèöÿ ðîçìiðó n×m � öå ïðÿìîêóòíà òàáëèöÿ
a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . anm

 ,

åëåìåíòè ÿêî¨ aij íàëåæàòü äî äåÿêîãî ïîëÿ F . Ñêîðî÷åíèé çàïèñ òàêèé:

A = (aij) i=1,...,n
j=1,...,m

.

Ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó ìîæíà äîäàâàòè. Äîäàâàííÿ ïîåëåìåíòíå.

ßêùî A = (aij) i=1,...,n
j=1,...,m

, à B = (bij) i=1,...,n
j=1,...,m

, òî

A+B = (aij + bij) i=1,...,n
j=1,...,m

.

Ìàòðèöþ ìîæíà ïîìíîæèòè íà åëåìåíò ïîëÿ F : ÿêùî A =
(aij) i=1,...,n

j=1,...,m

, òî

αA = (αaij) i=1,...,n
j=1,...,m

, α ∈ F.

Ìíîæåííÿ ìàòðèöü çäiéñíþ¹òüñÿ çà ïðàâèëîì �ðÿäîê íà ñòîâï÷èê�,

à ñàìå: ÿêùî A = (aij) i=1,...,n
j=1,...,m

, à B = (bij)i=1,...,m

j=1,...,l

, òî

C = AB = (cij =
m∑
k=1

aikbkj)i=1,...,n

j=1,...,l

.

Óâàãà! Ïîìíîæèòè ìàòðèöi A i B ìîæíà ëèøå çà óìîâè: êiëüêiñòü ñòîâï-

÷èêiâ ìàòðèöi A ïîâèííà äîðiâíþâàòè êiëüêîñòi ðÿäêiâ ìàòðèöi B. Ïðè
öüîìó êiëüêiñòü ðÿäêiâ ìàòðèöi AB äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ðÿäêiâ ìàòðè-

öi A, à êiëüêiñòü ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi AB äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ñòîâï÷èêiâ

ìàòðèöi B.

Ïðèêëàä 1 Íåõàé

A =

2 −1
3 0
1 4

 , B =

(
1 0 −2 3
2 1 4 0

)
.

Òîäi ìàòðèöÿ C = AB = (cij) i=1,2
j=1,...,4

ìà¹ âèãëÿä:
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c11 = 2 · 1 + (−1) · 2 = 0

c12 = 2 · 0 + (−1) · 1 = 1

c13 = 2 · (−2) + (−1) · 4 = −8
c14 = 2 · 3 + (−1) · 0 = 6

c21 = 3 · 1 + 0 · 2 = 3

c22 = 3 · 0 + 0 · 1 = 0

c23 = 3 · (−2) + 0 · 4 = −6
c24 = 3 · 3 + 0 · 0 = 9

c31 = 1 · 1 + 4 · 2 = 9

c32 = 1 · 0 + 4 · 1 = 4

c33 = 1 · (−2) + 4 · 4 = 14

c34 = 1 · 3 + 4 · 0 = 3

Òîìó

C =

0 1 −8 6
3 0 −6 9
9 4 14 3

 .

Çàóâàæèìî, ùî ìíîæåííÿ ìàòðèöü íå êîìóòàòèâíå. Iíîäi ìàòðèöÿ

AB iñíó¹, à ìàòðèöÿ BA � íi. Àëå ÿêùî iñíóþòü îáèäâi ìàòðèöi, òî ðiâ-

íiñòü AB = BA ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íå âèêîíó¹òüñÿ. Íàâåäiòü ïðèêëàä

äëÿ îáîõ öèõ âèïàäêiâ.

Çàçíà÷èìî, ùî çàâæäè ìîæíà ïîìíîæèòè äâi êâàäðàòíi ìàòðèöi îä-

íàêîâîãî ïîðÿäêó.

Îçíà÷åííÿ 1 Ìàòðèöåþ òðàíñïîíîâàíîþ äî ìàòðèöi A = (aij) i=1,...,n
j=1,...,m

íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ

At = (aji)j=1,...,m
i=1,...,n

Ó öié ìàòðèöi ðÿäêè ñòàëè ñòîâï÷èêàìè i íàâïàêè.

Ïðèêëàä 2 ßêùî

A =

(
2 −1 0
3 2 8

)
, òî At =

 2 3
−1 2
0 8

 .

Îçíà÷åííÿ 2 Ìàòðèöåþ îáåðíåíîþ äî êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A íàçè-

âà¹òüñÿ ìàòðèöÿ A−1, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

AA−1 = A−1A = E,
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äå E =


1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

 � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.

Òâåðäæåííÿ 1 Îáåðíåíà ìàòðèöÿ A−1 iñíó¹ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

detA 6= 0.

Òâåðäæåííÿ 2 Îáåðíåíà ìàòðèöÿ ìîæå áóòè çíàéäåíà çà ôîðìóëîþ

A−1 =
1

detA


A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

. . . . . . . . . . . .
An1 An2 . . . Ann,


t

äå Aij� àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ åëåìåíòà aij ìàòðèöi A.

Ïðèêëàä 3 Íåõàé

A =

1 0 2
0 2 −1
3 1 1

 ,

òîäi

A−1 =
1

detA



∣∣∣∣2 −1
1 1

∣∣∣∣ − ∣∣∣∣0 −1
3 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣0 2
3 1

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣0 2
1 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣1 2
3 1

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣1 0
3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣0 2
2 −1

∣∣∣∣ − ∣∣∣∣1 2
0 −1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣1 0
0 2

∣∣∣∣



t

= −1

9

 3 2 −4
−3 −5 1
−6 −1 2

 .

Íàâåäåíîþ ôîðìóëîþ çðó÷íî êîðèñòóâàòèñÿ äëÿ ìàòðèöü íåâåëèêîãî

ðîçìiðó (çàçâè÷àé, äðóãîãî àáî òðåòüîãî ïîðÿäêó).

Iñíó¹ ùå îäèí ñïîñiá çíàõîäæåííÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi � ìåòîä Ãàóñà.

Äîìîâèìîñÿ ïðèïóñòèìèìè, àáî åëåìåíòàðíèìè, îïåðàöiÿìè ç ðÿäêàìè

ìàòðèöi A íàçèâàòè òàêi:

à) çìiíà ìiñöÿìè ðÿäêiâ;

á) ìíîæåííÿ ðÿäêà íà íåíóëüîâå ÷èñëî;

â) äîäàâàííÿ äî îäíîãî ðÿäêà iíøîãî, ïîìíîæåíîãî íà ÷èñëî.

Îïèøåìî àëãîðèòì ïîøóêó îáåðíåíî¨ ìàòðèöi ìåòîäîì Ãàóñà. Äî ìàò-

ðèöi A ðîçìiðó n × n ïðèïèøåìî ñïðàâà îäèíè÷íó E ìàòðèöþ òîãî æ

ïîðÿäêó: 
a11 a12 . . . a1n 1 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 1
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Ìè îòðèìàëè òàê çâàíó ðîçøèðåíó ìàòðèöþ ðîçìiðó n× 2n. Çà äîïîìî-
ãîþ ïðèïóñòèìèõ îïåðàöié ç ðÿäêàìè ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi (A|E) çðîáèìî
òàê, ùîá íà ìiñöi ìàòðèöi A îïèíèëàñÿ ìàòðèöÿ E. Òîäi íà ìiñöi ìàòðèöi
E ç'ÿâèòüñÿ ìàòðèöÿ A−1: (E|A−1).

Ïðèêëàä 4 Çíàéòè ìàòðèöþ A−1, ÿêùî

A =

1 0 2
2 3 −1
3 1 4

 .

Ìà¹ìî:

(A|E) =

 1 0 2 1 0 0
2 3 −1 0 1 0
3 1 4 0 0 1

 A3+(−3)A1−−−−−−−→
A2+(−2)A1

 1 0 2 1 0 0
0 3 −5 −2 1 0
0 1 −2 −3 0 1


A3↔A2−−−−−→

 1 0 2 1 0 0
0 1 −2 −3 0 1
0 3 −5 −2 1 0

 A3+(−3)A2−−−−−−−→

 1 0 2 1 0 0
0 1 −2 −3 0 1
0 0 1 7 1 −3


A2+2A3−−−−−−−→

A1+(−2)A3

 1 0 0 −13 −2 6
0 1 0 11 2 −5
0 0 1 7 1 −3


Îòæå,

A−1 =

 −13 −2 6
11 2 −5
7 1 −3

 .

Âïðàâà 1 Ïåðåâiðòå, ùî AA−1 = E.

Çâåðíiòü óâàãó íà òå, â ÿêié ïîñëiäîâíîñòi ìè âèêîíó¹ìî ïðèïóñòèìi

îïåðàöi¨. Ñïî÷àòêó ìè ïîâèííi íà ÿêîìóñü ìiñöi îòðèìàòè îäèíèöþ (ó

íàøîìó ïðèêëàäi öüîãî ñïåöiàëüíî ðîáèòè íå äîâåëîñÿ). Ïîòiì ïåðåñòà-

âèòè ðÿäêè òàê, ùîá îäèíèöÿ îïèíèëàñÿ íà ãîëîâíié äiàãîíàëi. Ïîòiì ìè

ìíîæèìî ðÿäîê ç îäèíèöåþ íà âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè i äîäà¹ìî äî iíøèõ

ðÿäêiâ òàê, ùîá óñi iíøi åëåìåíòè ñòîâï÷èêà ç îäèíèöåþ ñòàëè íóëÿìè.

Ïîòiì îòðèìó¹ìî îäèíèöþ â iíøîìó ñòîâï÷èêó i ïîâòîðþ¹ìî ïðîöåäó-

ðó, àëå òàê, ùîá íå çiïñóâàòè ñòîâï÷èêè, ÿêi ìè âæå ïåðåòâîðèëè. Òàêèì

÷èíîì ìè îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ (E|A−1). Ùå ðàç çàóâàæèìî, ùî âñi ïðè-

ïóñòèìi îïåðàöi¨ çäiéñíþþòüñÿ ç ðÿäêàìè ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi.

Ïðèêëàä 5 �852 (È. Â. Ïðîñêóðÿêîâ, Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ëèíåéíîé àë-

ãåáðå)
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Çíàéòè A−1, ÿêùî
1 1 1 . . . 1 1
1 0 1 . . . 1 1
1 1 0 . . . 1 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 1 0

 .


1 1 1 . . . 1 1 1 0 0 . . . 0 0
1 0 1 . . . 1 1 0 1 0 . . . 0 0
1 1 0 . . . 1 1 0 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 1 0 0 0 0 . . . 0 1

 Ai+(−1)A1,−−−−−−−→
i=2,3,...,n.


1 1 1 . . . 1 1 1 0 0 . . . 0 0
0 −1 0 . . . 0 0 −1 1 0 . . . 0 0
0 0 −1 . . . 0 0 −1 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 −1 −1 0 0 . . . 0 1

 A1+
∑n

i=2 Ai−−−−−−−−→


1 0 0 . . . 0 0 2− n 1 1 . . . 1 1
0 −1 0 . . . 0 0 −1 1 0 . . . 0 0
0 0 −1 . . . 0 0 −1 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 −1 −1 0 0 . . . 0 1

 Ai×(−1),−−−−−−→
i=2,3,...,n.


1 0 0 . . . 0 0 2− n 1 1 . . . 1 1
0 1 0 . . . 0 0 1 −1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0 1 0 −1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 1 1 0 0 . . . 0 −1

 .

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ: Çíàéòè AB i BA, ÿêùî A =
(
1 3 −2

)
, B =

 3
−1
6

.
È. Â. Ïðîñêóðÿêîâ, Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ëèíåéíîé àëãåáðå, �� 790, 801,

803, 811, 814, 821, 836(2 ñïîñîáè), 840(2 ñïîñîáè), 848, 849.

2 Ðàíã ìàòðèöi

Îçíà÷åííÿ 3 Ðàíãîì ìàòðèöi íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüøèé ç ïîðÿäêiâ

íåíóëüîâèõ ìiíîðiâ öi¹¨ ìàòðèöi.

Ùîá çíàéòè ðàíã ìàòðèöi çà îçíà÷åííÿì òðåáà ïîñëiäîâíî øóêàòè

íåíóëüîâi ìiíîðè ïåðøîãî, äðóãîãî,..., n-ãî ïîðÿäêó. Öå äîâîëi êðîïiò-

êà ðîáîòà, àëå ¹ áiëüø ïðîñòèé ìåòîä îòî÷åííÿ ìiíîðiâ. Çíàõîäèìî
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íåíóëüîâèé ìiíîð ïåðøîãî ïîðÿäêó. Äàëi ðîçãëÿäà¹ìî ëèøå òi ìiíîðè

äðóãîãî ïîðÿäêó, ÿêi ìiñòÿòü â ñîái çíàéäåíèé ìiíîð ïåðøîãî ïîðÿäêó.

ßêùî âñi òàêi ìiíîðè äîðiâíþþòü íóëþ, òî ðàíã äîðiâíþ¹ îäèíèöi. ßêùî

õî÷à á îäèí ç ìiíîðiâ äðóãîãî ïîðÿäêó íåíóëüîâèé, òî ðîçãëÿäà¹ìî ëèøå

òi ìiíîðè òðåòüîãî ïîðÿäêó, â ÿêèõ âií ìiñòèòüñÿ, i ò.ä.

Ïðèêëàä 6 �608 (È. Â. Ïðîñêóðÿêîâ, Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ëèíåéíîé àë-

ãåáðå)

Çíàéòè ðàíã ìàòðèöi ìåòîäîì îòî÷åííÿ ìiíîðiâ.

A =

2 −1 3 −2 4
4 −2 5 1 7
2 −1 1 8 2

 .

Çíàéäåìî íåíóëüîâèé ìiíîð ïåðøîãî ïîðÿäêó, íàïðèêëàä,

D1 = a11 = 2 6= 0.

Ðîçãëÿíåìî ìiíîðè äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî ìiñòÿòü D1 i ïîäèâèìîñü, ÷è ¹

ñåðåä íèõ òàêèé, ùî íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Ìà¹ìî:

D1
2 =

∣∣∣∣2 −1
4 −2

∣∣∣∣ = 0, D2
2 =

∣∣∣∣2 −1
2 −1

∣∣∣∣ = 0, D3
2 =

∣∣∣∣2 3
4 5

∣∣∣∣ = −2 6= 0.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ëèøå òi ìiíîðè ìàòðèöi A, ùî ìiñòÿòü D3
2.

D1
3 =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 3
4 −2 5
2 −1 1

∣∣∣∣∣∣ = 0, D2
3 =

∣∣∣∣∣∣
2 3 −2
4 5 1
2 1 8

∣∣∣∣∣∣ = 0, D3
3 =

∣∣∣∣∣∣
2 3 4
4 5 7
2 1 2

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Îñêiëüêè âñi òàêi ìiíîðè âèÿâèëèñÿ ðiâíèìè íóëþ, òî rgA = 2.

Îçíà÷åííÿ 4 Ðÿäêîâèì ðàíãîì ìàòðèöi íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî ëiíiéíî

íåçàëåæíèõ ðÿäêiâ ìàòðèöi A (rðA), à ñòîâï÷èêîâèì ðàíãîì � êiëü-

êiñòü ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ñòîâï÷èêiâ (rñA).

Òåîðåìà 2.1 (ïðî ðàíã) Ðÿäêîâèé òà ñòîâï÷èêîâèé ðàíãè ìàò-

ðèöi äîðiâíþþòü ¨¨ ðàíãó.

Äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä ó êíèçi À. Ã. Êóðîøà

"Êóðñ âûñøåé àëãåáðû". Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè ñòðîêîâèé ðàíã ìàòðèöi

òðåáà ñêîðèñòàòèñÿ ìåòîäîì Ãàóñà ïðèâåäåííÿ ìàòðèöi äî ñòóïií÷àòîãî

âèãëÿäó. Âiäîìî (âèêîíàéòå �615, Ïðîñêóðÿêîâ), ùî ïðèïóñòèìi ïåðå-

òâîðåííÿ íå çìiíþþòü ðàíã ìàòðèöi.
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Ïðèêëàä 7 �621 (È. Â. Ïðîñêóðÿêîâ, Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ëèíåéíîé àë-

ãåáðå) Çíàéäiòü ðàíã íàñòóïíî¨ ìàòðèöi çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ

ïåðåòâîðåíü:

A =


24 19 36 72 −38
49 40 73 147 −80
73 59 98 219 −118
47 36 71 141 −72

 .

Çíàéäåìî ñòðîêîâèé ðàíã çà äîïîìîãîþ òàêèõ ïåðåòâîðåíü:
24 19 36 72 −38
49 40 73 147 −80
73 59 98 219 −118
47 36 71 141 −72

 A2+(−2)A1−−−−−−−→


24 19 36 72 −38
1 2 1 3 −4
73 59 98 219 −118
47 36 71 141 −72


A2↔A1−−−−−→


1 2 1 3 −4
24 19 36 72 −38
73 59 98 219 −118
47 36 71 141 −72

 A2+(−24)A1,A3+(−73)A1−−−−−−−−−−−−−−−−→
A4+(−47)A1


1 2 1 3 −4
0 −29 12 0 58
0 −87 25 0 174
0 −58 24 0 116

 A4+(−2)A2−−−−−−−→
A3+(−3)A2


1 2 1 3 −4
0 −29 12 0 58
0 0 −11 0 0
0 0 0 0 0

 .

Îòðèìàíà ìàòðèöÿ ìà¹ ñòóïií÷àòèé âèãëÿä:

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî íåíóëüîâi ðÿäêè ó ñòóïií÷àòîìó âèãëÿäi

ëiíiéíî íåçàëåæíi (çðîáiòü öå!). Òîìó ðÿäêîâèé ðàíã äîðiâíþ¹ 3 (òðè

íåíóëüîâi ðÿäêè). Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñòîâï÷èêîâîãî ðàíãó äîñòàòíüî

çíàéòè ðÿäêîâèé ðàíã òðàíñïîíîâàíî¨ ìàòðèöi (çðîáiòü öå!).

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ: È. Â. Ïðîñêóðÿêîâ, Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ëèíåéíîé

àëãåáðå, �� 610, 611, 619, 620.
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Êîíñóëüòàöi¨ Çàâàðçiíî¨ Î.Î. ïðîõîäèòèìóòü çàñîáàìè åëåê-

òðîííî¨ ïîøòè òà scype. Çà ïîòðåáè çâåðòàéòåñÿ çà àäðåñîþ:

olesia.zavarzina@yahoo.com.

Êîíñóëüòàöi¨ Iëü¨íñüêî¨ I.Ï. ïðîõîäèòèìóòü çà òåëåôîíîì,

íîìåð òåëåôîíó ó ñòàðîñòè ãðóïè.
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