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ВСТУП

Програма навчальної дисципліни «Геометрія розшарованих просторів»
складена відповідно до освітньо-наукової програми підготовки магістр
спеціальності 111- математика
освітня програма «Математика»

1. Опис навчальної дисципліни
1.1. Метою викладання навчальної дисципліни «Геометрія розшарованих

просторів» є викладення основ сучасної диференціальної геометрії, як то теорії
зв’язностей в розшарованих просторах, метричну теорії розшарованих просторів, геометрії
перерізів векторних та сферичних розшарувань.

1.2. Основними завданнями вивчення дисципліни є підготовка студентів до
самостійної роботи в галузі диференціальної, ріманової геометрії, геометрії підмноговидів
у розшарованих просторах, калібровочних теоріях, геометрії шарувань, динамічних систем
та потоків.

1.3. Кількість кредитів – 5
1.4. Загальна кількість годин – 150

1.5. Характеристика навчальної дисципліни

За вибором

Денна форма навчання Заочна (дистанційна) форма
навчання

Рік підготовки
1-й

Семестр
2-й

Лекції
32 год.

Практичні, семінарські заняття
32 год.

Лабораторні заняття

Самостійна робота
86 год.

у тому числі індивідуальні завдання

1.6. Заплановані результати навчання
У результаті вивчення даного курсу студент повинен

Знати :
 Означення розшарованого простору.
 Означення локально тривіального розшарування.
 Означення морфізму і ізоморфізму векторних розшарувань.
 Означення горизонтального і вертикального підпросторів.
 Означення зв’язності на векторному розшаруванні.
 Означення перерізу векторного розшарування.
 Означення коваріантної похідної перерізу.
 Означення тензору кривини зв’язності розшарування.
 Означення метрики Сасакі на векторному розшаруванні.
 Формули для коваріантних похідних ліфтів, перерізів і дотичних векторних

полів.
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 Властивості геодезичних ліній дотичного розшарування просторових форм.

Уміти :
 Обчислити коваріантну похідну перерізу векторного розшарування.
 Обчислити тензор кривини зв’язності векторного розшарування.
 Знайти горизонтальну і вертикальну проекції векторного поля на

розшаруванні.
 Виписати координати горизонтального і вертикального ліфтів перерізів та

дотичних векторних полів.
 Знайти тензор кривини метрики на розшаруванні.

2. Тематичний план навчальної дисципліни

Розділ 1. Основи теорії векторних розшарувань
Тема 1. Загальні положення теорії розшарованих просторів.

Загальне визначення розшарованого простору. Приклади. Векторні розшарування та їх
морфізми. Диференціальні структури на векторному розшаруванні.

Тема 2. Теорія зв’язностей у векторному розшаруванні
Горизонтальний ліфт кривої. Коваріантна похідна перерізу розшарування. Горизонтальні і
вертикальні підпростори, проекції. Лінійна зв’язність. Тензор кривини зв’язності
векторного розшарування.

Розділ 2. Метрична теорія розшарувань
Тема 1. Метрика Сасакі векторного розшарування

Лема Домбровського, метрика Сасакі на векторному розшаруванні, лема Ковальського,
тензор кривини метрики Сасакі, геометричні властивості шарів розшарування як
підмноговидів.

Тема2. Сферичне розшарування як підмноговид векторного розшарування.
Рівняння сферичного розшарування. Метрика та друга фундаментальна форма сферичного
розшарування. Середня кривина.

Тема 3. Перерізи сферичного розшарування як підмноговиди.
Метрика на перерізі. Друга фундаментальна форма перерізу. Гармонічність,  мінімальність,
цілком геодезичність перерізу. Перерізи як відображення, гармонічність.

3. Структура навчальної дисципліни
Назви розділів і

тем
Кількість годин

денна форма заочна форма
усього у тому числі усього у тому числі

л п лаб. інд. с. р. л п лаб. інд. с. р.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Розділ 1. Основи теорії векторних розшарувань
Тема 1. Загальні
положення теорії
розшарованих
просторів.

24 6 6 12

Тема 2. Теорія
зв’язностей у
векторному
розшаруванні

30 6 6 18

Разом за
розділом 1

54 12 12 30

Розділ 2. Метрична теорія розшарувань
Тема 1. Метрика
Сасакі векторного

26 6 6 14
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розшарування
Тема 2. Сферичне
розшарування як
підмноговид
векторного
розшарування.

20 4 4 12

Тема 3.  Перерізи
сферичного
розшарування як
підмноговиди.

50 10 10 30

Разом за
розділом 2

96 20 20 56

Усього
годин

150 32 32 86

4. Теми семінарських (практичних, лабораторних) занять

№
з/п

Назва теми Кількість
годин

1 Загальне означення розшарованого простору. Приклади. 2
2 Векторні розшарування та їх морфізми. Диференціальні структури на

векторному розшаруванні.
2

3 Горизонтальний ліфт кривої. Коваріантна похідна перерізу
розшарування.

2

4 Горизонтальні і вертикальні підпростори, проекції. Лінійна зв’язність. 2
5 Тензор кривини зв’язності векторного розшарування. 2
6 Метрика Сасакі на векторному розшаруванні поверхонь і сфер. 2
7 Тензор кривини метрики Сасакі поверхонь і сфер. 2
8 Метрика та друга фундаментальна форма сферичного розшарування. 2
9 Метрика на перерізі. Друга фундаментальна форма перерізу. 2
10 Гармонічність,  мінімальність, цілком геодезичність перерізу на

розшаруванні поверхні.
2

11 Гармонічність,  мінімальність, цілком геодезичність перерізу на
розшаруванні групи Лі з інваріантною метрикою.

2

12 Перерізи як відображення, гармонічність відображення для поверхні 2
13 Перерізи як відображення, гармонічність відображення для груп Лі 4
14 Мінімальні та цілком геодезичні перерізи у розшаруванні груп Лі. 2
15 Контрольна робота 2

Разом 32

5. Завдання для самостійної роботи

№
з/п

Види, зміст самостійної роботи Кількість
годин

Опрацювання додаткового матеріалу за відповідними
темами:
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1 Загальне означення розшарованого простору. Приклади. Векторні
розшарування та їх морфізми. Диференціальні структури на
векторному розшаруванні.

10

2 Горизонтальний ліфт кривої. Коваріантна похідна перерізу
розшарування. Горизонтальні і вертикальні підпростори, проекції.
Лінійна зв’язність. Тензор кривини зв’язності векторного
розшарування

14

3 Лема Домбровського, метрика Сасакі на векторному
розшаруванні, лема Ковальського, тензор кривини метрики Сасакі,
геометричні властивості шарів розшарування як підмноговидів.

14

4 Рівняння сферичного розшарування. Метрика та друга
фундаментальна форма сферичного розшарування. Середня
кривина.

24

5 Метрика на перерізі. Друга фундаментальна форма перерізу.
Гармонічність,  мінімальність, цілком геодезичність перерізу.
Перерізи як відображення, гармонічність.

24

Разом 86

6. Індивідуальні завдання
Не передбачені навчальним планом.

7. Методи навчання

Лекції та практичні заняття проводяться аудиторно. У разі оголошення карантину,
заняття проводяться аудиторно або дистанційно (за допомогою платформ ZOOM,
MOODLE) відповідно до наказу ректора Харківського національного університету
імені В. Н. Каразіна.

7. Методи контролю

– облік відвідування аудиторних занять;
– контрольні опитування;
– контрольна робота; екзамен.

8. Схема нарахування балів

Поточний контроль, самостійна робота, індивідуальні
завдання

Розділ
1 Розділ 2

Контрольна
робота,

передбачена
навчальним
планом - 1

Індивідуальне
завдання Разом Екзамен

Сума

Т1 Т2 Т1 Т2 Т3
35 - 60 40 1005 5 5 5 5

Критерії оцінювання навчальних досягнень

Оцінка
в балах

Оцінка за національною шкалою
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Оцінка Пояснення

90 – 100 Відмінно

Теоретичний зміст курсу освоєний цілком, необхідні
практичні навички роботи з освоєним матеріалом
сформовані, всі навчальні завдання, які передбачені
програмою навчання, виконані в повному обсязі, відмінна
робота без помилок або з однією незначною помилкою.

70 – 89 Добре

Теоретичний зміст курсу освоєний цілком, практичні
навички роботи з освоєним матеріалом в основному
сформовані, всі навчальні завдання, які передбачені
програмою навчання, виконані, якість виконання жодного з
них не оцінено мінімальним числом балів, деякі види
завдань виконані з помилками, робота з декількома
незначними помилками, або з однією – двома значними
помилками.

50 –69 Задовільно

Теоретичний зміст курсу освоєний не повністю, але
прогалини не носять істотного характеру, необхідні
практичні навички роботи з освоєним матеріалом в
основному сформовані, більшість передбачених програмою
навчання навчальних завдань виконано, деякі з виконаних
завдань містять помилки, робота з трьома значними
помилками.

1–49 Незадовільно

Теоретичний зміст курсу не освоєно, необхідні практичні
навички роботи не сформовані, всі виконані навчальні
завдання містять грубі помилки, додаткова самостійна
робота над матеріалом курсу не приведе до значимого
підвищення якості виконання навчальних завдань, робота,
що потребує повної переробки

Шкала  оцінювання

Сума балів за всі види навчальної
діяльності протягом семестру

Оцінка за національною шкалою

для чотирирівневої
шкали оцінювання

для дворівневої
шкали оцінювання

90 – 100 відмінно
зараховано70-89 добре

50-69 задовільно
1-49 незадовільно не зараховано

10. Рекомендована література



8

Основна література

1. Постников М.М. Лекции по геометрии. Дифференциальная геометрия
2. Мищенко А.С.  Векторные расслоения и их приложения

Допоміжна література

1. Dombrowski P. On the geometry of the tangent bundle/P. Dombrowski// J. Reine Angew.
Math. - 1962. - Т. 210. -P. 73 -- 88.

2. Boeckx E., L.Vanhecke Harmonic and minimal vector fields on tangent and unit tangent
bundles, // Differential Geom. Appl. -2000. -V. 13. -P. 77 -- 93.

3. Boeckx E., L.Vanhecke. Harmonic and minimal vector fields on tangent and unit tangent
bundles, // Differential Geom. Appl. -2000. -V. 13. -P. 77 -- 93.

4. E.Boeckx, L.Vanhecke. Unit tangent sphere bundles with constant scalar curvature/ //
Czechoslovak Math. J. - 2001. -V. 51 . -P. 523 -- 544.

5. E.Boeckx, L.Vanhecke. Harmonic and minimal radial vector fields// Acta Math. Hungar.
-2001. -V. 90 . -P. 317 -- 331.

6. O.Gil-Medrano, E.Llinares-Fuster. Minimal unit vector fields // Tôhoku Math. J.-
2002. -V 54. -P. 71 -- 84.

7. J.C.González-Dávila, L.Vanhecke. Examples of minimal unit vector fields // Ann
Glob. Anal. Geom. - 2000. -V. 18. -P. 385 -- 404.

11. Посилання на інформаційні ресурси в Інтернеті, відео-лекції, інше
методичне забезпечення

1. www-library.univer.kharkov.ua
2. http://library.kpi.kharkov.ua


