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Ââåäåíèå

Îäíîé èç êëþ÷åâûõ çàäà÷ ãåîìåòðèè â öåëîì ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ãëî-
áàëüíîãî ñòðîåíèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé êàê ïîäìíîãîîáðàçèé ïðîèçâîëü-
íûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî âûäåëÿòü êëàññû èçó÷àåìûõ ïîâåðõíîñòåé â
çàâèñèìîñòè îò èõ ëîêàëüíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Íàñòîÿùàÿ ðàáî-
òà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ãëîáàëüíîãî ïîâåäåíèÿ êëàññà ãèïåðïîâåðõ-
íîñòåé îãðàíè÷åííîé íîðìàëüíîé êðèâèçíû è èõ íåðåãóëÿðíûõ àíàëîãîâ.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäåëîâ.
Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ àâ-

òîðîì â êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòå [11]. À èìåííî, â íåé áûëè ïîëó÷åíû
îöåíêè äëÿ øèðèíû ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ, òî åñòü ïðîñòðàíñòâà ìåæäó äâó-
ìÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè ñôåðàìè, â êîòîðûé ìîæíî çàêëþ÷èòü ïîëíóþ ðå-
ãóëÿðíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü îãðàíè÷åííîé ñíèçó íîðìàëüíîé êðèâèçíû,
ëåæàùóþ â ìíîãîîáðàçèè ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû. Â ïåðâîì
ðàçäåëå íàñòîÿùåé ðàáîòû äàåòñÿ îáîáùåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà äëÿ ñëó-
÷àÿ íåðåãóëÿðíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé è ñ åãî ïîìîùüþ âûâîäÿòñÿ îöåíêè
øèðèíû ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ äëÿ ïîâåðõíîñòåé â îáùèõ ðèìàíîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ.

Â ñëó÷àå äâóìåðíîé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè îãðà-
íè÷åííîé ñíèçó íîðìàëüíîé êðèâèçíû ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûå êðèâûå îãðà-
íè÷åííîé ñíèçó êðèâèçíû. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âëîæåííûå êðèâûå îãðà-
íè÷åííîé êðèâèçíû è èõ íåðåãóëÿðíûå àíàëîãè.

Äëÿ íèõ âî âòîðîì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ íîâîå èçîïåðèìåòðè÷åñêîå
íåðàâåíñòâî, äàþùåå îöåíêó ìèíèìàëüíîé ïëîùàäè, îãðàíè÷èâàåìîé êðè-
âûìè èç ýòîãî êëàññà, ïðè ôèêñèðîâàííîé äëèíå. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå
èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ïðèíöèï ìàêñèìóìà
Ïîíòðÿãèíà.

Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí îõðàíå òðóäà â îòðàñëè. Â íåì ïðèâîäèòñÿ
èíñòðóêöèÿ ïî îõðàíå òðóäà ïðè ðàáîòå íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå,
ðàçðàáîòàííàÿ íà îñíîâàíèè ãîñóäàðñòâåííûõ íîðì [12]. Â êîíöå ïðèâî-
äèòñÿ êîìïëåêñ óïðàæíåíèé, ðåêîìåíäóåìûõ äëÿ óìåíüøåíèÿ íåãàòèâ-
íîãî âëèÿíèÿ îò ðàáîòû çà êîìïüþòåðîì íà îðãàíèçì ÷åëîâåêà.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç 3 ðàçäåëîâ, çàíèìàåò 36 ñòðàíèö, ñîäåðæèò 6 ðè-
ñóíêîâ è áèáëèîãðàôèþ èç 12 èñòî÷íèêîâ.

3



1 Îöåíêà øèðèíû ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ â îá-

ùåì ðèìàíîâîì ñëó÷àå

Âèëüãåëüì Áëÿøêå äîêàçàë [8], ÷òî åñëè íîðìàëüíûå êðèâèçíû ïîëíîé
ãèïåðïîâåðõíîñòè F n çàùåìëåíû íåêîòîðûìè ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàí-
òàìè k1 è k2, òî åñòü k2 > kn > k1 > 0, òî â êàæäîé òî÷êå F n ñóùåñòâóåò
îïîðíûå ñôåðû ðàäèóñîâ 1

k1
è 1

k2
, ñîîòâåòñòâåííî ñîäåðæàùèå ãèïåðïî-

âåðõíîñòü è ñîäåðæàùèåñÿ â íåé. Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî î ñôåðè÷íîñòè
ïîâåðõíîñòè ìîæíî ãîâîðèòü è â ñëó÷àå, êîãäà åå íîðìàëüíûå êðèâèçíû
îãðàíè÷åíû òîëüêî ñíèçó.

Êðèòåðèåì ñôåðè÷íîñòè ïîâåðõíîñòè ìîæåò âûñòóïàòü øèðèíà ñôå-
ðè÷åñêîãî ñëîÿ, â êîòîðûé åå ìîæíî ïîìåñòèòü. Ïîíÿòíî, ÷òî ÷åì ìåíüøå
ýòà øèðèíà, òåì ïîâåðõíîñòü áëèæå ê ñôåðå.

Â ðàáîòå [3] áûëî äîêàçàíî, ÷òî çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàí-
ñòâå Ëîáà÷åâñêîãî êðèâèçíû -1 ñîäåðæèòñÿ â ñôåðè÷åñêîì ñëîå øèðèíû
d 6 ln 2, åñëè íîðìàëüíûå êðèâèçíû ãèïåðïîâåðõíîñòè kn > 1 â êàæäîé
òî÷êå è â êàæäîì íàïðàâëåíèè. Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà èìååò ìåñòî â ìíî-
ãîîáðàçèÿõ Àäàìàðà [4]. Â ðàáîòå [11] áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè øèðèíû
ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé â ìíîãîîáðàçèÿõ ïîñòîÿííîé
ñåêöèîííîé êðèâèçíû ïðè óñëîâèè, ÷òî íîðìàëüíûå êðèâèçíû ãèïåðïî-
âåðõíîñòåé îãðàíè÷åíû ñíèçó. Â ýòîì ðàçäåëå ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåòñÿ
íà íåðåãóëÿðíûé ñëó÷àé, à òàêæå äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íûå îöåíêè â
ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèé íåïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû.

1.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ è ôîðìóëèðîâêà îñ-

íîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

ÏóñòüMn+1(c) � ïîëíîå îäíîñâÿçíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ïîñòîÿííîé
ñåêöèîííîé êðèâèçíû .

Íàïîìíèì (ñì. [1, 2]), ÷òî ëîêàëüíî âûïóêëàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ∂Ω ⊂
Mn+1(c) (â òîì ÷èñëå è íåðåãóëÿðíàÿ) íàçûâàåòñÿ λ-âûïóêëîé, åñëè â
êàæäîé òî÷êå P ∈ ∂Ω ñóùåñòâóåò ñôåðà SP êðèâèçíû λ, òàêàÿ, ÷òî â
îêðåñòíîñòè P ãèïåðïîâåðõíîñòü ëåæèò ñî ñòîðîíû âûïóêëîñòè SP . Ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ îáëàñòü Ω íàçûâàåòñÿ λ-âûïóêëîé îáëàñòüþ.

Çàìåòèì, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ êëàññà Ck, k > 2, ãèïåðïîâåðõíîñòü ∂Ω åñòü
λ-âûïóêëîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå íîðìàëüíûå êðèâèçíû âî
âñåõ òî÷êàõ è ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì kn > λ. Òàêèì îáðàçîì,ïîíÿòèå
λ-âûïóêëîñòè åñòü åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì òîãî ôàêòà, ÷òî íîðìàëü-
íûå êðèâèçíû íå ìåíüøå λ.

Ñ ó÷åòîì ýòèõ îïðåäåëåíèé, äëÿ øèðèíû ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ â ñëó÷àå
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ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1.1 ([11]). Ïóñòü ∂Ω � ïîëíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü â ïîëíîì îä-
íîñâÿçíîì (n+1)-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèèMn+1(c) ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé
êðèâèçíû c, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáëàñòü Ω

1. Ïóñòü îáúåìëþùåå ïðîñòðàíñòâî åñòü åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî
En+1. Åñëè ∂Ω åñòü k0-âûïóêëàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü, k0 > 0, òî ∂Ω
ìîæíî çàêëþ÷èòü â ñôåðè÷åñêèé ñëîé øèðèíû

d 6

√
2− 1

k0

(1.1)

2. Ïóñòü îáúåìëþùåå ïðîñòðàíñòâî Mn+1(c) = Sn+1(k2
1) � (n + 1)-

ìåðíàÿ ñôåðà êðèâèçíû k2
1, k1 > 0. Åñëè ∂Ω åñòü k0-âûïóêëàÿ ãè-

ïåðïîâåðõíîñòü, k0 > 0, , òî ∂Ω ñîäåðæèòñÿ â ñôåðè÷åñêîì ñëîå
øèðèíû

d 6
2

k1

arccos
√

cos k1R−R (1.2)

ãäå R � ðàäèóñ îêðóæíîñòè êðèâèçíû k0 íà äâóìåðíîé ñôåðå êðè-
âèçíû k2

1.

3. Ïóñòü îáúåìëþùåå ïðîñòðàíñòâî Mn+1(c) = Hn+1(−k2
1) � ïðî-

ñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî êðèâèçíû −k2
1, k1 > 0. Åñëè ∂Ω åñòü k0-

âûïóêëàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü, k0 > k1, òî ∂Ω ëåæèò â ñôåðè÷åñêîì
ñëîå øèðèíû

d 6
2

k1

arcch
√

ch k1R−R (1.3)

ãäå R � ðàäèóñ îêðóæíîñòè êðèâèçíû k0 â äâóìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå Ëîáà÷åâñêîãî êðèâèçíû −k2

1.

Çàìå÷àíèå 1: Èçâåñòíî, ÷òî R = 1
k1

arcctg k0
k1

íà äâóìåðíîé ñôåðå
êðèâèçíû k2

1; R = 1
k1

arccth k0
k1

â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî
êðèâèçíû −k2

1. ×åðåç R, êàê è âåçäå äàëåå, áóäåì îáîçíà÷àòü ðàäèóñ
îêðóæíîñòè êðèâèçíû k0 íà ïëîñêîñòè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû c.Òîãäà, ñ
ó÷åòîì ýòîãî, îöåíêè (1.2), (1.3) ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû ñîîòâåòñòâåííî:

2. d 6 1
k1

(
2 arccos

√
k0

4
√
k20+k21

− arcctg k0
k1

)

3. d 6 1
k1

(
2 arcch

√
k0

4
√
k20+k21

− arccth k0
k1

)
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Çàìå÷àíèå 2: Ïðèâåäåííûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè â òîì ñìûñ-
ëå, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðèìåðû ïîâåðõíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ðà-
âåíñòâî â ñîîòâåòñòâóþùèõ íåðàâåíñòâàõ.

Îöåíêó øèðèíû ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ ìîæíî îáîáùèòü è äëÿ ñëó÷àÿ
îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà íåïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû. À èìåí-
íî, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü ∂Ω � çàìêíóòàÿ C2-ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü â
ïîëíîì îäíîñâÿçíîì (n+1)-ìåðíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèèMn+1, îãðà-
íè÷èâàþùàÿ îáëàñòü Ω.

1. Ïóñòü ñåêöèîííûå êðèâèçíû Mn+1 ïî âñåì äâóìåðíûì ïëîùàäêàì
σ, k2

2 > Kσ > k2
1, k1, k2 > 0. È ïóñòü ãèïåðïîâåðõíîñòü ëåæèò â

øàðå ðàäèóñà π
k2
ñ öåíòðîì, ñîâïàäàþùèì ñ öåíòðîì âïèñàííîãî â

∂Ω øàðà. Òîãäà, åñëè íîðìàëüíûå êðèâèçíû ∂Ω ïî âñåì íàïðàâëå-
íèÿì kn > k0 > 0, òî ãèïåðïîâåðõíîñòü ∂Ω ìîæíî çàêëþ÷èòü â
ñôåðè÷åñêèé ñëîé øèðèíû (1.2);

2. Ïóñòü äëÿ ëþáîé äâóìåðíîé ïëîùàäêè 0 > Kσ > −k2
1, k1 > 0.

Òîãäà, åñëè âñå íîðìàëüíûå êðèâèçíû ∂Ω ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì
kn > k0 > k1, òî ∂Ω ëåæèò â ñôåðè÷åñêîì ñëîå øèðèíû (1.3).

1.2 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Ëåììà 1.1. Ïóñòü ∂Ω � ïîëíàÿ k0-âûïóêëàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü â ïðî-
ñòðàíñòâå Mn+1(c) ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû c, ãäå

1. ïðè c = 0 èëè c = k2
1 > 0, k0 > 0

2. c = −k2
1, k0 > k1

Òîãäà ∂Ω åñòü âëîæåííàÿ âûïóêëàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü, è â ëþáîé
òî÷êå P ∈ ∂Ω ñóùåñòâóåò îïîðíàÿ äëÿ ∂Ω ñôåðà ðàäèóñà R, öåëèêîì
ñîäåðæàùàÿ âíóòðè ýòó ãèïåðïîâåðõíîñòü.

Çàìå÷àíèå: Òóò ïîä R, êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ïîíèìàåòñÿ ðàäèóñ
îêðóæíîñòè êðèâèçíû k0 â äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M2(c) ïîñòîÿííîé
ñåêöèîííîé êðèâèçíû c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ Ck-ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, k > 2, óòâåðæäå-
íèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç [5].

Ïóñòü òåïåðü ∂Ω íåðåãóëÿðíàÿ k0-âûïóêëàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü. Äëÿ
äîñòàòî÷íî ìàëûõ τ ðàññìîòðèì âíåøíå ýêâèäèñòàíòíûå ïîâåðõíîñòè
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∂Ωτ , êîòîðûå áóäóò ε(τ)-âûïóêëûìè ñ ε(τ)→ k0−0 ïðè τ → 0 è ε(τ) > 0
(â ñëó÷àå 1) èëè ε(τ) > k1 (â ñëó÷àå 2). Èçâåñòíî, ÷òî ïîâåðõíîñòü ∂Ωτ

ÿâëÿåòñÿ C1,1-ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ. Íî òîãäà åå ìîæíî ñêîëü óãîä-
íî áëèçêî ïðèáëèçèòü ðåãóëÿðíûìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè ∂Ωτ,δ, íîðìàëü-
íûå êðèâèçíû êîòîðûõ kn > ε(τ) − ν(δ) ñ ν(δ) → 0 + 0 ïðè δ → 0
è ε(τ) − ν(δ) > 0 (â ñëó÷àå 1) èëè ε(τ) − ν(δ) > k1 (â ñëó÷àå 2). Ïî
óæå äîêàçàííîìó ðåãóëÿðíîìó ñëó÷àþ, ∂Ωτ,δ ñîäåðæèòñÿ â ñôåðå ðàäèó-
ñà Rτ,δ êðèâèçíû ε(τ)− ν(δ), îïîðíîé â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå Pτ,δ ∈ ∂Ωτ,δ.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè τ → 0, δ → 0, ïîëó÷èì, ÷òî ñôåðà ðàäèóñà
R = lim

τ,δ→0
Rτ,δ, îïîðíàÿ â òî÷êå P = lim

τ,δ→0
Pτ,δ ∈ ∂Ω,áóäåò öåëèêîì ñî-

äåðæàòü ãèïåðïîâåðõíîñòü ∂Ω. Ýòî âåðíî äëÿ ëþáîé òî÷êè P . Ëåììà â
íåðåãóëÿðíîì ñëó÷àå äîêàçàíà.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå. Ïóñòü A
è B � äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè â Ω ⊂Mn+1(c) (ñì. ðèñ. 1.1). Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå äâóìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî M2(c) â
Mn+1(c) (â ñèëó ïîñòîÿíñòâà ñåêöèîííîé êðèâèçíû, òàêîå ñóùåñòâóåò).
ÂM2(c) ñóùåñòâóåò ðîâíî äâå îêðóæíîñòè ðàäèóñà R, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç
A è B. Êàæäóþ èç íèõ ýòè äâå òî÷êè ðàçáèâàþò íà äâå äóãè � áîëüøóþ
è ìåíüøóþ. Âåçäå äàëåå áóäåì ìåíüøóþ äóãó îêðóæíîñòè ðàäèóñà R,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè A è B íàçûâàòü ìåíüøåé äóãîé îêðóæíîñòè
ðàäèóñà R äëÿ òî÷åê A è B.

M2(c)

A
B

R

Ðèñ. 1.1

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà:

Ëåììà 1.2. Ïóñòü ∂Ω � ïîëíàÿ k0-âûïóêëàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü â ïîë-
íîì îäíîñâÿçíîì ïðîñòðàíñòâå Mn+1(c) ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðè-
âèçíû c, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáëàñòü Ω (â ñëó÷àå c = 0 èëè c = k2

1 > 0,
k0 > 0, à â ñëó÷àå c = −k2

1 < 0, k0 > k1). Òîãäà ëþáàÿ ìåíüøàÿ äóãà
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îêðóæíîñòè ðàäèóñà R, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ëþáûå äâå òî÷êè A,B ∈ Ω,
ëåæèò â Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê è ñóùåñòâó-
þò òàêèå A,B ∈ Ω è íåêîòîðàÿ ìåíüøàÿ äóãà ω äëÿ òî÷åê A è B, öåëèêîì
íå ëåæàùàÿ â îáëàñòè Ω. Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå Ω òåì äâóìåðíûì ïîä-
ïðîñòðàíñòâîìM2(c), êîòîðîå ñîäåðæèò A,B è ω. Ïóñòü γ = M2(c)∩∂Ω �
êðèâàÿ â ýòîì ïåðåñå÷åíèè (ñì. ðèñ. 1.2).

δ

ω
γ1

δ1

γ

A B

ω1

A1

B1

C1
X1

Y1

Ðèñ. 1.2

Èçâåñòíî, ÷òî â ñå÷åíèè λ-âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè ëþáûì äâóìåðíûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì ïîëó÷àåòñÿ λ-âûïóêëàÿ êðèâàÿ. Òàêèì îáðàçîì, êðè-
âàÿ γ ÿâëÿåòñÿ k0-âûïóêëîé.

Ïóñòü A1, B1 � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ω c γ. Ïðè÷åì, åñëè îáîçíà÷èòü
÷åðåç ω1 ÷àñòü ω, ëåæàùóþ ìåæäó òî÷êàìè A1 è B1, à ÷åðåç γ1 � ÷àñòü
êðèâîé γ, îãðàíè÷åííóþ äóãîé ω è õîðäîé AB, òî ω1 è γ1 áóäóò âûïóêëû-
ìè êðèâûìè, ëåæàùèìè ïî îäíó ñòîðîíó îò ãåîäåçè÷åñêîé, ñîåäèíÿþùåé
A1 è B1.

Ïóñòü C1 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà γ1, íå ñîâïàäàþùàÿ ñ A1 èëè B1.
Òàê êàê γ � k0-âûïóêëàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, òî ïî ëåììå 1.1 îêðóæíîñòü
δ ðàäèóñà R, îïîðíàÿ äëÿ γ â òî÷êå C1, öåëèêîì ñîäåðæèò γ. Ïóñòü
îêðóæíîñòü δ ïåðåñåêàåò ω1 â äâóõ òî÷êàõX1 è Y1. Ïðè ýòîì, åñëèX1 èëè
Y1 ñîâïàäàåò ñ A1 èëè B1, òî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà C1, ω1 ≡ γ1

è ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ω1 íå ëåæèò â Ω. Ñëåäîâàòåëüíî,
X1 6= A1, Y1 6= B1.
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Íî òîãäà, òàê êàê ω1 � ìåíüøàÿ äóãà îêðóæíîñòè ðàäèóñà R, òî è
äóãà δ1 îêðóæíîñòè δ, îãðàíè÷åííàÿ äóãîé ω1 è õîðäîé A1B1, ìåíüøå
ïîëîâèíû îêðóæíîñòè δ. À â ñèëó âûïóêëîñòè, δ1 è ω1 ëåæàò ïî îäíó
ñòîðîíó îò ãåîäåçè÷åñêîé X1Y1.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ äâóõ äàííûõ òî÷åê X1 è Y1 ñó-
ùåñòâóþò äâå ðàçëè÷íûå ìåíüøèå äóãè îêðóæíîñòåé ðàäèóñà R, ëåæà-
ùèå ïî îäíó ñòîðîíó îò ãåîäåçè÷åñêîé X1Y1, ÷åãî áûòü íå ìîæåò. Îòñþäà
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû 1.2.

Ïóñòü îïÿòü Mn+1(c) � ïîëíîå îäíîñâÿçíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå
ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû c. Ðàññìîòðèì â íåì êîìïàêòíóþ âû-
ïóêëóþ îáëàñòü Ω, ãðàíèöà êîòîðîé ∂Ω � çàìêíóòàÿ C2-ãëàäêàÿ ãèïåðïî-
âåðõíîñòü. Ïóñòü O ∈ Ω � òî÷êà âíóòðè îáëàñòè, à òî÷êà P ∈ ∂Ω òàêàÿ,
÷òî dist(O,P ) = dist(O, ∂Ω). Îáîçíà÷èì ϕ(Q) � óãîë ìåæäó ãåîäåçè÷å-
ñêîé OQ, ïðîâåäåííîé èç òî÷êè O â íåêîòîðóþ òî÷êó Q ∈ ∂Ω, è âíåøíåé
íîðìàëüþ ê ∂Ω â òî÷êå Q. Ïóñòü SP ⊂ Mn+1(c) � ñôåðà, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êó P ïåðïåíäèêóëÿðíî OP òàê, ÷òî òî÷êà O ëåæèò â ñîîòâåò-
ñòâóþùåì åé øàðå BP . Îáîçíà÷èì β(Q) � óãîë ìåæäó ãåîäåçè÷åñêîé OQ,
ïðîâåäåííîé â íåêîòîðóþ òî÷êó Q ∈ SP , è âíåøíåé íîðìàëüþ ê ñôåðå â
ýòîé òî÷êå.

Ëåììà 1.3. Åñëè âî ââåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ, äëÿ ëþáûõ äâóõ òî-
÷åê Q ∈ ∂Ω è Q ∈ SP òàêèõ, ÷òî äëèíû ãåîäåçè÷åñêèõ OQ è OQ ðàâíû,

ϕ(Q) 6 β(Q),

òî ñôåðà SP ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ñôåðîé ê ãèïåðïîâåðõíîñòè ∂Ω â
òî÷êå P è îáëàñòü Ω öåëèêîì ëåæèò â øàðå BP .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì íà ìíîãîîáðàçèè Mn+1(c) ïîëÿðíóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Òîãäà ìåòðèêà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â
âèäå ds2 = dt2 + gijdθ

idθj, ãäå t � ïàðàìåòð ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà êîîð-
äèíàò, à θ1, . . . , θn � êîîðäèíàòû íà ñòàíäàðòíîé åäèíè÷íîé åâêëèäîâîé
ñôåðå S1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷êè P = (h, 0, . . . , 0), ãäå
h = dist(O,Q) = dist(O, ∂Ω).

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè P íàøó ïîâåðõíîñòü è ñôåðó ìîæíî çàäàòü
ÿâíûì îáðàçîì. Ïóñòü ∂Ω çàäàåòñÿ êàê t = f(θ1, . . . , θn), à SP � êàê
t = ρ(θ1, . . . , θn).

Ïóñòü òî÷êè Q ∈ ∂Ω è Q ∈ SP ëåæàò â ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíî-
ñòè è òàêîâû, ÷òî OQ = OQ. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå âíåøíèå íîðìàëè
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N∂Ω(Q), NSP (Q) ê ïîâåðõíîñòÿì â ýòèõ òî÷êàõ ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê

N∂Ω(Q) =
gradM(t− f)

| gradM(t− f)|
=

∂t − gij ∂f∂θi∂θj√
1 + gij ∂f

∂θi
∂f
∂θj

=
∂t − gij ∂f∂θi∂θj√

1 + |∇f |2∂Ω

NSP (Q) =
gradM(t− ρ)

| gradM(t− ρ)|
=

∂t − gij ∂ρ∂θi∂θj√
1 + gij ∂ρ

∂θi
∂ρ
∂θj

=
∂t − gij ∂ρ∂θi∂θj√

1 + |∇ρ|2SP

(1.4)

ãäå âñå ïðîèçâîäíûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ Q èëè
Q, ∂t, ∂θi , i = 1, . . . , n � êîîðäèíàòíûé áàçèñ â ñîîòâåòñòâóþùèõ êà-
ñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ TQMn+1(c) èëè TQM

n+1(c), è ìû îáîçíà÷èëè
∂f = ∂f

∂θi
∂θi , ∂ρ = ∂ρ

∂θi
∂θi (âåçäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî èíäåê-

ñàì).
Â ñèëó (1.4) óãëû ìåæäó ðàäèàëüíûìè íàïðàâëåíèÿìè ∂t(Q) è ∂t(Q)

â òî÷êè Q è Q è ñîîòâåòñòâóþùèìè íîðìàëÿìè ìîãóò áûòü çàïèñàíû
êàê

cosϕ(Q) = 〈N∂Ω(Q), ∂t(Q)〉 =
1√

1 + |∇f |2∂Ω

cos β(Q) =
〈
NSP (Q), ∂t(Q)

〉
=

1√
1 + |∇ρ|2SP

(1.5)

È òàê êàê ïî óñëîâèþ ϕ(Q) 6 β(Q), òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì â
ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ

|∇f |2∂Ω 6 |∇ρ|2SP (1.6)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ (θ1, . . . , θn) ∈ Sn

f
(
θ1, . . . , θn

)
6 ρ

(
θ1, . . . , θn

)
(1.7)

è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî äëÿ çàìêíóòîé îáëàñòè Sn, ñîäåðæàùåé
òî÷êó (0, . . . , 0).

Èç ýòîãî, â ñèëó âûáîðà íà÷àëà êîîðäèíàò, è áóäåò ñëåäîâàòü óòâåð-
æäåíèå ëåììû.

A) Äîêàæåì íàøó ëåììó äëÿ ñëó÷àÿ n = 1. Íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî äëÿ ëþáîãî θ ∈ S1

f(θ) 6 ρ(θ) (1.8)

Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íà ìíîãîîáðàçèè M2(c), g−1(t, θ) =
g−1

11 (t, θ) = 1
sc2k1t

, ãäå

sck1t =


sin k1t, åñëè c = k2

1 > 0;

t, åñëè c = 0;

sh k1t, åñëè c = −k2
1 < 0.

10



Òàêèì îáðàçîì, g−1(t, θ) > 0 è íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû óãëà. À ýòî
çíà÷èò, ÷òî èç íåðàâåíñòâà (1.6) äëÿ òåõ çíà÷åíèé θ1 è θ2, â êîòîðûõ
f(θ1) = ρ(θ2), âåðíûì ÿâëÿåòñÿ

f ′
2

(θ1) 6 ρ′
2

(θ2) (1.9)

Äëÿ îêðóæíîñòè SP èçâåñòíî, ÷òî ρ(θ) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííî
âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé íà [0, π], åñëè ðàäèóñ îêðóæíîñòè SP íå ðàâåí
h. Åñëè æå îí ðàâåí h, òî ρ ≡ h, è èç (1.9) ñëåäóåò, ÷òî f ≡ h, ïîýòîìó
(1.8) áóäåò âûïîëíåíî.

Â ñèëó òîãî, ÷òî h = f(0) � ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå, òî â íåêîòîðîé
ïðàâîé îêðåñòíîñòè íóëÿ [0, θ̃), θ̃ < π ôóíêöèÿ f(θ) òîæå ñòðîãî ìîíî-
òîííî âîçðàñòàþùàÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â êàêîé-òî îêðåñòíîñòè íóëÿ f ≡ h, òî (1.8) âû-
ïîëíåíî. Åñëè æå â ëþáîé ñêîëü óãîäíî ìàëîé ïðàâîé îêðåñòíîñòè 0 ó
ôóíêöèè f åñòü òî÷êè, â êîòîðûõ îíà ðàâíà h è íå ðàâíà h, òî ðàññìîòðèì
äóãó êðèâîé ìåæäó äâóìÿ òàêèìè ñîñåäíèìè òî÷êàìè P1 è P2. Â ñèëó
âûïóêëîñòè, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè P1, ëåæàùåé íà äóãå êðèâîé
ìåæäó P1 è P2, â êîòîðîé ôóíêöèÿ f ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Òîãäà
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî P = P1.

Òàê êàê f(0) = ρ(0) = h, òî θ̃ ìîæíî âûáðàòü òàêèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
θ2 ∈ [0, θ̃) ìîæíî íàéòè θ1 ∈ [0, θ̃) òàêîé, ÷òî f(θ1) = ρ(θ2). Çíà÷èò, â ýòîé
îêðåñòíîñòè èç (1.9) ñëåäóåò

0 < f ′(θ1) 6 ρ′(θ2) (1.10)

Â ñèëó ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ (1.10), åñëè îáîçíà÷èòü h̃ := f(θ̃), òî
íà îòðåçêå [h; h̃) îïðåäåëåíû îáðàòíûå ôóíêöèè θ = f−1(t), θ = ρ−1(t).
Òîãäà, åñëè t0 := f(θ1) = ρ(θ2), òî èç (1.10) ïîëó÷àåì(

f−1
)′

(t0) =
1

f ′(θ1)
>

1

ρ′(θ2)
=
(
ρ−1
)′

(t0) > 0 (1.11)

À çíà÷èò, f−1 ìîíîòîííî âîçðàñòàåò áûñòðåå, ÷åì ρ−1. È òàê êàê f−1(h) =
ρ−1(h) = 0, òî θ1 = f−1(t0) > ρ−1(t0) = θ2. Ïðè÷åì, åñëè â (1.11) õîòü â îä-
íîé òî÷êå ñòðîãîå íåðàâåíñòâî, òî θ1 > θ2. Íî òîãäà, â ñèëó ìîíîòîííîñòè
ôóíêöèè f

f(θ2) < f(θ1) = ρ(θ2),

÷òî, ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè θ2 ∈
[
0, θ̃
)
, âëå÷åò çà ñîáîé (1.8) íà âûáðàí-

íîì îòðåçêå. Åñëè â (1.11) âñþäó ðàâåíñòâî íà [h; h̃), òî íà âûáðàííîì
îòðåçêå êðèâàÿ ñîâïàäàåò ñ äóãîé îêðóæíîñòè SP .
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Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, íî ïðèìåíåííûå ê ëåâîé îêðåñòíîñòè 0,
ãàðàíòèðóþò, ÷òî SP ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî îïîðíîé îêðóæíîñòüþ â òî÷êå
P , è ÷òî ∂Ω ëîêàëüíî ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè SP èëè ñîâïàäàåò ñ íåé
ïî êàêîé-òî äóãå, ñîäåðæàùåé òî÷êó P . Ïîêàæåì, ÷òî ýòî âåðíî è äëÿ
âñåõ θ ∈ S1.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà, â ñèëó òîãî, ÷òî ëîêàëüíî ∂Ω ⊂ BP ,
êðèâàÿ ∂Ω äîëæíà âûõîäèòü çà ïðåäåëû SP . Ïóñòü θ0 ∈ [0, 2π] � ïåðâàÿ
òî÷êà, â êîòîðîé ∂Ω ïåðåñåêàåò SP è âûõîäèò çà ïðåäåëû. Ïîëó÷àåì,
÷òî f(θ0) = ρ(θ0). Â ñèëó óñëîâèÿ, â òî÷êå Q0 = (f(θ0), θ0) = (ρ(θ0), θ0) ∈
∂Ω ∩ SP äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ âåðíî

ϕ(Q0) 6 β(Q0),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñ òåì, ÷òî êðèâàÿ âûõîäèò çà ïðåäåëû îêðóæíîñòè
(ñì. ðèñ. 1.3)

t = const

∂t
NSP

N∂Ω

∂Ω

SP

Q0

β

ϕ

Ðèñ. 1.3

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, ÷òî è äîêàçûâàåò (1.8),
à âìåñòå ñ íèì è ëåììó â ñëó÷àå n = 1.

B) Åñëè n 6= 1, ðàññìîòðèì â Mn+1(c) ïðîèçâîëüíîå äâóìåðíîå âïîë-
íåãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèåM2(c), ñîäåðæàùåå ãåîäåçè÷åñêóþ OP .
Îíî ïåðåñå÷åò ñôåðó SP ïî äâóìåðíîé îêðóæíîñòè, à ãèïåðïîâåðõíîñòü
∂Ω ïî äâóìåðíîé êðèâîé. Äëÿ íèõ òàêæå áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå ëåì-
ìû: ϕ̃(Q) 6 ϕ(Q) 6 β(Q) = β̃(Q), ãäå ϕ̃(Q), β̃(Q) ñîîòâåòñòâóþùèå óãëû
ìåæäó ãåîäåçè÷åñêèìè OQ è OQ è íîðìàëÿìè â Q ∈ ∂Ω è Q ∈ SP ê
êðèâûì â ñå÷åíèè. Çíà÷èò, ìîæíî ïðèìåíèòü ðàññóæäåíèÿ ïóíêòà A), è
ïîëó÷èòü, ÷òî êðèâàÿ ëåæèò â ñîîòâåòñòâóþùåì îêðóæíîñòè êðóãå. Íî
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òàê êàê ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî M2(c), òî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ∂Ω ⊂ BP .
Ëåììà äîêàçàíà.

1.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1

Ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé áûë äîêàçàí â [11]. Ðàññìîòðèì íåðåãóëÿðíûé ñëó-
÷àé.

Ïóñòü ∂Ω � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëíàÿ k0-âûïóêëàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü. Ïðè-
ìåíèì ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òàêîâûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.1.
Äëÿ ∂Ω ðàññìîòðèì âíåøíå ýêâèäèñòàíòíûå C1,1-ãëàäêèå ε(τ)-âûïóêëûå
ãèïåðïîâåðõíîñòè ∂Ωτ íà íåáîëüøîì ðàññòîÿíèè τ , lim

τ→0
ε(τ) = k0. Ïðè-

áëèçèì èõ Ck-ãëàäêèìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè ∂Ωτ,δ, k > 2, íîðìàëüíûå
êðèâèçíû êîòîðûõ kn > ε(τ) − ν(δ) ñ ν(δ) → 0 + 0 ïðè δ → 0. Äëÿ
íèõ îöåíêà äîêàçàíà âûøå. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè τ, ε → 0 è ó÷èòû-
âàÿ lim

τ,δ→0
Rτ,δ = R, ïîëó÷àåì òðåáóåìûå îöåíêè â îáùåì ñëó÷àå. Òåîðåìà

ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

1.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2

Ïóñòü O � öåíòð âïèñàííîãî â ∂Ω øàðà B ðàäèóñà r. Â êàñàòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå TOMn+1 ðàññìîòðèì îáëàñòü D = exp−1

O (Ω). Òîãäà ∂D =
exp−1

O (∂Ω).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç O ∈ Mn+1(c) ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó â ìíîãîîáðà-

çèè ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû c. Îòîæäåñòâëÿÿ êàñàòåëüíûå ïðî-
ñòðàíñòâà TOM

n+1 è TOM
n+1(c) ïî èçîìåòðèè, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü

Ω := expOD. Òîãäà ∂Ω = expO(∂D). Òàêæå, îáîçíà÷èì B := expO B �
øàð ðàäèóñà r.

Ââåäåì íà ìíîãîîáðàçèÿõMn+1 èMn+1(c) ïîëÿðíûå ñèñòåìû êîîðäè-
íàò ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ O è O ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èõ ìåòðèêè ìîãóò
áûòü çàïèñàíû

Mn+1 : ds2 = dt2 + gijdθ
idθj

Mn+1(c) : ds2 = dt2 +Gijdθ
idθj

ãäå, êàê è â ëåììå 1.3, t � ïàðàìåòð äëèíû, θ1, . . . , θn � êîîðäèíàòû íà
ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé ñôåðå Sn.

Ïðè ýòîì (ñì. [10]), åñëè ñåêöèîííûå K êðèâèçíû Mn+1 îòðèöàòåëü-
íû 0 > K > −k2

1, òî òàêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò áóäåò ðåãóëÿðíîé âñþ-
äó, êðîìå òî÷êè O. Åñëè æå ñåêöèîííûå êðèâèçíû Mn+1 ïîëîæèòåëüíû
k2

2 > K > k2
1 > 0, òî ñèñòåìà êîîðäèíàò áóäåò çàâåäîìî ðåãóëÿðíîé â
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øàðå ðàäèóñà π
k2

ñ âûêîëîòûì öåíòðîì. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó óñëîâèÿ
òåîðåìû, îáëàñòü Ω ⊂ Mn+1 ëåæèò â îáëàñòè ðåãóëÿðíîñòè âûáðàííîé
íà Mn+1 ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûé àïïàðàò ñðàâíåíèÿ (ñì. [6]), â ñèëó òîãî, ÷òî
âñå ñåêöèîííûå êðèâèçíû Kσ > c, äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì g è G, îïðå-
äåëÿåìûõ ìàòðèöàìè (gij), (Gij), è ëþáîãî âåêòîðà x(x1, . . . , xn) âåðíî

gijx
ixj 6 Gijx

ixj (1.12)

(ãäå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì âçÿòû äëÿ îäíèõ è
òåõ æå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ)

Òîãäà äëÿ îáðàòíûõ ìàòðèö (gij), (Gij), îòâå÷àþùèì îäèíàêîâûì çíà-
÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ, â ñèëó (1.12), äëÿ ëþáîãî êî-âåêòîðà a(a1, . . . , an)
âåðíî

gijaiaj > Gijaiaj (1.13)

Ïóñòü ∂Ω çàäàåòñÿ ÿâíî óðàâíåíèåì t = f(θ1, . . . , θn). Òîãäà, ïî ïî-
ñòðîåíèþ ∂Ω çàäàåòñÿ òåì æå óðàâíåíèåì. Åñëè N è N � åäèíè÷íûå
âíåøíèå íîðìàëè â ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóã äðóãó ïî èçîìåòðèè êàñàòåëü-
íûõ ïðîñòðàíñòâ òî÷êàõ Q ∈ ∂Ω è Q ∈ ∂Ω, òî àíàëîãè÷íî ëåììå 1.3, îíè
ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

N(Q) =
gradM(t− f)

| gradM(t− f)|
=
∂t − gij ∂f∂θi∂θj√

1 + |∇f |2∂Ω

N
(
Q
)

=
gradM(c)(t− f)

| gradM(c)(t− f)|
=
∂t −Gij ∂f

∂θi
∂θj√

1 + |∇f |2
∂Ω

(1.14)

ãäå ∂f = ∂f
∂θi
∂θi � êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ñôåðå Sn.

Òîãäà, êîñèíóñû ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ ϕ(Q) è ϕ
(
Q
)
ìåæäó ðàäè-

àëüíûì íàïðàâëåíèåì ∂t è ñîîòâåòñòâóþùåé âíåøíåé íîðìàëüþ N è N
â ñèëó (1.14) ðàâíû

cosϕ (Q) = 〈N(Q), ∂t〉 =
1√

1 + |∇f |2∂Ω

cosϕ
(
Q
)

=
〈
N
(
Q
)
, ∂t
〉

=
1√

1 + |∇f |2
∂Ω

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî â ñèëó (1.13), â ñîîòâåòñòâóþùèõ
òî÷êàõ

cosϕ (Q) 6 cosϕ
(
Q
)

(1.15)
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Ïóñòü P ∈ ∂Ω∩B � îäíà èç òî÷åê êàñàíèÿ âïèñàííîãî øàðà B ðàäèóñà
r ñ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ ∂Ω, dist(O, ∂Ω) = dist(O,P ) = r è P ∈ ∂Ω �
ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïî èçîìåòðèè òî÷êà, dist(O, ∂Ω) = dist(O,P ) = r,
P ∈ ∂Ω ∩ B. Â ìíîãîîáðàçèè Mn+1(c) ðàññìîòðèì ñôåðó SP êðèâèçíû
k0, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó P ïåðïåíäèêóëÿðíî ãåîäåçè÷åñêîé OP òàê,
÷òî òî÷êà O ëåæèò â ñîîòâåòñòâóþùåì øàðå BP .

Êàê è âûøå, äëÿ ïðîèçâîëüíîé Q0 ∈ SP îáîçíà÷èì β(Q0) � óãîë ìåæ-
äó ðàäèàëüíûì íàïðàâëåíèåì â òî÷êó è ñîîòâåòñòâóþùåé âíåøíåé íîð-
ìàëüþ â íåé.Â [9, 11] áûëî äîêàçàíî, ÷òî â òî÷êàõ Q ∈ ∂Ω è Q0 ∈ SP ñ
dist(O,Q) = dist(O,Q0) ñïðàâåäëèâî

cos β(Q0) 6 cosϕ(Q) (1.16)

Èç (1.15) è (1.16) ñëåäóåò, ÷òî â ëþáûõ òî÷êàõ Q ∈ ∂Ω è Q0 ∈ SP
òàêèõ, ÷òî dist(O,Q) = dist(O,Q0) ñïðàâåäëèâî

cos β(Q0) 6 cosϕ
(
Q
)

Íî òîãäà, ïî ëåììå 1.3, ñôåðà SP ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé äëÿ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè ∂Ω, à îáëàñòü Ω ïîëíîñòüþ ñîäåðæèòñÿ â øàðå BP

Ω ⊂ BP (1.17)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííîå âêëþ÷åíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé òî÷êè
P ∈ ∂Ω ∩B.

Ðàññìîòðèì îáëàñòü
C =

⋂
P∈∂Ω∩B

BP

Ïî ïîñòðîåíèþ, ãèïåðïîâåðõíîñòü ∂C ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé è k0-âûïóêëîé.
Òàêæå, â ñèëó (1.17)

Ω ⊂ C (1.18)

Ïðèìåíÿÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òàêîâûì â äîêàçàòåëüñòâå òåî-
ðåìû 1.1, ïîêàæåì, ÷òî øàð B ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì è äëÿ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè ∂C.

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê øàð B � âïèñàííûé äëÿ ∂Ω, òî, êàê èçâåñòíî,
ìíîæåñòâî ∂Ω∩B íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîé îòêðûòîé ïîëóñôåðå ∂B. Ïî
ïîñòðîåíèþ, òîæå ñàìîå âåðíî è äëÿ ìíîæåñòâà ∂Ω ∩ B. Ïðåäïîëîæèì
òåïåðü ïðîòèâíîå, ïóñòü B íå ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì øàðîì äëÿ ∂C. Òîãäà,
ñóùåñòâóåò øàð B1 ⊂ C òîãî æå ðàäèóñà, íå ñîâïàäàþùèé ñ B. Ïóñòü
O1 � öåíòð B1.
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Îáîçíà÷èì π0 è π1 � äâà âïîëíåãåîäåçè÷åñêèõ n-ìåðíûõ ïîäìíîãîîá-
ðàçèÿ Mn+1(c), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè O è O1 ïåðïåíäèêóëÿðíî ãåîäå-
çè÷åñêîé OO1. Ëþáîé òî÷êå P ∈ π0 ∩B ñîîòâåòñòâóåò ïî ïàðàëëåëüíîìó
ïåðåíîñó âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé OO1 òî÷êà P1 ∈ π1 ∩B1. È òàê êàê ãèïåð-
ïîâåðõíîñòü ∂C ÿâëÿåòñÿ k0-âûïóêëîé, òî ïî ëåììå 1.2 ëþáàÿ ìåíüøàÿ
äóãà îêðóæíîñòè êðèâèçíû k0 äëÿ òî÷åê P è P1 ñîäåðæèòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâóþùåé îáëàñòè C. Âûáåðåì ñðåäè íèõ òàêóþ äóãó s, êîòîðàÿ îáðàçóåò
ñ ãåîäåçè÷åñêèìè OP è O1P1 óãîë, áîëüøèé π

2
. Òàê êàê òàêîå âîçìîæíî

ñäåëàòü äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ π0∩B, òî ÷àñòü ∂B, ëåæàùàÿ â òîì æå ïî-
ëóïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî π0, ÷òî è òî÷êà O1, íå ñîäåðæèò íè îäíîé
òî÷êè ∂C, à çíà÷èò è ìíîæåñòâà ∂Ω∩B. Ïîëó÷àåì, ÷òî íåêîòîðûå òî÷êè
P ∈ ∂Ω ∩ B äîëæíû ëåæàòü íà ýêâàòîðèàëüíîé îêðóæíîñòè π0 ∩ ∂B.
Íî â íèõ îïîðíàÿ ñôåðà êðèâèçíû k0 ïî ïîñòðîåíèþ ïåðïåíäèêóëÿðíà
ãåîäåçè÷åñêîé OP . Çíà÷èò, äóãà s íå ñîäåðæèòñÿ â ýòîé ñôåðå, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò ïîñòðîåíèþ C è òîìó, ÷òî s ëåæèò â C. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ,
÷òî è äîêàçûâàåò, ÷òî øàð B ðàäèóñà r ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì äëÿ ∂C.

Íî òîãäà, â ñèëó òîãî ∂C ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé k0-âûïóêëîé ïîâåðõíîñòüþ,
äëÿ øèðèíû ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ max dist(O, ∂C) − r, â êîòîðûé ìîæíî,
î÷åâèäíî, çàêëþ÷èòü ãèïåðïîâåðõíîñòü ∂C, âûïîëíåíû îöåíêè èç òåîðå-
ìû 1.1.

Â ñèëó (1.18), max dist(O, ∂Ω)− r 6 max dist(O, ∂C)− r. À ïî ïîñòðî-
åíèþ, max dist(O, ∂Ω)− r = max dist(O, ∂Ω)− r. Ñëåäîâàòåëüíî,

max dist(O, ∂Ω)− r 6 max dist(O, ∂C)− r,

èç ÷åãî, ñ ó÷åòîì òåîðåìû 1.1, è ïîëó÷àþòñÿ îöåíêè íà øèðèíó ñôåðè-
÷åñêîãî ñëîÿ â ñëó÷àå ãèïåðïîâåðõíîñòè, ëåæàùåé â ðèìàíîâîì ìíîãî-
îáðàçèè íåïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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2 Èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî äëÿ êðè-

âûõ îãðàíè÷åííîé ñíèçó êðèâèçíû

2.1 Âñòóïëåíèå è ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòà-

òà

Èçâåñòíà êëàññè÷åñêàÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ óòâåðæäà-
åò, ÷òî èç âñåõ âëîæåííûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ ïîñòîÿííîé äëèíû L íà
ïëîñêîñòè, íàèáîëüøóþ ïëîùàäü áóäåò îãðàíè÷èâàòü îêðóæíîñòü äëè-
íû L è ðàäèóñà L

2π
. Ïðè ýòîì ïîíÿòíî, ÷òî íàèìåíüøàÿ ïëîùàäü áóäåò

ðàâíà 0.
Íàïîìíèì, ÷òî ëîêàëüíî âûïóêëàÿ êðèâàÿ γ ⊂ E2 íàçûâàåòñÿ λ-

âûïóêëîé, λ > 0, åñëè â êàæäîé òî÷êå P ∈ γ ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü
ðàäèóñà 1

λ
òàêàÿ, ÷òî â îêðåñòíîñòè P êðèâàÿ γ ëåæèò ñî ñòîðîíû âû-

ïóêëîñòè ýòîé îêðóæíîñòè.
Äëÿ ðåãóëÿðíîé êëàññà Ck, k > 2 êðèâîé γ åå λ-âûïóêëîñòü ðàâíî-

ñèëüíà òîìó, ÷òî êðèâèçíà êðèâîé k > λ > 0.
Áóäåì òåïåðü ðàññìàòðèâàòü íå ïðîèçâîëüíûå êðèâûå ïîñòîÿííîé

äëèíû, à êëàññ çàìêíóòûõ âëîæåííûõ λ-âûïóêëûõ êðèâûõ γ, äëèíû
êîòîðûõ ðàâíû L 6 2π

λ
. Íåðàâåíñòâî ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñëåäóåò èç λ-

âûïóêëîñòè.
Î÷åâèäíî (è ýòî ñëåäóåò èç èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è), ÷òî ñðå-

äè òàêèõ êðèâûõ íàèáîëüøóþ ïëîùàäü áóäåò îãðàíè÷èâàòü âñå òà æå
îêðóæíîñòü äëèíû L è êðèâèçíû 2π

L
> λ. Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ òàêî-

ãî êëàññà êðèâûõ ñóùåñòâóåò ìèíèìóì îãðàíè÷èâàåìîé ïëîùàäè.
Áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíûì êðèâîëèíåéíûì äâóóãîëüíèêîì èëè ëó-

íî÷êîé âûïóêëóþ êðèâóþ γ0 äëèíû L 6 2π
λ
, ñîñòàâëåííóþ èç äâóõ ðàâ-

íûõ äóã îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1
λ
.

Òîãäà, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü γ ⊂ E2 � çàìêíóòàÿ âëîæåííàÿ λ-âûïóêëàÿ êðè-
âàÿ. Ïóñòü L è S � äëèíà êðèâîé è ïëîùàäü îáëàñòè, åþ îãðàíè÷åííîé.
Òîãäà

S >
L

2λ
− 1

λ2
sin

(
Lλ

2

)
, (2.1)

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ äëÿ ëóíî÷êè γ0.

2.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1

Ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü λ = 1.
Ïóñòü γ � ëîêàëüíî âûïóêëàÿ êóñî÷íî C2-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, êðèâèçíà êî-
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òîðîé â ãëàäêèõ òî÷êàõ k > 1. Â íåãëàäêèõ òî÷êàõ Pi ∈ γ ñóùåñòâóþò
lim k(P ) > 1 è lim k(P ) > 1 ïðè P → Pi, â òîì ÷èñëå è áåñêîíå÷íûå.

Êàê èçâåñòíî, ïîëîæèòåëüíîñòü êðèâèçíû âëîæåííîé êðèâîé γ âëå-
÷åò åå ñòðîãóþ âûïóêëîñòü. Çíà÷èò, γ ìîæíî îäíîçíà÷íî çàäàòü îïîðíîé
ôóíêöèåé x(t) = 〈γ(t), n(t)〉, t ∈ [0; 2π] ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò
(òî÷êè O) äî îïîðíîé ïðÿìîé ê γ â òî÷êå ñ åäèíè÷íîé âíåøíåé íîðìà-
ëüþ n(t), ãäå t � óãîë ìåæäó n(t) è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè
Ox (òóò γ(t) � ðàäèóñ-âåêòîð êðèâîé, ïðîâåäåííûé â ñîîòâåòñòâóþùóþ
ýòîé íîðìàëè òî÷êó).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç u(t) = 1
k(t)

� ðàäèóñ êðèâèçíû êðèâîé â òî÷êå γ(t).
Òîãäà, â ñèëó òîãî, ÷òî k > 1,

0 6 u(t) 6 1 (2.2)

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå u = 0 ñîîòâåòñòâóåò òî÷êàì êðèâîé, â êîòîðîé
êðèâèçíà ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè. Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ òî÷åê äîïóñêàåòñÿ
óñëîâèåì òåîðåìû.

Äëÿ îïîðíîé ôóíêöèè èçâåñòíî, ÷òî â òî÷êàõ C2-ãëàäêîñòè íà [0; 2π]

ẍ(t) + x(t) = u(t) (2.3)

Èñïîëüçóÿ îïîðíóþ ôóíêöèþ è ðàäèóñ êðèâèçíû, âûïèøåì âûðàæåíèÿ
äëÿ äëèíû L êðèâîé è ïëîùàäè S, êîòîðóþ îíà îãðàíè÷èâàåò.

L =

2π∫
0

ds(t) =

2π∫
0

ds

dt
dt =

2π∫
0

u(t)dt (2.4)

(ãäå ïîä ds ïîíèìàåòñÿ ýëåìåíò äëèíû äóãè êðèâîé).

S =
1

2

2π∫
0

x(t)ds(t) =
1

2

2π∫
0

x(t)
ds

dt
dt =

1

2

2π∫
0

x(t)u(t)dt (2.5)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (2.1) çàìåòèì, ÷òî ïëîùàäü, îãðàíè-
÷èâàåìàÿ êðèâîëèíåéíûì äâóóãîëüíèêîì γ0 äëèíû Lγ0 êàê ðàç ðàâíà

Sγ0 =
Lγ0
2
− sin

(
Lγ0
2

)
(2.6)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü γ0 ñîñòîèò èç äâóõ îäèíàêîâûõ äóã îêðóæíî-
ñòè ðàäèóñà 1, A è B � èõ äâå îáùèå òî÷êè, O � öåíòð îäíîé èç ýòèõ
îêðóæíîñòåé (ñì. ðèñ. 2.1). Òîãäà, ëåæàùàÿ íà íåé äóãà ĂB =

Lγ0
2
, à èñ-

êîìàÿ ïëîùàäü ðàâíà äâóì ïëîùàäÿì ñåãìåíòà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîé
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A B

1

O

Lγ0
2

Lγ0
2

Ðèñ. 2.1

äóãå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïëîùàäü ñåêòîðà AOB ðàâíà Sñåêò. = L0

4
, à ïëîùàäü

òðåóãîëüíèêà 4ABC, Sòðåóã. = 1
2

sin
(
Lγ0

2

)
. Çíà÷èò

Sγ0 = 2Sñåãì. = 2 (Sñåêò. − Sòðåóã.) =
Lγ0
2
− sin

(
Lγ0
2

)
,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
À çíà÷èò, â ñèëó (2.6), óòâåðæäåíèå òåîðåìû ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

íàèìåíüøóþ îãðàíè÷èâàåìóþ ïëîùàäü ñðåäè âñåõ êðèâûõ γ êðèâèçíû
k > 1 íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé äëèíû L0 èìååò êðèâîëèíåéíûé äâóó-
ãîëüíèê γ0 òîé æå äëèíû. Áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìó â ýòîé ðàâíîñèëü-
íîé ôîðìóëèðîâêå. À äëÿ ýòîãî, íàéäåì ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà ïëîùàäè
S.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (2.2) � (2.5), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ôîðìàëèçî-
âàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è

Sγ =
1

2

2π∫
0

x(t)u(t)dt→ min

Lγ =

2π∫
0

u(t)dt = L0

ẍ(t) + x(t) = u(t)

0 6 u(t) 6 1

(2.7)

Èíòåðïðåòèðóåì çàäà÷ó (2.7) êàê çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,
ãäå ðàäèóñ êðèâèçíû u(t) áóäåò âûñòóïàòü â ðîëè óïðàâëåíèÿ, à îïîðíàÿ
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ôóíêöèÿ x(t) � â ðîëè ôàçîâîé òðàåêòîðèè. Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî êðèâàÿ
γ � âëîæåíà, áóäåì ðåøàòü ýòó çàäà÷ó ïî u â êëàññå 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ
êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, à ïî x â êëàññå 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ êóñî÷-
íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

Äîáàâèì ê çàäà÷å (2.7) íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïîðíîé
ôóíêöèè

x(0) = x(2π) = h1, ẋ(0) = ẋ(2π) = h2

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ìàêñè-
ìóìà Ïîíòðÿãèíà (ñì. [7]). Cäåëàåì çàìåíó

x(t) =: x1(t), ẋ(t) =: x2(t) (2.8)

Òîãäà ïðèõîäèì ê êëàññè÷åñêîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

S =

2π∫
0

1

2
x1(t)u(t)dt→ min

2π∫
0

(
u(t)− L0

2π

)
dt = 0

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = u(t)− x1(t)

0 6 u(t) 6 1

x1(0) = x1(2π) = h1, x2(0) = x2(2π) = h2

(2.9)

Äëÿ (2.9) çàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L =

2π∫
0

L (t, x1, x2, ẋ1, ẋ2, u, p1, p2, λ0, λ1) dt+ l(x1(0), x2(0), x1(2π), x2(2π)),

ãäå

L (t, x1, x2, ẋ1, ẋ2, u, p1, p2, λ0, λ1) =

=
1

2
λ0x1u+ λ1

(
u− L0

2π

)
+ p1(ẋ1 − x2) + p2(ẋ2 + x1 − u),

l(x1(0), x2(0), x1(2π), x2(2π)) =

= λ3(x1(0)− h1) + λ4(x1(2π)− h1) + λ5(x2(0)− h2) + λ6(x2(2π)− h2)
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Òîãäà, äëÿ èíòåãðàíòà L íà îïòèìàëüíîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè è îï-
òèìàëüíîì óïðàâëåíèè (êîòîðûå ìû âñå òàê æå áóäåì îáîçíà÷àòü x(t) è
u(t)) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ

1. Óðàâíåíèå Ýéëåðà ïî ôàçîâûì ïåðåìåííûì xi, i = 1, 2: − d
dt
Lẋi +

Lxi = 0, êîòîðîå äàåò

i = 1 : −ṗ1 +
1

2
λ0u+ p2 = 0

i = 2 : −ṗ2 − p1 = 0
(2.10)

2. Óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè â òî÷êàõ 0 è 2π: Lẋi(0) = l′xi(0)(0), Lẋi(2π) =

l′xi(2π)(2π), êîòîðîå äàåò

i = 1 : p1(0) = λ3, p1(2π) = λ4

i = 2 : p2(0) = λ5, p2(2π) = λ6

(2.11)

3. Óñëîâèå ìèíèìóìà ïî ïåðåìåííîé u

min
06v61

L (t, x1, x2, ẋ1, ẋ2, v, p1, p2, λ0, λ1) =

= L (t, x1, x2, ẋ1, ẋ2, u, p1, p2, λ0, λ1) .

Äëÿ íàøåé çàäà÷è (2.9), çàìåòèì, ÷òî ìû ìîæåì îòáðîñèòü òó ÷àñòü
èíòåãðàíòà L, â êîòîðóþ íå âõîäèò óïðàâëåíèå. À çíà÷èò, óñëîâèå
ìèíèìóìà çàïèøåòñÿ êàê

min
06v61

(
1

2
λ0x1 + λ1 − p2

)
v =

(
1

2
λ0x1 + λ1 − p2

)
u (2.12)

Íî òîãäà, èç (2.12) ñëåäóåò, ÷òî

u(t) =

{
1, ïðè 1

2
λ0x1 + λ1 − p2 < 0

0, ïðè 1
2
λ0x1 + λ1 − p2 > 0

(2.13)

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ. À) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà
λ0 = 0. Òîãäà èç óðàâíåíèé (2.10) è óñëîâèé (2.11) ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî
p2(t) = C1 cos t+C2 sin t, p1(t) = C1 sin t−C2 cos t, λ5 = λ6 = C1, λ4 = λ3 =
−C2 äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò C1 è C2. Íî òîãäà äëÿ ôèêñèðîâàííîãî
ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà λ1 ôóíêöèÿ u çàïèøåòñÿ

u(t) =

{
1, C1 cos t+ C2 sin t > λ1

0, C1 cos t+ C2 sin t 6 λ1
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Ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå C1 cos t+C2 sin t =
√
C2

1 + C2
2 sin(t−ϕ), ãäå óãîë

ϕ òàêîé, ÷òî sinϕ = C1√
C2

1+C2
2

, cosϕ = C2√
C2

1+C2
2

. Òîãäà âèäíî, ÷òî îïòèìàëü-

íîå óïðàâëåíèå u, â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè, êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ
íà îòðåçêå [0, 2π] ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ 0 è 1 ñ íå áîëåå, ÷åì äâóìÿ
òî÷êàìè ðàçðûâà. Ïîêàæåì, ÷òî òàêîãî áûòü íå ìîæåò, åñëè L0 6= 0 èëè
L0 6= 2π.

Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèè u(t) �
ðàäèóñ êðèâèçíû çàìêíóòîé ñòðîãî âûïóêëîé êðèâîé γ â òî÷êå ñ âíåøíåé
íîðìàëüþ n(t) = (cos t, sin t).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u íå èìååò ðàçðûâîâ íà îòðåçêå [0, 2π]. Òîãäà ðà-
äèóñ êðèâèçíû êðèâîé ïîñòîÿíåí è ðàâåí ëèáî 0, ëèáî 1. Ýòî îòâå÷àåò
ñëó÷àÿì òî÷êè (êîãäà L0 = 0) è îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 (L0 = 2π). Åñëè
æå äëèíà êðèâîé íå ðàâíà ýòèì êðàéíèì çíà÷åíèÿì, òî u(t) íå ìîæåò
áûòü íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.

Ïóñòü ôóíêöèÿ u íà îòðåçêå [0, 2π] èìååò ðîâíî äâå òî÷êè ðàçðûâà
t1, t2 ∈ [0, 2π), t1 < t2. Ïðè ýòîì, â ñèëó 2π-ïåðèîäè÷íîñòè u, ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî íà [t1, t2] u(t) ≡ 0, à íà [0, 2π]\[t1, t2] u(t) ≡ 1. Òîãäà, îïîðíûå
ïðÿìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì t ∈ [0, 2π]\[t1, t2] áóäóò îãèáàþùèìè
çàìêíóòîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1, èìåþùåé óãëîâóþ òî÷êó ñ íîðìàëüþ
n(t1−0) ê ëåâîé ïîëóêàñàòåëüíîé è íîðìàëüþ n(t2 +0) ê ïðàâîé ïîëóêà-
ñàòåëüíîé, óãîë ìåæäó êîòîðûìè ðàâåí t2 − t1 (ñì. ðèñ. 2.2). ×åãî áûòü
íå ìîæåò. Çíà÷èò, λ0 6= 0.

n(t1 − 0)
n(t2 + 0)

t2 − t1

1

u ≡ 1

u ≡ 0

Ðèñ. 2.2
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Çíà÷èò, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ0 = 2.
Òîãäà èç (2.10), (2.11), (2.13) è óñëîâèÿ çàäà÷è, âîçâðàùàÿñü ê èñõîä-

íîé ôóíêöèè x(t) = x1(t) è îáîçíà÷àÿ p(t) := p2(t), ïîëó÷èì ÷òî äëÿ
îïòèìàëüíîãî ïðîöåññà ñ íåîáõîäèìîñòüþ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþ-
ùèå óðàâíåíèÿ

p̈+ p = −u (2.14)

ẍ+ x = u (2.15)

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëüíûìè è êðàåâûìè çíà÷åíèÿìè, ãäå óïðàâëå-
íèå

u(t) =

{
1, ïðè x− p+ λ1 < 0

0, ïðè x− p+ λ1 > 0
(2.16)

Ñëîæèì óðàâíåíèÿ (2.14) è (2.15). Òîãäà íîâàÿ ôóíêöèÿ y := x + p
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ{

y′′ + y = 0

y(0) = c1, y
′(0) = c2

ãäå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì çàâèñÿò îò ìíîæèòå-
ëåé Ëàãðàíæà λi è íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ êðèâîé, çàäàâàåìîãî hi. Ðåøàÿ
åãî, ïîëó÷àåì

y(t) = x(t) + p(t) = c2 sin t+ c1 cos t. (2.17)

Ïóñòü h(t) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ íåêîòîðîé êðèâîé δ(t). Ñäåëàåì çàìåíó
ñèñòåìû êîîðäèíàò ïóòåì ïåðåíîñà íà÷àëà ñèñòåìû êîîðäèíàò èç òî÷êè
O â òî÷êó O1(a1, a2) ñ ñîõðàíåíèåì íàïðàâëåíèÿ è ïàðàëëåëüíîñòè îñåé.
Òîãäà îïîðíàÿ ôóíêöèÿ êðèâîé δ(t) èçìåíèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h1(t) = h(t)− (a1 cos t+ a2 sin t),

ãäå h1(t) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ δ(t) â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Çàïèøåì (2.17) â âèäå

x(t)− (
c2

2
sin t+

c1

2
cos t) = −(p(t)− (

c2

2
sin t+

c1

2
cos t)) (2.18)

Åñëè îáîçíà÷èòü

x̃(t) := x(t)− (
c2

2
sin t+

c1

2
cos t)

p̃(t) := p(t)− (
c2

2
sin t+

c1

2
cos t)
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òî èç ñêàçàííîãî âûøå áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî x̃(t) è p̃(t) áóäóò îïîðíûìè
ôóíêöèÿìè òåõ æå êðèâûõ, ÷òî è x(t) è p(t), íî âçÿòûå îòíîñèòåëüíî
ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ öåíòðîì O1( c1

2
, c2

2
). Ïðè ÷åì, â ñèëó (2.18), äëÿ íèõ

áóäåò âåðíî x̃(t) = −p̃(t).
È òàê êàê âèä óñëîâèé (2.14) � (2.19) íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû

êîîðäèíàò, òî íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî èçíà÷àëüíî ñ÷èòàòü, ÷òî
x(t) = −p(t). È òîãäà, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíóþ ñâÿçü ðàäèóñà êðèâèçíû
êðèâîé γ ñ åå îïîðíîé ôóíêöèåé

u(t) =

{
1, ïðè x(t) < λ

0, ïðè x(t) > λ
(2.19)

ãäå λ = −λ1
2
íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Òàê êàê îïîðíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, èç ïîëó÷åííîãî óñëîâèÿ ñëå-
äóåò, ÷òî γ ñîñòîèò èç äóã îêðóæíîñòåé ðàäèóñà 1, ñîñòûêîâûâàþùèõñÿ
äðóã ñ äðóãîì â óãëîâûõ òî÷êàõ. Ïðè÷åì, â ñèëó âûïóêëîñòè γ, â ýòèõ
óãëîâûõ òî÷êàõ óãîë ìåæäó ïîëóêàñàòåëüíûìè, âçÿòûé ñ ó÷åòîì íàïðàâ-
ëåíèÿ íîðìàëåé êðèâîé, ìåíüøå π.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ 6 0. Îáîçíà÷èì xmax := max
t∈[0,2π)

x(t) � ìàêñè-

ìàëüíîå çíà÷åíèå îïîðíîé ôóíêöèè, à ÷åðåç Amax � òî÷êó íà êðèâîé γ,
ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó çíà÷åíèþ îïîðíîé ôóíêöèè. Èç ìàêñèìàëüíî-
ñòè ñëåäóåò, ÷òî xmax > 0 è ðàâíî 0 òîëüêî åñëè êðèâàÿ � òî÷êà. Ìîæåì
ñ÷èòàòü xmax > 0.

Íî òîãäà èç (2.19) ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå Amax ðàäèóñ êðèâèçíû ðàâåí
íóëþ, òî åñòü Amax � óãëîâàÿ òî÷êà êðèâîé. Ðàññìîòðèì ïîëóêàñàòåëüíûå
ê êðèâîé γ â ýòîé òî÷êå. Ñîîòâåòñòâóþùåå èì çíà÷åíèå îïîðíîé ôóíêöèè
ðàâíî λ. È òàê êàê λ 6 0, òî îáå ïîëóêàñàòåëüíûå ïðîõîäÿò ÷åðåç íà÷àëî
êîîðäèíàò O1. Ñëåäîâàòåëüíî, γ åñòü äâàæäû ïîêðûòûé îòðåçîê. È â
ñèëó îãðàíè÷åíèé íà êðèâèçíó, γ ìîæåò áûòü òîëüêî òî÷êîé Amin, ÷òî
âîçìîæíî òîëüêî ïðè L = 0.

Çíà÷èò, λ > 0. Äîïóñòèì, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò O1 ëåæèò íà êðèâîé
èëè åå ãðàíèöå.

Åñëè xmax < λ, òî êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà 1, ÷òî âîç-
ìîæíî ëèøü ïðè L0 = 2π. Ïîýòîìó, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî xmax > λ.

Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íîå çíà÷åíèå xmin := min
t∈[0,2π)

x(t) è ñîîòâåòñòâó-

þùóþ åìó òî÷êó Amin íà γ. Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè è òîãî, ÷òî íà÷àëî
êîîðäèíàò ëåæèò âíå èëè íà ãðàíèöå êðèâîé, xmin 6 0 < λ.

Ýòî îçíà÷àåò â ñèëó (2.19) òî÷êà Amin áóäåò ëåæàòü íà íåêîòîðîé äóãå
_

A1A2 îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1. Áóäåì ñ÷èòàòü
_

A1A2 ìàêñèìàëüíîé äóãîé,
ëåæàùåé íà γ è ñîäåðæàùåé òî÷êó Amin.
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Â ñèëó âûáîðà òî÷êè Amin êàñàòåëüíàÿ â íåé ê êðèâîé γ ïàðàëëåëü-

íàÿ îñè O1x. Òîãäà èç (2.19) ñëåäóåò, ÷òî äóãà
_

A1A2 áóäåò ñèììåòðè÷íà
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé O1Amin, à îáå ïàðû ïîëóêàñàòåëüíûõ ê γ â òî÷êàõ
A1 è A2 áóäóò íàõîäèòüñÿ íà ðàññòîÿíèè λ îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

α α

O1

Q1 Q2

A1 A2

γ

ω

Amin

a1

a2

Ðèñ. 2.3

Ïóñòü ω � îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1, ñîäåðæàùàÿ äóãó
_

A1A2 (ñì. ðèñ. 2.3).
Ïóñòü a1 è a2 � äâå ïîëóêàñàòåëüíûå ê êðèâîé γ â òî÷êå A1. Áóäåì òàêæå
ñ÷èòàòü, ÷òî a1 � êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè ω â òî÷êå A1. Ïóñòü Q1 è
Q2 � òî÷êè íà êðèâîé γ, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò îïîðíûå ïðÿìûå, ïðîõîäÿ-
ùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ òàêèõ ïðÿìûõ çíà÷åíèå
îïîðíîé ôóíêöèè x(t) ðàâíî 0. Íî â ñèëó òîãî, ÷òî â òî÷êå Amin îïîðíàÿ
ôóíêöèÿ x(t) 6 0, à â òî÷êàõ A1 è A2 åå çíà÷åíèÿ x(t) > λ > 0, èç íåïðå-

ðûâíîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî Q1 è Q2 ëåæàò íà äóãå
_

A1A2. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
òî÷êà O1 íå ëåæèò íà êðèâîé γ, òî Q1 6= Q2 6= Amin. Åñëè æå íà÷àëî êî-
îðäèíàò ëåæèò íà êðèâîé, òî Q1 ≡ Q2 ≡ O1 ≡ Amin. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè

ñ÷èòàåì, ÷òî Q1 ∈
_

A1Amin.

Îáîçíà÷èì óãîë ìåæäó ëó÷àìè a1 èA1O1 ÷åðåç α. Òàê êàêQ1 ∈
_

A1Amin,
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òî ëó÷ A1O1 ïåðåñåêàåò äóãó
_

A1Amin. Ïîýòîìó

α 6
1

2

_

A1Amin, (2.20)

ãäå ïîä
_

A1Amin ìû ïîíèìàåì ãðàäóñíóþ ìåðó ýòîé äóãè.

Èç (2.20) è ñèììåòðè÷íîñòè äóãè
_

A1A2 îòíîñèòåëüíî AminO1 ñëåäóåò,
÷òî

2α 6
_

A1Amin=
1

2

_

A1A2

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïîëóêàñàòåëüíûå a1 è a2 íàõîäÿòñÿ íà îäèíàêîâûõ
ðàññòîÿíèÿõ îò íà÷àëà êîîðäèíàò, óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí 2α. Òîãäà èç
ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïîëóêàñàòåëüíàÿ a2, ÿâëÿþùàÿñÿ

â òîæå âðåìÿ è îïîðíîé ïðÿìîé, ïåðåñåêàåò äóãó
_

A1A2 âî âíóòðåííåé
òî÷êå èëè â òî÷êå A2. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñî ñòðîãîé âûïóêëîñòüþ
âëîæåííîé êðèâîé γ. Çíà÷èò, íà÷àëî êîîðäèíàò O1 ëåæèò âíóòðè êðèâîé.

Åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ëåæèò âíóòðè êðèâîé, òî èç åå âûïóêëîñòè
ñëåäóåò, ÷òî x(t) > 0. Ïðè÷åì, êðèâàÿ íå åñòü òî÷êà.

Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå îïîðíîé ôóíêöèè
xmin > 0 è îäíó èç òî÷åê Amin, â êîòîðîé îíî äîñòèãàåòñÿ. Òàê êàê êðè-
âàÿ â äàííîì ñëó÷àå íå ìîæåò áûòü òî÷êîé, òî xmin < λ. Ïîýòîìó, êàê è

âûøå, ïîñòðîèì ìàêñèìàëüíóþ äóãó
_

A1A2 îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1, ñîäåð-
æàùóþ òî÷êó Amin. Ýòà äóãà áóäåò ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
O1Amin, à òî÷êà Amin áóäåò åå ñåðåäèíîé. Â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè äóãè
èç (2.19), òî÷êè A1 è A2 áóäóò óãëîâûìè òî÷êàìè êðèâîé γ, îáå ïàðû
ïîëóêàñàòåëüíûõ â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè λ îò íà÷àëà êîîð-
äèíàò.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ óãîë ìåæäó ëó÷îì A1O1 è äóãîé
_

A1A2 â òî÷êå
A1 (òî åñòü, óãîë ìåæäó ëó÷îì è ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëóêàñàòåëüíîé ê

äóãå). Â ñèëó ñèììåòðèè, óãîë ìåæäó A2O1 è äóãîé
_

A1A2 â òî÷êå A2

òàêæå ðàâåí ϕ.

Çàìåòèì, ÷òî ïî óãëó ϕ, çíàÿ λ è ïîëîæåíèå òî÷êè O1, äóãà
_

A1A2

âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà âîêðóã òî÷êè
O1.

Êàê ìû îòìå÷àëè, èç óñëîâèÿ (2.19) ñëåäóåò, ÷òî êðèâàÿ ñîñòîèò èç
äóã åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, ñõîäÿùèõñÿ â óãëîâûõ òî÷êàõ. Ðàññìîòðèì

äóãó
_

A2A3 îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 ìåæäó äâóìÿ óãëîâûìè òî÷êàìè A2

è A3, êîòîðàÿ ñîñòûêîâûâàåòñÿ ñ äóãîé
_

A1A2 â òî÷êå A2. Òàê êàê îáå
ïîëóêàñàòåëüíûå â òî÷êå A2 ðàâíîóäàëåíû îò íà÷àëà êîîðäèíàò íà ðàñ-
ñòîÿíèå λ, òî ýòè äóãè îáðàçóþò îäèíàêîâûå óãëû (ðàâíûå ϕ) ñ ëó÷îì
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A2O1. Òàê êàê A3 � óãëîâàÿ òî÷êà, òî â íåé ïîëóêàñàòåëüíàÿ ê äóãå
_

A2A3

óäàëåíà îò O1 íà ðàññòîÿíèå λ.

Íàêîíåö, òàê êàê ïî óãëó ϕ äóãà
_

A2A3 åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè âîññòà-

íàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà, òî äëèíû äóã
_

A1A2 è
_

A2A3 ðàâíû è ýòè äóãè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé O1A2.

Ðàññìàòðèâàÿ ñëåäóþùóþ äóãó
_

A3A4 ìåæäó äâóìÿ óãëîâûìè òî÷êà-
ìè A3 è A4, è ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî äëèíû
_

A1A2,
_

A2A3,
_

A3A4 è óãëû â âåðøèíàõ A2, A3 � ðàâíû. È òàê äàëåå. Òàê
êàê êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ äóãà èìååò îäíó è òó æå äëèíó, òî òàêèõ äóã
áóäåò êîíå÷íîå ÷èñëî. Áîëåå òîãî, åñëè A1, A2, . . . , An � ñîîòâåòñòâóþùèå
óãëîâûå òî÷êè, òî óãëû ìåæäó ïîëóêàñàòåëüíûìè â âåðøèíàõ A2, . . . , An
îäèíàêîâû è ðàâíû 2ϕ. Òàê êàê êðèâàÿ γ � çàìêíóòà è âëîæåíà, òî è óãîë
â âåðøèíå A1 òîæå ðàâåí 2ϕ.

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíàÿ êðèâàÿ γ åñòü ïðàâèëüíûé êðèâîëè-
íåéíûé âûïóêëûé n-óãîëüíèê, ñîñòàâëåííûé èç ðàâíûõ äóã åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè, âïèñàííûé â íåêîòîðóþ îêðóæíîñòü σ ðàäèóñà r < 1. Áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî åãî ïåðèìåòð L 6= 0, èíà÷å êðèâàÿ - òî÷êà, è L 6= 2π,
èíà÷å êðèâàÿ � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü.

Ïóñòü A1, . . . , An � âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà γ. Òàê êàê åãî ïåðèìåòð
ðàâåí L, òî â ñèëó ïðàâèëüíîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî äëèíà ëþáîé ñòîðîíû
AiAi+1, i = 1, . . . , n ðàâíà L

n
.

Èç ïîñòðîåíèÿ γ ñëåäóåò, ÷òî O1 � öåíòð îêðóæíîñòè σ. Â ñèëó ïðà-
âèëüíîñòè, ∠AiOAi+1 = 2π

n
, i = 1, . . . , n.

Òîãäà ïëîùàäü Si ÷àñòè γ, îãðàíè÷åííîé óãëîì ∠AiOAi+1 è äóãîé
AiAi+1 äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n ðàâíà

S ′ := Si =
L

2n
− r sin

(
π

n
− L

2n

)
, (2.21)

ãäå äëÿ ðàäèóñà r ñïðàâåäëèâî

sin
L

2n
= r sin

π

n
(2.22)

Ó÷èòûâàÿ (2.21) è (2.22), äëÿ ïëîùàäè S ìíîãîóãîëüíèêà γ ïîëó÷àåì

S = S(n) = nS ′ =
L

2
− n

sin L
2n

sin
(
π
n
− L

2n

)
sin π

n

(2.23)

Òàê êàê n � ýòî ÷èñëî ñòîðîí êðèâîëèíåéíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, òî
â (2.23) n ∈ N è n > 2.
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Ïîêàæåì, ÷òî ïëîùàäü S(n) áóäåò äîñòèãàòü ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ ïðè n = 2, òî åñòü êîãäà γ � ëóíî÷êà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ

F (t) :=
L

2
−

sin
(
Lt
2

)
sin
(
πt− Lt

2

)
t sin (πt)

,

ïðèíèìàþùóþ ïðè t = 1
n
çíà÷åíèÿ S(n).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî S(n) ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ïðè n = 2 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî F (t) ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè
0 < t 6 1

2
.

Ïåðåïèøåì F (t) â âèäå

F (t) =
L

2
− 1

t
(
cot
(
Lt
2

)
+ cot

(
πt− Lt

2

)) (2.24)

Èç (2.24) ñëåäóåò, ÷òî ñòðîãîå ìîíîòîííîå óáûâàíèå F (t) ïðè 0 <
t 6 1

2
ðàâíîñèëüíî ñòðîãîìó ìîíîòîííîìó óáûâàíèþ ôóíêöèè f(t) :=

t cot
(
Lt
2

)
+ t cot

((
π − L

2

)
t
)
íà òîì æå ïðîìåæóòêå. Çàìåòèì, ÷òî

0 <
L

2
< π è 0 < π − L

2
< π. (2.25)

Íà ïðîìåæóòêå 0 < t 6 1
2
ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(t) = t cot(bt), ãäå

0 < b < π . Èìååì

g′ =
sin(2bt)− 2bt

2 sin2(bt)
< 0

òàê êàê 0 < 2bt 6 π, à íà (0;π] ìû çíàåì, ÷òî sinx < x. Çíà÷èò, íà óêà-
çàííîì ïðîìåæóòêå g(t) ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò. Èç ýòîãî, ñ ó÷åòîì
çàìå÷àíèÿ (2.25), ñëåäóåò, ÷òî òåì æå ñâîéñòâîì è íà òîì æå ïðîìåæóò-
êå îáëàäàåò è f(t) (êàê ñóììà ìîíîòîííûõ). À çíà÷èò, ïëîùàäü S(n)
äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà ïðè n = 2.

Òàêèì îáðàçîì, ñ íåîáõîäèìîñòüþ, ðåøåíèåì çàäà÷è (2.9) ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíûé êðèâîëèíåéíûé äâóóãîëüíèê, ñîñòàâëåííûé èç äâóõ ðàâíûõ
äóã åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè äëèíû L

2
.

Ïðè ýòîì, ðåøåíèå çàäà÷è (2.9) ñóùåñòâóåò â ñèëó òåîðåìû âûáîðà
Áëÿøêå (ñì. [8]). À çíà÷èò, ïðàâèëüíûé êðèâîëèíåéíûé äâóóãîëüíèê è
åñòü ðåøåíèå â ãëàäêîì ñëó÷àå.

Îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü òåïåðü γ � ïðîèçâîëüíàÿ çàìêíóòàÿ âëîæåííàÿ
1-âûïóêëàÿ êðèâàÿ. Ðàññìîòðèì åå âíåøíþþ ýêâèäèñòàíòíóþ êðèâóþ
γε íà ðàññòîÿíèè ε > 0. Îíà áóäåò 1

1+ε
-âûïóêëîé. Èçâåñòíî, ÷òî γε åñòü

C1,1-ãëàäêàÿ êðèâàÿ. Íî òîãäà åå ìîæíî ïðèáëèçèòü ñåìåéñòâîì ãëàäêèõ
êðèâûõ γε,δ êðèâèçíû k > 1

1+ε
− ν(δ) > 0, lim

δ→0
ν(δ) = 0. Äëÿ òàêèõ êðè-

âûõ íåðàâåíñòâî (2.1) äîêàçàíî. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, δ → 0,
ïîëó÷èì, ÷òî îíî ñïðàâåäëèâî è â îáùåì ñëó÷àå. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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3 Îõðàíà òðóäà â îòðàñëè

Îõðàíà òðóäà � ýòî ñèñòåìà ñîõðàíåíèÿ æèçíè è çäîðîâüÿ ðàáîòíèêîâ
â ïðîöåññå òðóäîâîé äåÿòåëüíîñòè, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ ïðàâîâûå, ñîöè-
àëüíî - ýêîíîìè÷åñêèå, îðãàíèçàöèîííî - òåõíè÷åñêèå, ñàíèòàðíî - ãèãè-
åíè÷åñêèå, ëå÷åáíî - ïðîôèëàêòè÷åñêèå, ðåàáèëèòàöèîííûå è èíûå ìå-
ðîïðèÿòèÿ.

Ãîñóäàðñòâåííûå íîðìàòèâíûå òðåáîâàíèÿ îõðàíû òðóäà óñòàíàâëè-
âàþò ïðàâèëà, ïðîöåäóðû è êðèòåðèè, íàïðàâëåííûå íà ñîõðàíåíèå æèç-
íè è çäîðîâüÿ ðàáîòíèêîâ â ïðîöåññå òðóäîâîé äåÿòåëüíîñòè.

Íà ñîâðåìåííîì ýòàïå ðàçâèòèÿ îáùåñòâà ïðè âûïîëíåíèè ïðàêòè÷å-
ñêè âñåõ âèäîâ ðàáîò íåèçáåæíî èñïîëüçîâàíèå ýëåêòðîííî - âû÷èñëè-
òåëüíûõ ìàøèí èëè ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ (ÏÊ).

Äëÿ áåçîïàñíîãî è ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ êîìïüþòåðîâ íåîá-
õîäèìî ñëåäîâàòü ãîñóäàðñòâåííûì ñàíèòàðíûì ïðàâèëàì è íîðìàì ðà-
áîòû ñ âèçóàëüíûìè äèñïëåéíûìè òåðìèíàëàìè (ñì. [12]).

Êàê òèïîâóþ èíñòðóêöèþ ïî îõðàíå òðóäà ïðè ðàáîòå íà ïåðñîíàëü-
íîì êîìïüþòåðå ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùóþ.

1 Îáùèå òðåáîâàíèÿ áåçîïàñíîñòè

1.1 Ê ðàáîòå íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå äîïóñêàþòñÿ ëèöà, ïðî-
øåäøèå îáó÷åíèå áåçîïàñíûì ìåòîäàì òðóäà, ââîäíûé èíñòðóê-
òàæ, ïåðâè÷íûé èíñòðóêòàæ íà ðàáî÷åì ìåñòå.

1.2 Ïðè ýêñïëóàòàöèè ïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà íà ðàáîòíèêà
ìîãóò îêàçûâàòü äåéñòâèå ñëåäóþùèå îïàñíûå è âðåäíûå ïðî-
èçâîäñòâåííûå ôàêòîðû: - ïîâûøåííûé óðîâåíü ýëåêòðîìàã-
íèòíûõ èçëó÷åíèé; - ïîâûøåííûé óðîâåíü ñòàòè÷åñêîãî ýëåê-
òðè÷åñòâà; - ïîíèæåííàÿ èîíèçàöèÿ âîçäóõà; - ñòàòè÷åñêèå ôè-
çè÷åñêèå ïåðåãðóçêè; - ïåðåíàïðÿæåíèå çðèòåëüíûõ àíàëèçà-
òîðîâ.

1.3 Ðàáîòíèê îáÿçàí:

1.3.1 Ñîäåðæàòü â ÷èñòîòå ðàáî÷åå ìåñòî.

1.3.2 Ñîáëþäàòü ðåæèì òðóäà è îòäûõà â çàâèñèìîñòè îò ïðî-
äîëæèòåëüíîñòè, âèäà è êàòåãîðèè òðóäîâîé äåÿòåëüíî-
ñòè, ïðîïèñàííûå â [12].

1.3.3 Ñîáëþäàòü ìåðû ïîæàðíîé áåçîïàñíîñòè.

1.4 Ðàáî÷èå ìåñòà ñ êîìïüþòåðàìè äîëæíû ðàçìåùàòüñÿ òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû ðàññòîÿíèå îò ýêðàíà îäíîãî âèäåîìîíèòîðà
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äî òûëà äðóãîãî áûëî íå ìåíåå 2,0 ì, à ðàññòîÿíèå ìåæäó áî-
êîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè âèäåîìîíèòîðîâ - íå ìåíåå 1,2 ì.

1.5 Ðàáî÷èå ìåñòà ñ ïåðñîíàëüíûìè êîìïüþòåðàìè ïî îòíîøåíèþ
ê ñâåòîâûì ïðîåìàì äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ òàê, ÷òîáû åñòå-
ñòâåííûé ñâåò ïàäàë ñáîêó, ïðåèìóùåñòâåííî ñëåâà.

1.6 Îêîííûå ïðîåìû â ïîìåùåíèÿõ, ãäå èñïîëüçóþòñÿ ïåðñîíàëü-
íûå êîìïüþòåðû, äîëæíû áûòü îáîðóäîâàíû ðåãóëèðóåìûìè
óñòðîéñòâàìè òèïà: æàëþçè, çàíàâåñåé, âíåøíèõ êîçûðüêîâ è
äð.

1.7 Ðàáî÷àÿ ìåáåëü äëÿ ïîëüçîâàòåëåé êîìïüþòåðíîé òåõíèêîé
äîëæíà îòâå÷àòü ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

• âûñîòà ðàáî÷åé ïîâåðõíîñòè ñòîëà äîëæíà ðåãóëèðîâàòüñÿ
â ïðåäåëàõ 680 - 800 ìì; ïðè îòñóòñòâèè òàêîé âîçìîæíî-
ñòè âûñîòà ðàáî÷åé ïîâåðõíîñòè ñòîëà äîëæíà ñîñòàâëÿòü
725 ìì;

• ðàáî÷èé ñòîë äîëæåí èìåòü ïðîñòðàíñòâî äëÿ íîã âûñîòîé
íå ìåíåå 600 ìì, ãëóáèíîé íà óðîâíå êîëåí íå ìåíåå 450
ìì è íà óðîâíå âûòÿíóòûõ íîã íå ìåíåå 650 ìì;

• ðàáî÷èé ñòóë (êðåñëî) äîëæåí áûòü ïîäúåìíî - ïîâîðîò-
íûì è ðåãóëèðóåìûì ïî âûñîòå è óãëàì íàêëîíà ñèäåíüÿ
è ñïèíêè, à òàêæå - ðàññòîÿíèþ ñïèíêè îò ïåðåäíåãî êðàÿ
ñèäåíüÿ;

• ðàáî÷åå ìåñòî äîëæíî áûòü îáîðóäîâàíî ïîäñòàâêîé äëÿ
íîã, èìåþùåé øèðèíó íå ìåíåå 300 ìì, ãëóáèíó íå ìåíåå
400 ìì, ðåãóëèðîâêó ïî âûñîòå â ïðåäåëàõ äî 150 ìì è ïî
óãëó íàêëîíà îïîðíîé ïîâåðõíîñòè ïîäñòàâêè äî 20 ãðà-
äóñîâ; ïîâåðõíîñòü ïîäñòàâêè äîëæíà áûòü ðèôëåíîé è
èìåòü ïî ïåðåäíåìó êðàþ áîðòèê âûñîòîé 10 ìì;

• ðàáî÷åå ìåñòî ñ ïåðñîíàëüíûì êîìïüþòåðîì äîëæíî áûòü
îñíàùåíî ëåãêî ïåðåìåùàåìûì ïþïèòðîì äëÿ äîêóìåí-
òîâ.

• Äëÿ íîðìàëèçàöèè àýðîèîííîãî ôàêòîðà ïîìåùåíèé ñ êîì-
ïüþòåðàìè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü óñòðîéñòâà àâòîìà-
òè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ èîííîãî ðåæèìà âîçäóøíîé ñðå-
äû.

1.8 Æåíùèíû ñî âðåìåíè óñòàíîâëåíèÿ áåðåìåííîñòè è â ïåðèîä
êîðìëåíèÿ ãðóäüþ ê âûïîëíåíèþ âñåõ âèäîâ ðàáîò, ñâÿçàííûõ
ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþòåðîâ, íå äîïóñêàþòñÿ.
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1.9 Çà íåâûïîëíåíèå äàííîé èíñòðóêöèè âèíîâíèêè ïðèâëåêàþòñÿ
ê îòâåòñòâåííîñòè ñîãëàñíî ïðàâèëàì âíóòðåííåãî òðóäîâîãî
ðàñïîðÿäêà èëè âçûñêàíèÿì, îïðåäåëåííûì Êîäåêñîì çàêîíîâ
î òðóäå Óêðàèíû.

2 Òðåáîâàíèÿ áåçîïàñíîñòè ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû

2.1 Ïîäãîòîâèòü ðàáî÷åå ìåñòî.

2.2 Îòðåãóëèðîâàòü îñâåùåíèå íà ðàáî÷åì ìåñòå, óáåäèòüñÿ â îò-
ñóòñòâèè áëèêîâ íà ýêðàíå.

2.3 Ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü ïîäêëþ÷åíèÿ îáîðóäîâàíèÿ ê ýëåê-
òðîñåòè.

2.4 Ïðîâåðèòü èñïðàâíîñòü ïðîâîäîâ ïèòàíèÿ è îòñóòñòâèå îãî-
ëåííûõ ó÷àñòêîâ ïðîâîäîâ.

2.5 Óáåäèòüñÿ â íàëè÷èè çàçåìëåíèÿ ñèñòåìíîãî áëîêà, ìîíèòîðà
è çàùèòíîãî ýêðàíà.

2.6 Ïðîòåðåòü àíòèñòàòè÷åñêîé ñàëôåòêîé ïîâåðõíîñòü ýêðàíà ìî-
íèòîðà è çàùèòíîãî ýêðàíà.

2.7 Ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü óñòàíîâêè ñòîëà, ñòóëà, ïîäñòàâêè
äëÿ íîã, ïþïèòðà, óãëà íàêëîíà ýêðàíà, ïîëîæåíèå êëàâèà-
òóðû, ïîëîæåíèå "ìûøè"íà ñïåöèàëüíîì êîâðèêå, ïðè íåîá-
õîäèìîñòè ïðîèçâåñòè ðåãóëèðîâêó ðàáî÷åãî ñòîëà è êðåñëà,
à òàêæå ðàñïîëîæåíèå ýëåìåíòîâ êîìïüþòåðà â ñîîòâåòñòâèè
ñ òðåáîâàíèÿìè ýðãîíîìèêè è â öåëÿõ èñêëþ÷åíèÿ íåóäîáíûõ
ïîç è äëèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé òåëà.

Ðàöèîíàëüíîé ðàáî÷åé ïîçîé ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ òàêîå ïîëîæå-
íèå òåëà, ïðè êîòîðîì ñòóïíè ðàáîòíèêà ðàñïîëîæåíû ãîðè-
çîíòàëüíî íà ïîëó èëè íà ïîäñòàâêå äëÿ íîã, áåäðà îðèåíòè-
ðîâàíû â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, âåðõíèå ÷àñòè ðóê � âåð-
òèêàëüíî, óãîë ëîêòåâîãî ñóñòàâà êîëåáëåòñÿ â ïðåäåëàõ 70-90
ãðàäóñîâ, çàïÿñòüÿ ñîãíóòû ïîä óãëîì íå áîëåå 20 ãðàäóñîâ,
íàêëîí ãîëîâû � â ãðàíèöàõ 15-20 ãðàäóñîâ.

3 Òðåáîâàíèÿ áåçîïàñíîñòè âî âðåìÿ ðàáîòû

3.1 Ðàáîòíèêó ïðè ðàáîòå íà ÏÊ çàïðåùàåòñÿ:

• ïðèêàñàòüñÿ ê çàäíåé ïàíåëè ñèñòåìíîãî áëîêà (ïðîöåññî-
ðà) ïðè âêëþ÷åííîì ïèòàíèè;
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• ïåðåêëþ÷àòü ðàçúåìû èíòåðôåéñíûõ êàáåëåé ïåðèôåðèé-
íûõ óñòðîéñòâ ïðè âêëþ÷åííîì ïèòàíèè;

• äîïóñêàòü ïîïàäàíèå âëàãè íà ïîâåðõíîñòü ñèñòåìíîãî áëî-
êà (ïðîöåññîðà), ìîíèòîðà, ðàáî÷óþ ïîâåðõíîñòü êëàâèà-
òóðû, äèñêîâîäîâ, ïðèíòåðîâ è äðóãèõ óñòðîéñòâ;

• ïðîèçâîäèòü ñàìîñòîÿòåëüíîå âñêðûòèå è ðåìîíò îáîðóäî-
âàíèÿ;

• ðàáîòàòü íà êîìïüþòåðå ïðè ñíÿòûõ êîæóõàõ;

• îòêëþ÷àòü îáîðóäîâàíèå îò ýëåêòðîñåòè è âûäåðãèâàòü ýëåê-
òðîâèëêó, äåðæàñü çà øíóð.

3.2 Ïðîäîëæèòåëüíîñòü íåïðåðûâíîé ðàáîòû ñ êîìïüþòåðîì áåç
ðåãëàìåíòèðîâàííîãî ïåðåðûâà íå äîëæíà ïðåâûøàòü 2-õ ÷à-
ñîâ.

3.3 Âî âðåìÿ ðåãëàìåíòèðîâàííûõ ïåðåðûâîâ ñ öåëüþ ñíèæåíèÿ
íåðâíî - ýìîöèîíàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ, óòîìëåíèÿ çðèòåëüíî-
ãî àíàëèçàòîðà, óñòðàíåíèÿ âëèÿíèÿ ãèïîäèíàìèè è ãèïîêè-
íåçèè, ïðåäîòâðàùåíèÿ ðàçâèòèÿ ïîçâîíî÷íîãî óòîìëåíèÿ âû-
ïîëíÿòü êîìïëåêñû óïðàæíåíèé.

4 Òðåáîâàíèÿ áåçîïàñíîñòè â àâàðèéíûõ ñèòóàöèÿõ

4.1 Âî âñåõ ñëó÷àÿõ îáðûâà ïðîâîäîâ ïèòàíèÿ, íåèñïðàâíîñòè çà-
çåìëåíèÿ è äðóãèõ ïîâðåæäåíèé, ïîÿâëåíèÿ ãàðè, íåìåäëåííî
îòêëþ÷èòü ïèòàíèå è ñîîáùèòü îá àâàðèéíîé ñèòóàöèè ðóêî-
âîäèòåëþ.

4.2 Íå ïðèñòóïàòü ê ðàáîòå äî óñòðàíåíèÿ íåèñïðàâíîñòåé.

4.3 Ïðè ïîëó÷åíèè òðàâì èëè âíåçàïíîì çàáîëåâàíèè íåìåäëåííî
èçâåñòèòü ñâîåãî ðóêîâîäèòåëÿ, îðãàíèçîâàòü ïåðâóþ äîâðà-
÷åáíóþ ïîìîùü èëè âûçâàòü ñêîðóþ ìåäèöèíñêóþ ïîìîùü.

5 Òðåáîâàíèÿ áåçîïàñíîñòè ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû

5.1 Îòêëþ÷èòü ïèòàíèå êîìïüþòåðà.

5.2 Ïðèâåñòè â ïîðÿäîê ðàáî÷åå ìåñòî.

5.3 Âûïîëíèòü óïðàæíåíèÿ äëÿ ãëàç è ïàëüöåâ ðóê íà ðàññëàáëå-
íèå.

Èòàê, èñõîäÿ èç âûøåïåðå÷èñëåííûõ òðåáîâàíèé ñ ó÷åòîì [12] ìîæíî
ñäåëàòü âûâîä, ÷òî
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• ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ ðàáîòû çà êîìïüþòåðîì íå äîëæíî ïðåâûøàòü
6 ÷àñîâ çà äåíü;

• íåîáõîäèìî äåëàòü ïåðåðûâû â ðàáîòå çà ÏÊ ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ
10 ìèíóò ÷åðåç êàæäûå 45 ìèíóò ðàáîòû;

• ïðîäîëæèòåëüíîñòü íåïðåðûâíîé ðàáîòû çà êîìïüþòåðîì áåç ðå-
ãëàìåíòèðîâàííîãî ïåðåðûâà íå äîëæíà ïðåâûøàòü 1 ÷àñ;

• âî âðåìÿ ðåãëàìåíòèðîâàííûõ ïåðåðûâîâ ñ öåëüþ ñíèæåíèÿ íåðâíî-
ýìîöèîíàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ è óòîìëåíèÿ çðåíèÿ, ïðåäîòâðàùåíèÿ
ðàçâèòèÿ ïîçâîíî÷íîãî óòîìëåíèÿ öåëåñîîáðàçíî âûïîëíÿòü êîì-
ïëåêñû ñïåöèàëüíûõ óïðàæíåíèé.

Âîçìîæíûå êîìïëåêñû óïðàæíåíèé äëÿ ñíèæåíèÿ íåãàòèâíîãî âëè-
ÿíèÿ îò ðàáîòû çà ïåðñîíàëüíûì êîìïüþòåðîì:

Óïðàæíåíèÿ äëÿ ãëàç:

1. Çàêðûòü ãëàçà, íå íàïðÿãàÿ ãëàçíûå ìûøöû, íà ñ÷åò 1..4, øèðîêî
ðàñêðûòü ãëàçà è ïîñìîòðåòü âäàëü íà ñ÷åò 1..6. Ïîâòîðèòü 5 ðàç.

2. Ïîñìîòðåòü íà êîí÷èê íîñà íà ñ÷åò 1..4, à ïîòîì ïåðåâåñòè âçãëÿä
âäàëü íà ñ÷åò 1..6. Ïîâòîðèòü 5 ðàç.

3. Íå ïîâîðà÷èâàÿ ãîëîâû (ãîëîâà ïðÿìî), äåëàòü ìåäëåííî êðóãîâûå
äâèæåíèÿ ãëàçàìè ââåðõ-âïðàâî-âíèç-âëåâî è â îáðàòíóþ ñòîðîíó:
ââåðõ-âëåâî-âíèç-âïðàâî. Çàòåì ïîñìîòðåòü âäàëü íà ñ÷åò 1..6. Ïî-
âòîðèòü 5 ðàç.

4. Ïðè íåïîäâèæíîé ãîëîâå ïåðåâåñòè âçîð ââåðõ íà ñ÷åò 1..4, ïðÿìî
íà ñ÷åò 1..6; ïîñëå ÷åãî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âíèç-ïðÿìî, âïðàâî-
ïðÿìî, âëåâî-ïðÿìî. Ïðîäåëàòü äâèæåíèå ïî äèàãîíàëè â îäíó è
äðóãóþ ñòîðîíû ñ ïåðåâîäîì ãëàç ïðÿìî íà ñ÷åò 1..6. Ïîâòîðèòü 4
ðàçà.

Óïðàæíåíèÿ äëÿ ìîçãîâîãî êðîâîîáðàùåíèÿ:

1. Ïîçèöèÿ: ñåñòü íà ñòóë, ðóêè ïîëîæèòü íà ïîÿñ. Òåìï óïðàæíåíèÿ:
ìåäëåííûé.

Óïðàæíåíèå: 1..2 - êðóã ïðàâîé ðóêîé íàçàä ñ ïîâîðîòîì òóëîâè-
ùà è ãîëîâû íàïðàâî. 3..4 - êðóã ëåâîé ðóêîé íàçàä ñ ïîâîðîòîì
òóëîâèùà è ãîëîâû íàëåâî. Ïîâòîðèòü 6 ðàç.
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2. Ïîçèöèÿ: ñåñòü íà ñòóë, ðóêè ðàçâåñòè â ñòîðîíû, ëàäîíè âûñòàâèòü
âïåðåä, ïàëüöû ðàçâåñòè âðîçü. Òåìï óïðàæíåíèÿ: áûñòðûé.

Óïðàæíåíèå: 1 - îáõâàòèòü ñåáÿ çà ïëå÷è ðóêàìè êàê âîçìîæíî
êðåï÷å è äàëüøå, ïîâåðíóòüñÿ íàïðàâî. 2 - âåðíóòüñÿ â èñõîäíóþ
ïîçèöèþ. 3 - îáõâàòèòü ñåáÿ çà ïëå÷è ðóêàìè êàê âîçìîæíî êðåï÷å
è äàëüøå, ïîâåðíóòüñÿ íàëåâî. 4 - âåðíóòüñÿ â èñõîäíóþ ïîçèöèþ.
Ïîâòîðèòü 6 ðàç.

3. Ïîçèöèÿ: ñåñòü íà ñòóë, ðóêè ïîëîæèòü íà ïîÿñ. Òåìï óïðàæíåíèÿ:
ìåäëåííûé.

Óïðàæíåíèå: 1 - ïîâåðíóòü ãîëîâó íàïðàâî. 2 - âåðíóòüñÿ â èñõîä-
íóþ ïîçèöèþ. 3 - ïîâåðíóòü ãîëîâó íàëåâî. 4 - âåðíóòüñÿ â èñõîäíóþ
ïîçèöèþ. Ïîâòîðèòü 8 ðàç.

Óïðàæíåíèÿ äëÿ ïëå÷ è ðóê:

1. Ïîçèöèÿ: âñòàòü, íîãè ïîñòàâèòü íà øèðèíå ïëå÷, ðóêè îïóñòèòü
âäîëü òåëà. Òåìï óïðàæíåíèÿ: ìåäëåííûé.

Óïðàæíåíèå: 1 - ïîäíÿòü ïëå÷è. 2 - îïóñòèòü ïëå÷è. Ïîâòîðèòü 8
ðàç.

2. Ïîçèöèÿ: âñòàòü, íîãè ïîñòàâèòü íà øèðèíå ïëå÷. Òåìï óïðàæíå-
íèÿ: ñðåäíèé.

Óïðàæíåíèå: 1 - ñîãíóòü ðóêè â ëîêòÿõ ïåðåä ãðóäüþ. 2 - äâà ðàçà
ðåçêî ðàçâåñòè ðóêè íàçàä. 3 - âûïðÿìèòü ðóêè ïåðåä ñîáîé. 4 - äâà
ðàçà ðåçêî ðàçâåñòè ðóêè íàçàä. Ïîâòîðèòü 6 ðàç.

3. Ïîçèöèÿ: âñòàòü, íîãè ïîñòàâèòü íà øèðèíå ïëå÷. Òåìï óïðàæíå-
íèÿ: ñðåäíèé.

Óïðàæíåíèå: 1..4 - ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ êðóãà ðóêàìè íàçàä.
1..4 - ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ êðóãà ðóêàìè âïåðåä. Ïîâòîðèòü 6
ðàç.

Óïðàæíåíèÿ äëÿ ïîçâîíî÷íèêà:

1. Ïîçèöèÿ: âñòàòü, íîãè ïîñòàâèòü âðîçü, ðóêè îïóñòèòü âäîëü òåëà.
Òåìï óïðàæíåíèÿ: ìåäëåííûé.

Óïðàæíåíèå: 1 - ðóêè íàçàä. 2..3 - ðóêè â ñòîðîíû è ââåðõ, âñòàòü
íà íîñêè. 4 - ðàññëàáëÿÿ ïëå÷åâîé ïîÿñ, ðóêè âíèç ñ íåáîëüøèì
íàêëîíîì âïåðåä. Ïîâòîðèòü 6 ðàç.
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2. Ïîçèöèÿ: âñòàòü, íîãè ïîñòàâèòü âðîçü, ðóêè ñîãíóòü â ëîêòÿõ, êè-
ñòè ñæàòü â êóëàêè. Òåìï óïðàæíåíèÿ: ñðåäíèé.

Óïðàæíåíèå: 1 - ñ ïîâîðîòîì òóëîâèùà íàëåâî "óäàð"ïðàâîé ðóêîé
âïåðåä. 2 - âîçâðàò â èñõîäíóþ ïîçèöèþ. 3 - ñ ïîâîðîòîì òóëîâèùà
íàïðàâî "óäàð"ëåâîé ðóêîé âïåðåä. 4 - âîçâðàò â èñõîäíóþ ïîçèöèþ.
Ïîâòîðèòü 8 ðàç.
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